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Praca jest syntentycznym przeglądem badań teoretycznych i eksperymentalnych stateczno­

ści podwójnie zakrzywionych powłok kompozytowych. Szczegółowo przedyskutowano różnorod­

ne warianty analizy stateczności dotyczące stosowanych hipotez kinematycznych w teorii powłok 

kompozytowych jak i postaci macierzy sztywności oraz wpływ tych czynników na wartość 

obciążeń krytycznych. Powyższe rozważania zilustrowano przykładami analizy numerycznej 

oraz eksperymentalnej. 

1. WSTĘP 

W ostatnich latach obserwuje się gwałtowny rozwój zastosowań róż­
norodnych materiałów kompozytowych w technice. W niniejszej pracy 
poprzez materiały kompozytowe rozumiemy ciągłe włókna umieszczone 
w osnowie polimerowej. Podstawowymi zaletami tych materiałów są: ni­
ski stosunek gęstości do wytrzymałości, możliwość wykorzystania anizo­
tropii materiału w celu zapewnienia odpowiednich własności wytrzyma­
łościowych konstrukcji oraz łatwość formowania kształtu tej konstruk­
cji. Wadami ich są: jeszcze stosunkowo wysoki koszt w porównaniu 
z materiałami tradycyjnymi (najniższy dla kompo4ytów wzmacnianych 
włóknami szklanymi) oraz duży rozrzut własności Iwytrzymałościowych 
zależny od powtarzalności procesu wytwórczego. Stateczność jest dla 
kompozytów, podobnie jak dla materiałów izotropowych, jednym z istot­
nych czynników, który musi być uwzględniany przy projektowaniu kon­
strukcji. Jednakże, anizotropia rozważanego materiału powoduje, iż 

analiza tego typu konstrukcji, nawet w zakresie sprężystym, pociąga 
za sobą dużo więcej trudności niż dla materiałów izotropowych. 
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Przedmiotem poniższej pracy jest charakterystyka podstawowych 
czynników oraz ich wpływ na obciążenia krytyczne osiowo-symetrycz­
nych, sprężystych powłok kompozytowych o podwójnej krzywiźnie. Prze­
dyskutowane będą również pewne aspekty analizy teoretycznej, nume­
rycznej oraz eksperymentalnej tego problemu. 

2. ZWIĄZKI KINEMATYCZNE 

Istota relacji geometrycznych w problemach stateczności powłok po­
lega na konieczności dokładnego opisu przemieszczeń i naprężeń w sta­
nie przedwyboczeniowym. Generalnie, dla izotropowych, sprężystych 
powłok cienkościennych, przyjmuje się, że teoria SANDERSA [1], oparta 
na hipotezie Love'a-Kirchoffa i uwzględniająca duże przemieszczenia, 
umiarkowane obroty normalnej względem powierzchni środkowej i małe 
odkształcenia, daje wystarczającą zgodność z eksperymentem. Istnieją 

oczywiście przypadki (niektóre z nich dyskutowane są przez UDDINE'A 
[2]), gdzie jest konieczne rozróżnienie konfiguracji odkształconej i nie­
odkształconej, tzn. wprowadzenie dużych odkształceń; są one jednak 
sporadyczne. 

Dla powłok kompozytowych problem ten nie jest jednoznacznie roz­
strzygnięty. Podstawową kwestią jest sam charakter powłoki. Jest ona 
mianowicie budowana z wielu warstw posiadających różne własności me­
chaniczne w pewnym globalnym układzie współrzędnych. W celu opisu 
tych własności stosuje się najczęściej dwa podejścia globalne i lokalne. W 
ujęciu globalnym związki kinematyczne wyprowadza się w jednym glo­
balnym układzie współrzędnych, związanym z powierzchnią środkową 
powłoki. Różne własności mechaniczne warstw uwzględniane są dopiero 
na etapie tworzenia macierzy sztywności. Ujęcie lokalne pozostaje w 
większej zgodzie z intuicją i polega na budowaniu relacji kinematycz­
nych, w pewnym lokalnym układzie współrzędnych, dla każdej z warstw 
laminatu oddzielnie. Jednakże tutaj przejście do globalnego opisu la­
minatu jako całości zbudowanej z wielu warstw, wymaga wykorzystania 
związków fizycznych lub równań równowagi, w celu uśrednienia wielko­
ści kinematycznych wzdłuż grubości powłoki. 

W zagadnieniach statyki i stateczności powłok kompozytowych sto­
suje się z reguły dwie hipotezy kinematyczne: Love'a-Kirchhoffa (teoria 
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trójparametrowa) oraz Timoshenki, uwzględniającą poprzeczne ścina­
nie (teoria pięcioparametrowa). Hipotezy te mogą być wprowadzone 
zarówno w ujęciu lokalnym jak i globalnym; to w jakim ujęciu są wpro­
wadzane implikuje bezpośrednio liczbę parametrów kinematycznych opi­
sujących deformację powłok. Hipoteza Love'a-Kirchhoffa w ujęciu lo­
kalnym wprowadza 3N zmiennych (N oznacza liczbę warstw). Takie 
ujęcie zostało zaproponowane np przez LAŹKO [3]. W ujęciu global­
nym zastosowanie tej hipotezy prowadzi do 3 zmiennych (przemieszczeń) 
definiujących deformację powierzchni środkowej powłoki. Hipoteza ki­
nematyczna uwzględniająca ściśliwość i obroty elementu normalnego do 
powierzchni środkowej w ujęciu lokalnym prowadzi do 6N zmiennych, 
zaś eliminując ściśliwość elementu normalnego otrzymamy 5N zmien­
nych - patrz LIBRESCU [4]. Narzucając warunki kontaktu na przemie­
szczenia na sąsiednich warstwach laminatu 6N zmiennych redukuje się 
do 3N +3 zaś 5N do 2N +3. Ostatni przypadek zwany jest hipotezą linii 
łamanej i jest szeroko omówiony w pracach GRIGOLJUKA i KULIKOVA 
[5, 6] oraz w monografii GRIGORENKI, VASILENKI [7]. W globalnym 
ujęciu hipoteza linii łamanej sprowadza się do kinematycznej hipotezy 
Timoshenki, która żąda jedynie 5 zmiennych (3 przemieszczeń i 2 kątów 
obrotu elementu normalnego do powierzchni środkowej) do opisu defor­
macji powłoki kompozytowej. Należy tutaj jeszcze wspomnieć o cie­
kawej propozycji hipotezy kinematycznej dla warstwowych konstrukcji 
kompozytowych, przedstawionej przez NIEMIROVSKIEGO i REZNIKOVA 
[8], których model jest uogólnieniem zarówno hipotez Love'a-Kirchhoffa 
jak i Timoshenki. W problemach stateczności dla warstwowych powłok 
kompozytowych stosuje się trój- lub pięcio-parametrowe teorie powłok 
bazujące odpowiednio na hipotezach Love'a-Kirchhoffa i Timoshenki. 

Generalnie, stwierdza się (patrz DONG i Tso [9], REDDY [10], GALI­
MOV [11]), że hipoteza Love'a-Kirchhoffa daje wystarczająco dokładne 
rezultaty, jeśli: (a) wartość ilorazu promienia do grubości powłoki (Rit) 
jest duża, (b) własności mechaniczne nie zmieniają się gwałtownie od 
warstwy do warstwy, (c) wartość ilorazu modułu Younga w kierunku 
włókien do modułu Kirchhoffa jest mała. Przeprowadzone obliczenia 
obciążeń krytycznych na podstawie liniowej teorii stateczności, zarówno 
dla kompozytowych płyt - N OOR [12] jak i małowyniosłych powłok -
Muc [13], wykazały, że dla Rit::; 50 różnica w obciążeniach krytycz­
nych, przy zastosowaniu różnych hipotez kinematycznych, przekracza 
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5%. Obciążenia krytyczne wyznaczone za pomocą pięcioparametrowej 
teorii powłok są zawsze niższe od określonych przy użyciu hipotezy 
Love'a-Kirchhoffa. Zatem, z punktu widzenia obliczeń inżynierskich, 
konieczne jest stosowanie hipotezy kinematycznej Timoshenki nawet dla 
umiarkowanie cienkich struktur kompozytowych. Jednakże, pierwsze 
prace SZTAJERMANA [14] - 1924 i MUSZTARlEGO [15] - 1938, dotyczące 
związków geometrycznych dla anizotropowych powłok, opierały się na 
hipotezie Love'a-Kirchhoffa. Podobne założenia uczynił AMBARCUM­
JAN [16], którego praca uchodzi za pionierską w tej dziedzinie. Jed­
nakże, należy zaznaczyć, że jego praca dotyczy tylko warstwowych po­
włok ortotropowych, a nie anizotropowych, z uwagi na przyjęte zało­
żenia upraszczające. Związki geometryczne wprowadzone w pracach 
dotyczących warstwowych powłok anizotropowych są uogólnieniem ana­
logicznych relacji dla powłok izotropowyvch. AMBARCUMJAN [16] sto­
suje teorię Novożiłova, DONG, PISTER i TAYLOR [17] teorię małowynios­
łych powłok Donnella zaś CHENG i Ho [18] równania teorii Fliiggego. 
Podobnie sytuacja przedstawia się dla związków geometrycznych po­
włok warstwowych uwzględniających poprzeczne ścinanie, są one po pro­
stu uogólnieniem identycznych relacji wyprowadzonych dla ciał izotro­
powych. Spośród interesujących i podstawowych prac w tej dziedzi­
nie można wymienić prace: WHITNEY i SUN [19,20], DONG i Tso [9], 
REDDY [10] oraz GRIGORENKI i in. [21,22]. W podsumowaniu można 
stwierdzić, że z punktu widzenia analizy stateczności włóknistych po­
włok kompozytowych należy stosować nieliniowe związki geometryczne 
wyprowadzone przez SANDERSA [1] uwzględniając także efekty poprzecz­
nego ścinania. 

3. MACIERZ SZTYWNOŚCI 

W analizie stateczności izotropowych powłok występuje w zasadzie 
jednoznaczność co do formy macierzy sztywności C wiążącej naprężenia: 
(J' (lub siły wewnętrzne) z odkształceniami c. 

(3.1) (J' = Cc. 

Dla kompozytowych powłok nie ma tej jednoznaczności, występują 
tu rozmaite postacie macierzy sztywności C, które z gorszym lub lep-
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szym przybliżeniem opisują deformacje konstrukcji. W ogólnym przy­
padku ciał anizotropowych symetryczna macierz C ma 21 składowych. 
Jeżeli założymy symetrię ciała anizotropowego względem trzech pro­
stopadłych płaszczyzn, to otrzymamy przypadek ciała ortotropowego. 
Wówczas macierz sztywności C ma następującą postać: 

Cn Cl2 Cl3 O O O 
C22 C23 O O O 

(3.2) Cij = 
C33 O O O 

C44 O O 
C55 O 

C66 

i charakteryzuje się dziewięcioma niezależnymi składowymi. 
Stosuje się generalnie dwa podejścia do analizy stateczności powłok 

kompozytowych. Pierwsze z nich, wprowadzone przez GUZA i jego 
współpracowników, jest szczegółowo omówione w monografii [23]. W 
celu opisu powłoki kompozytowej proponuje się model ciała poprzecznie 
izotropowego, które jest szczególnym przypadkiem ciała ortotropowego 
(3.2) (jedna z płaszczyzn ortotropii jest izotropowa). Macierz C ma 
wówczas następujące składowe: 

Cn Cl2 Cl3 O O O 
C22 C23 O O O 

(3.3) Cij = 
C22 O O O 

ł(C22 - C23 ) O O 
C66 O 

C66 

Powyższą macierz sztywności charakteryzuje w pełni pięć stałych 
materiałowych: El, E2, G12 , v12, V13. Podejście to ma istotną zaletę, po­
nieważ jak przedstawiono w [23], możliwa jest trójwymiarowa analiza 
stateczności powłok bez stosowania jakichkolwiek upraszczających hi­
potez kinematycznych omawianych w paragrafie 2. Istotny problem sta­
nowi jednak praktyczne otrzymanie dla laminatu zbudowanego z warstw 
włóknistego kompozytu płaszczyzny izotropii. Każda z kolejnych warstw 
laminatu (będąca materiałem ort otrop owym) musi być przesunięta wzglę­
dem poprzednej o kąt 7r j2N, lecz dobór liczby warstw N dający quasiizo­
tropię jest arbitralny. Zatem realizacja techniczna modelu ciała po­
przecznie izotropowego nie jest w pełni możliwa i dlatego też otrzy-
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mane za pomocą tego modelu obciążenia krytyczne są również pewnym 
przybliżeniem rzeczywistej wartości. Jest to główny powód, że warstwę 
kompozytu włóknistego w laminacie opisuje się częściej jako płaskie ciało 
ortotropowe, tzn. eliminuje się w tym przypadku trzeci wymiar (gru­
bość). Wymiar ten jest uwzględniony poprzez wprowadzenie określonej 
hipotezy kinematycznej, które są omawiane w p. 2 niniejszej pracy. W 
tym przypadku macierz sztywności C - (3.2) redukuje się do następującej 
postaci: 

Cu C12 O O O 
C22 O O O 

(3.4) Cij = C44 C45 O 
C55 O 

C66 

którą otrzymano poprzez założenie, że zarówno naprężenia jak i od­
kształcenia w kierunku trzecim (tu normalnym do powierzchni środko­
wej powłoki - patrz rys.1) są równe zero. Założenie powyższe jest 

3 

Rys. 1. Orientacja włókien warstwowego laminatu w lokalnym (primowanym) i globalnym 
układzie współrzędnych 

automatycznie równoważne przyjęciu określonej hipotezy kinematycz­
nej, mianowicie założeniu nieściśliwości elementu normalnego do po­
wierzchni środkowej. Po przyjęciu określonej hipotezy kinematycznej , 
transformacji układu współrzędnych z lokalnego związanego z kierun­
kiem włókna w warstwie laminatu (primowanego - patrz rys.!) do glo­
balnego i scałkowaniu . wzdłuż grubości powłoki (kierunek 3 na rys.!) , 
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związek (3.1) po przyjęciu macierzy sztywności w formie (3.4) przyjmie 
postać: 

(3.5) N = CE, 

N określa wektor sił i momentów wewnętrznych, E odkształcenia i zmiany 
krzywizny powierzchni środkowej, zaś elementy macierzy C są dane 
następującym wzorem: 

(3.6) 

gdzie 

(3.7) 

JlII Jl l2 Jl l6 

Jl22 Jl26 
Jl66 

o O 
O O 
O O 

Jl44 Jl45 
Jl55 

Bu 
Bl2 
Bl6 
O 
O 

Du Dl2 Dl6 
D22 D26 

D66 

i,j = 4,5, 

(Quh 
(Q22h -

(Q12h -
(Q44)A; -

(Q55)A; -

(Q45)~ 

Ul - U2 cos 219A; + U3 cos 419 A; , 

U4 - U3 cos419A;, 

Q44 cos2 19A; + Q55 sin2 19A;, 

Q44 sin2 19A; + Q55 cos2 19A;, 

(Q55 - Q44)A; sin 19A; COS19A;, 

(Q66h - U5 - U3 cos419A;, 

- -~U2 sin 219A; - U3 sin 419A:, 
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(Q26)k - -~U2 sin 2t9k + U3 sin 4t9k, 

(3.7) 
1 

Ul - g(3Qll + 3Q22 + 2Q12 + 4Q66), 
[cd.) 

U2 
1 
2"(Qll - Q22), 

1 
U3 - g(Qll + Q22 - 2Q12 - 4Q66), 

U4 
1 
g( Qll + Q22 + 6Q12 - 4Q66), 

1 
U5 - g( Qll + Q22 - 2Q12 + 4Q66), 

Qll 
El E2 Q V2lE l -

1 - V12V2l 
, Q22 = , 12 = , 

1 - V12V2l 1 - V12V2l 
Q44 - G23 , Q55 = G13, Q66 = G12, 

gdzie t9k jest kierunkiem włókna k-tej warstwy laminatu w globalnym 
układzie wspóhzędnych. Własności mechaniczne tej warstwy określone 
są w przyjętym układzie przez sześć niezależnych stałych materiałowych 
El, E2, v12, G12, G13, G23 . W odróżnieniu od materiałów izotropowych, 
macierz sztywności (3.6) posiada elementy Bij, które wiążą ze sobą w 
siłach i momentach wewnętrznych zarówno odkształcenia, jak i zmiany 
krzywizny powierzchni środkowej. Dodatkowo należy podkreślić, że 

w elementach A44 , A45 , A55 wykorzystano kwadratowe rozkłady od­
kształceń wzdłuż grubości (niezależnie dla każdej warstwy kompozytu w 
laminacie) analogicznie do postulowanego przez VINSONA i CHOU [24] . 
Drugą istotną kwestią jest wartość współczynnika ścinania w elemen­
tach A44 , A45 , A55. Klasycznie dla powłok izotropowych (patrz np. [11]) 
k = 5/6 i taką wartość często zakłada się w analizie stateczności powłok 
kompozytowych. Inne podejście do określenia wartości współczynnika 
ścinania poprzecznego k proponuje WHITNEY [25], poprzez rozważanie 
ort otrop owych laminatów poddanych zginaniu. Współczynniki te, okre­
ślone dla każdej warstwy laminatu, są zależne od jego konfiguracji i 
nierówne nawet w przypadku symetrycznego ułożenia warstw powłoki. 

W analizowanych zagadnieniach stateczności bardzo rzadko stosuje 
się macierz sztywności (3.6) w pełnej postaci . Stosowane uproszczenia 
zmieniają wartość obciążenia krytycznego (zwykle zawyżają je). Pod­
stawowe założenie dotyczy hipotez kinematycznych, tzn uwzględnienia 
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lub nieuwzględnienia sił poprzecznych. Eliminacja ich (przyjęcie hipo­
tezy Love'a-Kirchhoffa) prowadzi do zlikwidowania czwartej i piątej ko­
lumny i wierszy w macierzy sztywności (3.6). 

Drugi typ uproszczeń, całkowicie niezależny od poprzedniego, doty­
czy wszystkich elementów macierzy C. Zwykle rozważa się tutaj dwa 
przypadki: 

powłoki ortotropowej 

(3.8) Ak6 = Dk6 = 0, Bij = 0, i,j = 1,2,6, k = 1,2, 

powłoki o takiej konfiguracji warstw, w której wyeliminowano efekty 
giętno-skrętne 

(3.9) Ak6 = Bk6 = Dk6 = 0, k = 1,2. 

Równanie (3.8) pokazuje w ewidentny sposób różnice pomiędzy po­
włoką ortotropową i anizotropową. Otrzymanie takich zależności jest 
możliwe dla specjalnych konfiguracji warstw w laminacie, np dla la­
minatów symetrycznych - patrz (3.7h lub dla laminatów, w których 
wszystkie warstwy kompozytu mają identyczny kierunek - patrz rys. 1. 
Drugi z warstwami ułożonymi pod kątami ±t9k • Wpływ tych uproszczeń 
(tzn (3.8) lub (3.9)) na wartość siły krytycznej określono w ewidentny 
sposób jedynie dla ściskanych płyt kompozytowych - SAWYER [26]; 
nieuwzględnienie wyrazów macierzy sztywności zwiększyło wartość siły 
krytycznej. 

4. ANALIZA STATECZNOŚCI 

4.1. Uwagi wstępne 

Zarówno w ujęciu liniowej teorii stateczności (zerowanie się wyznacz­
nika), jak i nieliniowej teorii stateczności (badanie znaku drugiej pochod­
nej funkcjonału całkowitej energii potencjalnej układu), podstawową rolę 
odgrywa założenie postaci funkcji opisującej odkształcenie powłoki w 
stanie krytycznym (odpowiadającym utracie stateczności). Dla osiowo­
symetrycznych (przed wyboczeniem) powłok przyjęte jest standardowe 
rozwiązanie, tzn założenie fali wyboczenia w formie pełnego szeregu Fo­
uriera ze stałymi (liniowa teoria stateczności) lub zmiennymi (nieliniowa 
teoria stateczności) współczynnikami: 
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w(a,</» - wn(a) cosn</> + wm(a) sin m</>, 
(4.1) u(a, </» - un(a) sin n</> + um(a) cos m</>, 

v(a,</» - vn(a)sinn</>+vm(a)cosm</>, 

gdzie a oznacza zmienną w kierunku południkowym, zaś </> w kierunku 
równoleżnikowym (obwodowym). Oczywiście postać fali wyboczenia 
(4.1) przyjęto dla naj prostszej hipotezy kinematycznej powłok, tzn Lo­
ve'a-Kirchhoffa, co w tym przypadku nie zawęzi ogólności rozważań. 
Dla powłok izotropowych lub poprzecznie izotropowych, z macierzą 
sztywności Gij opisaną wzorem (3.3), istnieje możliwość separacji części 
sinusowej i cosinusowej szeregów Fouriera (4.1). Można w ten sposób 
wyznaczyć niezależnie obciążenie krytyczne dla fali wyboczenia okre­
ślonej parametrami n i m. W teorii laminowanych, anizotropowych 
powłok określonych macierzą sztywności (3.6), analogiczna operacja jak 
poprzednio jest możliwa tylko po dodatkowym wyeliminowaniu wpływu 
skręcania, tzn po uwzględnieniu zależności (3.9) (niezależnie od przyjętej 
hipotezy kinematycznej dla powłok). Niezerowe wyrazy Ak6, Bk6, 
Dk6(k = 1,2) w macierzy sztywności Gij - (3.6) implikują bowiem auto­
matyczne sprzęganie wyrazów cosinusowych i sinusowych fali wybocze­
nia (4.1). Poszukiwanie obciążeń krytycznych jest wówczas podobne do 
rozważania problemu stateczności skręcanych, izotropowych powłok cy­
lindrycznych (patrz np VOLMIR [27]) i możliwe jest tylko poprzez wpro­
wadzenie podwójnych szeregów Fouriera. Inne podejście, dogodne do 
numerycznego rozwiązania tego problemu (poprzez metodę rzutowania), 
zaproponowali NOOR i PETERS [28]. Cytowani powyżej autorzy przed­
stawili jednakże rozwiązania tylko dla zagadnień statyki warstwowych 
powłok anizotropowych z pełną macierzą sztywności (3.6). 

Odmienną koncepcję, zmierzającą do uwzględnienia pełnej macierzy 
sztywności Gij , bez konieczności wprowadzenia podwójnych szeregów 
Fouriera, przedstawił COHEN [29]. Zakłada on mianowicie następującą 
postać fali wyboczenia: 

w(a, </» - wn(a) cos(n</> - a), 
(4.2) u(a, </» - un(a) sin(n</> -,), 

v(a, </» - vn(a) sin(n</> - 71), 

gdzie a", 71 są nieznanymi parametrami wyznaczonymi z warunku mi-



STATECZNOŚĆ PODWÓJNIE ZAKRZYWIONYCH POWLOK 577 

nimum wyznacznika (teoria liniowa) lub funkcjonału (teoria nieliniowa). 
Jest to jednak zawężenie ogólnego przypadku fali wyboczenia (4.1), z 
uwagi na narzucenie w (4.2) a priori związku pomiędzy nieznanymi am­
plitudami fali wyboczenia W n (Q') i Wrn (Q') , poprzez przyjęcie pewnego 
przesunięcia fazowego a. Jednakże, według rozeznania autora, nie zo­
stały jak na razie opublikowane prace dotyczące stateczności powłok, 
które uwzględniałyby pełną macierz sztywności (3.6) wraz z kompletną 
formą fali wyboczenia (4.1). 

Jak dotąd, najpełniejszy przegląd literatury z dziedziny stateczności 
powłok anizotropowych jest zaprezentowany w pracy ALMROTHA [30]. 
Jednakże większość z cytowanych tam prac dotyczy wyboczenia anizo­
tropowych płyt i powłok cylindrycznych, a jedynie dwie prace [31, 32] 
- anizotropowych powłok o podwójnej krzywiźnie. Podobnie wygląda 
sytuacja w literaturze radzieckiej. W podstawowej pracy, jaką jest mo­
nografia RIKARDSA i TETERSA [33] poświęcono niewiele miejsca jedynie 
anizotropowym powłokom sferycznym. W dalszej części pracy posta­
ramy się usystematyzować podstawowe prace dostępne w literaturze, 
dotyczące zagadnień wyboczenia anizotropowych powłok o podwójnej 
krzywiźnie. 

4.2. Liniowa teoria stateczności 

W liniowej teorii stateczności powłok zakłada się, że stan przedwy­
boczeniowy scharakteryzowany jest związkami geometrycznie liniowymi. 
Dopiero w stanie krytycznym przyjmuje się związki geometrycznie nieli­
niowe w celu określenia obciążeń krytycznych. Analizę tę przeprowadza 
się w większości przypadków dla brzegów swobodnie podpartych (wa­
runki brzegowe typu 53) w celu uzyskania analitycznej formy wzoru na 
obciążenia krytyczne. Podejście takie prowadzi do zawyżenia wartości 
obciążeń krytycznych, w porównaniu z otrzymanymi na podstawie teorii 
geometrycznie nieliniowej powłok (dla stanów przed wyboczeniem) oraz 
wynikami eksperymentalnymi. 

Większość prac w tej dziedzinie dotyczy powłok małowyniosłych, z 
uwagi na możliwość eliminacji funkcji trygonometrycznych w układzie 
równań podstawowych. DULACSKA [34] przedstawił rozwiązanie dla 
ortotropowych powłok parabolicznych (założenie (3.8» korzystając z hi­
potezy Love'a-Kirchhoffa. W rozdziale 7 pracy [35] DULACSKA i KOL-
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LAR wyprowadzili równania na obciążenia krytyczne dla powłok obroto­
wo-symetrycznych o dowolnym kształcie, korzystając z identycznych za­
łożeń jak poprzednio. Stateczność ortotropowych, rozciąganych dennic 
badali MITKIEWICZ i CZAPLIN [36]. Wzory na obciążenia krytyczne 
dla anizotropowych powłok małowyniosłych, przy założeniu (3.9) , wy­
prowadzono stosując trójparametrową teorię powłok w pracach [31,32], 
a pięcioparametrową w pracy [13]. Należy jeszcze tutaj wspomnieć o 
pracy GRACZEVA [37], który przyjmując model ciała izotropowego badał 
wpływ ścinania poprzecznego na stateczność powłok sferycznych. CHAO 

i in. [38] zastosowali model ciała ort otrop owego (3.8) do analizy sta­
teczności hemisferycznych i pełnych sferycznych powłok w ujęciu teorii 
pięcioparametrowej. Rozwiązań poszukiwano za pomocą stowarzyszo­
nych wielomianów Legendre'a. 

Trójwymiarową analizę stateczności obrotowo-symetrycznych powłok 
kompozytowych, przy zastosowaniu modelu ciała poprzecznie-izotropo­
wego (3.3) przedstawiono w pracach [23, 39-42]. W pracach tych zamie­
szczono również porównanie wyników dla pięcio- i trój-parametrowych . 
teorii powłok. 

Odrębną grupę zagadnień stanowi analiza stateczności trój warstwo­
wych powłok kompozytowych typu sandwicz. Pierwsza i trzecia warstwa 
tych powłok wykonana jest z kompozytowych materiałów włóknistych, 
które są rozdzielone grubym wypełniaczem. Powłoki tego typu modeluje 
się jako ciała ortotropowe. Analiza tych zagadnień przedstawiona jest w 
pracach [43-48], dla różnego kształtu powłok obrotowo-symetrycznych. 
W pracy [49] rozwiązano zadanie stateczności sandwiczowych powłok 
sferycznych traktowanych jako ciała poprzecznie-izotropowe. 

4.3. Nieliniowa teoria stateczności 

Analiza stateczności powłok kompozytowych w tym ujęciu charak­
teryzuje się założeniem nieliniowej geometrycznie teorii powłok (duże 
ugięcia i małe odkształcenia) do opisu stanu przedwyboczeniowego. Nie 
można więc tutaj uzyskać zamkniętego, analitycznego wyrażenia na siły 
krytyczne. 

Obciążenia krytyczne dla małowyniosłych, ortotropowych (3.8) po­
włok sferycznych, przy założeniu hipotezy Love'a-Kirchhoffa, określono 
w pracach [50-52]. W pracy [50] analizowane jest dodatkowo pokry-
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tyczne odkształcenie powłok. Stateczność małowyniosłych powłok sfe­
rycznych wykonanych z materiału poprzecznie izotropowego badano w 
pracy [53]. Wpływ parametrów materiałowych na formę wyboczenia 
i wartość ciśnień krytycznych dla ortotropowych (3.8) hemi- i tori-sfe­
rycznych powłok w ujęciu trójparametrowej teorii powłok rozważano 
w pracach [54, 55]. Dyskusję wpływu orientacji włókien kompozytu i 
ich własności materiałowych dla różnorodnych, anizotropowych (model 
(3.9) powłok na wartość ciśnień krytycznych przedstawiono w pracach 
[56, 57]. Analizowano tam również wpływ imperfekcji geometrycznych 
na utratę stateczności. Dla powłok warstwowych istotny jest również 
wpływ częściowej delaminacji (rozdzielenia) warstw na wartość obciążeń 
krytycznych. Efekt ten analizowali: BOLOTIN i ZABIELJ AN [58] dla izo­
tropowych hemisfer oraz ANDRIEJEV et al [59] dla segmentów sferycz­
nych (model (3.9)), stosując trójparametrową teorię powłok. 

4.4. Analiza numeryczna 

Istnieje wiele znanych programów numerycznych, które mają włączo­
ną opcję umożliwiającą analizę stateczności nieliniowych geometrycznie, 
obrotowo-symetrycznych, warstwowych powłok anizotropowych. Spo­
śród nich jako najważniejsze można wymienić programy [60-67]. Zacy­
towane powyżej programy opierają się na metodzie elementów [60-66] 
lub różnic [67] skończonych. Posiadają one różne modele materiałowe 
oraz stosują różne hipotezy kinematyczne, które są ciągle aktualizowane. 
Mają one przede wszystkim charakter komercyjny, o czym najlepiej 
świadczy fakt, że jedna firma Lockhead posiada trzy takie programy 
[65-67]. 

Istnieje również wiele programów o charakterze badawczym, jak np. 
[29, 54, 68-70]. Interesujący jest tu zwłaszcza program pisany w pracy 
[69], umożliwiający analizę pokrytycznego zachowania powłok. 

W cytowanych wyżej pracach prezentowane są różne przykłady nu­
meryczne, głównie dotyczą one jednak anizotropowych powłok cylin­
drycznych lub segmentów sferycznych. Generalnie, rysuje się tendencja 
zmierzająca do zastosowania pięcioparametrowej teorii powłok (uwzglę­
dniającej poprzeczne ścinanie) wraz z pełną macierzą sztywności Gjj 

- (3.6) dla warstwowych powłok kompozytowych. Zjawisko to można 
także zaobserwować w rozwoju postaci elementu skończonego (tzn liczby 
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węzłów, zmiennych węzłowych, funkcji kształtu), który ma na celu uwzg­
lędnienie wymienionych efektów [71-76]. Niektóre z prac, jak np [71 , 
'75], uwzględniają nawet ściskanie elementu normalnego do powierzchni 
środkowej (sześcioparametrowa teoria powłok), aczkolwiek proponowane 
elementy skończone nie zostały użyte do analizy stateczności. Dodat­
kowo, cytowane w pracach przykłady analizy stateczności dotyczą takich 
konfiguracji warstw kompozytu, które w rezultacie prowadzą do upro­
szczeń typu (3.9) (patrz np [68, 69]). Jednakże, bardziej dokładne ele­
menty skończone opisujące więcej efektów posiadają coraz więcej zmien­
nych (element opisany w pracy [76] ma 64 stopnie swobody), a za­
tem wydłużają czas obliczeń i wymagają zastosowania dużych maszyn 
cyfrowych. Należy wobec tego zastanowić się, czy ta droga opisu i 
rozwiązywania zadań stateczności powłok kompozytowych jest wystar­
czająca. Istnieją bowiem również modele globalno-lokalne powłok kom­
pozytowych (patrz PAGANO, SONI [77]), któremogą uprościć i przyspie­
szyć analizę numeryczną. 

4.5. Badania eksperymentalne 

Jak dotąd, najmniej prac zostało opublikowanych w dziedzinie badań 
doświadczalnych stateczności podwójnie zakrzywionych powłok kompo­
zytowych. Pierwsze z nich zostały już przeprowadzone w latach sze­
śćdziesiątych i były sponsorowane przez Marynarkę Wojenną USA. Do­
tyczyły one przede wszystkim budowy konstrukcji podmorskich, między 
innymi batyskafów. Wyniki badań doświadczalnych batyskafów, trakto­
wanych jako sferyczne konstrukcje trójwymiarowe wykonane z włókien 
szklanych, przedstawiono w pracach [78, 79]. W pracach IVANOVA i 
in. [80, 81] omówiono wyniki jednej grupy doświadczeń dotyczących 
wyboczenia epoksydowo-szklanych powłok elipsoidalnych, obciążonych 
ciśnieniem zewnętrznym. Ivanov wraz ze współpracownikami badał rów­
nież stateczność kompozytowych dennic z wypełniaczem [44] oraz kom­
pozytowych, trój warstwowych dennic [46] obciążonych ciśnieniem zew­
nętrznym. Należy tutaj zwrócić uwagę na fakt, iż powłoki lub warstwy 
powłok sandwiczowych, zbudowane z kompozytów włóknistych, wyko­
nano metodą nawijania. Prowadzi to do dość znacznej niejednorodności 
grubości powłok , co przedyskutowano w pracy [80]. Problemów tych 



Rys. 2. Forma zniszczenia powłoki torisferycznej wzmacnianej włóknami węglowymi, 
RI D = 1, r I D = 0,1, RIt = 168,9, t = 1,61mm, D = 227mm (z pracy Muc [56]) 
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Rys. 3. Porównanie wyników eksperymentalnych dla powłok torisferycznych z teoretycznymi 
odpowiadającymi utracie stateczności lub kruchemu pękaniu (z pracy Muc [56]) 

[581) 
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można uniknąć wykonując powłoki z tkanin rowingowych metodami ci­
śnieniowymi, tak jak uczyniono to w pracach [56, 82]. Badano tam 
stateczność epoksydowo-węglowych i szklanych, torisferycznych powłok 
obciążonych ciśnieniem zewnętrznym. Powłoki te miały różne parametry 
geometryczne, w pracy [56] R/ D = 1, r / D = 0,1, a w [84] R/ D = 0,6, 
r / D = 0,24, gdzie: R - promień części sferycznej, r - promień toro­
idu, D - średnica cylindra. Wyniki eksperymentów zaprezentowane w 
pracach [56, 82] oraz np w pracy [81] eksponują ciekawy i zarazem istotny 
problem związany z formą utraty stateczności w powłokach kompozyto­
wych. Na rys.2 widoczne jest wyraźne pęknięcie powłoki torisferycznej 
mimo ewidentnej zgodności wyników obliczeń teoretycznych z ekspery­
mentem - rys.3. Wartość ciśnienia odpowiadająca pękaniu powłoki , a 
nie utracie stateczności, jest dużo wyższa - rys. 3. Jednakże, w pracy 
[81] zaobserwowano wyraźną falę wyboczenia, odpowiadającą utracie 
stateczności. Jest to związane z wielkością modelu powłoki; modele 
analizowane w [81] były znacznie większe niż te w [56, 82]. Podobny 
efekt i analogiczną interpretację wyników dla ściskanych, kompozyto­
wych cylindrów przedstawiono w pracy TASI i in. [83]. 

5. PRZYKLADY ANALIZY NUMERYCZNEJ 

W celu zilustrowana niektórych z omawianych wyżej problemów 
przedstawimy przykład rozwiązania numerycznego stateczności utwier­
dzonej, małowyniosłej powłoki sferycznej obciążonej ciśnieniem zew­
nętrznym. Powłoka ta wykonana jest z żywicy epoksydowej wzmacnia­
nej jednokierunkowymi włóknami szklanymi lub węglowymi. Własności 
materiałowe rozważanych kompozytów zostały zebrane w tablicy l. 
Obliczenia obciążeń krytycznych zostały dokonane na podstawie pro­
gramu opracowanego przez autora. Program ten nie jest jeszcze w pełni 

Tablica 1. Własności materiałowe jednokierunkowych kompozytów 

Nr Materiał El E2 G12 1112 

w GPa 
1 CFRP 203 11,2 8,4 0,32 
2 GFRP 38,6 8,27 4,14 0,26 
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Rys. 4. Wpływ kierunku ułożenia włókien f} na wartość obcil\Żeń krytycznych Per 

ukończony, dlatego też jego dokładnemu omówieniu będzie poświęcone 
odrębne opracowanie. Tutaj pragniemy jedynie zaznaczyć, że program 
ten opiera się na modelu ciała opisanego równaniem (3.6) przy dodat­
kowych założeniach (3.9). Umożliwia on analizę stateczności powłok za­
równo dla hipotezy Love'a-Kirchhoffa jak i Timoshenki. Na rysA przed­
stawiono wartości obciążeń krytycznych w zależności od kąta {), ułożenia 
włókna kompozytu wzgldem dowolnego południka powłoki. Analizę 

przeprowadzono dla laminatu dwuwarstwowego, antysymetrycznego, w 
którym włókna ułożone są pod kątami +{), -{). Ciśnienia krytyczne 
ubezwymiarowiono, odnosząc je do parametru A: 

(5.1) 



584 ALEKSANDER MUC 

Widoczny jest wpływ kierunku ułożenia włókien na wartość obciążenia 
krytycznego (maksimum osiągane jest dla fJ = 45°) jak też na formę 
wyboczenia (bifurkację lub osiowo-symetryczny kolaps). Przedstawiony 
wykres obrazuje także wpływ własności materiałowych na obciążenia 
krytyczne. Generalnie, obowiązuje tu podobna zasada jak dla mate­
riałów izotropowych, tzn. im wyższe są moduły Younga, tym większa 
jest wartość obciążeń krytycznych. 

Zastosowanie pięcioparametrowej teorii powłok obniża obciążenia 
krytyczne w porównaniu z tymi, obliczonymi na podstawie teorii trójpa­
rametrowej. Różnica ta zależy w sposób ewidentny od wartości ilorazu 
tl R (patrz rys. 5), jak również od względnej wartości modułów Kirch­
hoffa CialEI, i = 1,2 (patrz np [12, 37]). Otrzymane wyniki wskazują 
(rys. 5), że nawet dla cienkościennych (tiR < 0,1), laminowanych po­
włok anizotropowych należy stosować teorię pięcioparametrową. 

0,8 

Per/).. _______ ---.:::-_______ _ '- > '---'-, 
0,7 

05 
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o,~ 
Hipoteza T. 
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005 01 

Rys. 5. Porównanie wartości ciśnienia krytycznego Per dla trój- i pięcio-parametrowej teorii 
powlok (11 = 45°) 
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Pe310we 

YCTOlłlłHBOCTb .l{BOIłCKPHBJIEHHbIX KOMl103HUHOHHbIX OBOJIOlłEK 

Pa60Ta JlBnJle~ CBBTeTB'IeCKBW o603peBBew TeOpeTB'IeCKBX B 9KcnepBWeBTaJlLBWI 
BCCneAOB8BBł yCToł'lBBOCTB ABOłBO BCKpBBneHBWI Kown03B~BOBBWI 060nO'leK. nOA­
P06BO o6cylKAeBw pa3Boo6pUBwe BapBaBTW aBanB3a yCTOH'IBBOCTB, KacalO~BeCJl ICB­
BeWaTB'IeCKBI rBnOTe3 npBweBeBBWI B TeopBB Kown03B~BOBBWI 060nO'leK, npBBJlTWI 
cpopw waTpB~ lKeCTKOCTB B BnBJlBBJl 9TBI cpaKTopOB Ba BenB'IBBy KpBTB'IeCKBX Barpy30K. 
BwweyKa3aBBwe paccylKAeHBJl BnnlOcTpBpylO~. npBwepawB 'IBCneBBoro B 9KcnepBweB­
TanLBoro aBaJlB3a. 
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SUMMARY 

STABILITY OF DOUBLY-CURVED COMPOSITE SHELLS 

The present paper is a synthetic review of theoretical and experimental investigations 
conceming the stability of doubly-curved composite shells. Various approaches to the stability 
analysis dealing with the applied kinematical hypothesis in composite shell theories, forms of 
the assumed stiffness matrices, and their influence on the values of buckling loads are discussed 
in detail. The considerations are illustrated by numerical and experimental examples. 
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