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STATECZNOSC PODWOJNIE ZAKRZYWIONYCH
POWLOK KOMPOZYTOWYCH

ALEKSANDER MUC (KRAKOW)

Praca jest syntentycznym przegladem badai teoretycznych i eksperymentalnych stateczno-
$ci podwéjnie zakrzywionych powlok kompozytowych. Szczegélowo przedyskutowano réznorod-
ne warianty analizy statecznosci dotyczace stosowanych hipotez kinematycznych w teorii powlok
kompozytowych jak i postaci macierzy sztywnosci oraz wplyw tych czynnikéw na wartosé
obciazeni krytycznych. Powyzsze rozwazania zilustrowano przykladami analizy numerycznej

oraz eksperymentalnej.

1. WsTEP

W ostatnich latach obserwuje sie gwaltowny rozwdj zastosowan réz-
norodnych materialéw kompozytowych w technice. W niniejszej pracy
poprzez materialy kompozytowe rozumiemy ciaglte wlékna umieszczone
w osnowie polimerowej. Podstawowymi zaletami tych materialéw sa: ni-
ski stosunek gestosci do wytrzymalosci, mozliwo$¢é wykorzystania anizo-
tropii materialu w celu zapewnienia odpowiednich wlasnosci wytrzyma-
losciowych konstrukcji oraz latwos¢ formowania ksztaltu tej konstruk-
cji. Wadami ich sa: jeszcze stosunkowo wysoki koszt w poréwnaniu
z materialami tradycyjnymi (najnizszy dla kompozytéw wzmacnianych
wiéknami szklanymi) oraz duzy rozrzut wlasnosci wytrzymalosciowych
zalezny od powtarzalnosci procesu wytworczego. Statecznosé jest dla
kompozytéw, podobnie jak dla materialéw izotropowych, jednym z istot-
nych czynnikéw, ktéry musi by¢ uwzgledniany przy projektowaniu kon-
strukcji. Jednakze, anizotropia rozwazanego materialu powoduje, iz
analiza tego typu konstrukcji, nawet w zakresie sprezystym, pociaga
za soba, duzo wiecej trudnosci niz dla materialéw izotropowych.
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Przedmiotem ponizszej pracy jest charakterystyka podstawowych
czynnikéw oraz ich wplyw na obcigzenia krytyczne osiowo-symetrycz-
nych, sprezystych powlok kompozytowych o podwdéjnej krzywiznie. Prze-
dyskutowane beda réwniez pewne aspekty analizy teoretycznej, nume-
rycznej oraz eksperymentalnej tego problemu.

2. ZWIAZKI KINEMATYCZNE

Istota relacji geometrycznych w problemach statecznosci powlok po-
lega na konieczno$ci dokladnego opisu przemieszczen i naprezen w sta-
nie przedwyboczeniowym. Generalnie, dla izotropowych, sprezystych
powlok cienko$ciennych, przyjmuje sie, Ze teoria SANDERSA [1], oparta
na hipotezie Love’a—Kirchoffa i uwzgledniajaca duze przemieszczenia,
umiarkowane obroty normalnej wzgledem powierzchni srodkowej i male
odksztalcenia, daje wystarczajaca zgodnos$¢ z eksperymentem. Istnieja
oczywiscie przypadki (niektére z nich dyskutowane sa przez UDDINE’A
[2]), gdzie jest konieczne rozréznienie konfiguracji odksztalconej i nie-
odksztalconej, tzn. wprowadzenie duzych odksztalcen; sa one jednak
sporadyczne.

Dla powlok kompozytowych problem ten nie jest jednoznacznie roz-
strzygniety. Podstawowa kwestia jest sam charakter powloki. Jest ona
mianowicie budowana z wielu warstw posiadajacych rézne wlasnosci me-
chaniczne w pewnym globalnym ukladzie wspélrzednych. W celu opisu
tych wlasnosci stosuje sie najczesciej dwa podejscia globalne i lokalne. W
ujeciu globalnym zwiazki kinematyczne wyprowadza sie w jednym glo-
balnym ukladzie wspoélrzednych, zwiazanym z powierzchnia $rodkowa
powloki. Rézne wlasnoséci mechaniczne warstw uwzgledniane sa dopiero
na etapie tworzenia macierzy sztywnosci. Ujecie lokalne pozostaje w
wiekszej zgodzie z intuicja i polega na budowaniu relacji kinematycz-
nych, w pewnym lokalnym ukladzie wspélrzednych, dla kazdej z warstw
laminatu oddzielnie. Jednakze tutaj przejScie do globalnego opisu la-
minatu jako calosci zbudowanej z wielu warstw, wymaga wykorzystania
zwiazkéw fizycznych lub réwnan réwnowagi, w celu usrednienia wielko-
$ci kinematycznych wzdluz grubosci powloki.

W zagadnieniach statyki i statecznosci powlok kompozytowych sto-
suje sie z reguly dwie hipotezy kinematyczne: Love’a—Kirchhoffa (teoria
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tréjparametrowa) oraz Timoshenki, uwzgledniajaca poprzeczne $cina-
nie (teoria piecioparametrowa). Hipotezy te moga by¢ wprowadzone
zaréwno w ujeciu lokalnym jak i globalnym; to w jakim ujeciu sa wpro-
wadzane implikuje bezposrednio liczbe parametréw kinematycznych opi-
sujacych deformacje powlok. Hipoteza Love’a—Kirchhoffa w ujeciu lo-
kalnym wprowadza 3N zmiennych (N oznacza liczbe warstw). Takie
ujecie zostalo zaproponowane np przez LAZKo [3]. W ujeciu global-
nym zastosowanie tej hipotezy prowadzi do 3 zmiennych (przemieszczen)
definiujacych deformacje powierzchni érodkowej powloki. Hipoteza ki-
nematyczna uwzgledniajaca $cis§liwos¢ i obroty elementu normalnego do
powierzchni srodkowej w ujeciu lokalnym prowadzi do 6N zmiennych,
za$ eliminujac $cisliwo$¢ elementu normalnego otrzymamy 5N zmien-
nych - patrz LIBRESCU [4]. Narzucajac warunki kontaktu na przemie-
szczenia na sasiednich warstwach laminatu 6 N zmiennych redukuje sie
do 3N 43 za$ 5N do 2N +3. Ostatni przypadek zwany jest hipoteza linii
lamanej i jest szeroko oméwiony w pracach GRIGOLJUKA i KULIKOVA
[5, 6] oraz w monografii GRIGORENKI, VASILENKI [7]. W globalnym
ujeciu hipoteza linii lamanej sprowadza sie do kinematycznej hipotezy
Timoshenki, ktéra zada jedynie 5 zmiennych (3 przemieszczen i 2 katéw
obrotu elementu normalnego do powierzchni srodkowej) do opisu defor-
macji powloki kompozytowej. Nalezy tutaj jeszcze wspomniec o cie-
kawej propozycji hipotezy kinematycznej dla warstwowych konstrukcji
kompozytowych, przedstawionej przez NIEMIROVSKIEGO i REZNIKOVA
8], ktérych model jest uogélnieniem zaréwno hipotez Love’a-Kirchhoffa
jak 1 Timoshenki. W problemach statecznosci dla warstwowych powlok
kompozytowych stosuje sie trdj- lub piecio-parametrowe teorie powlok
bazujace odpowiednio na hipotezach Love’a—Kirchhoffa i Timoshenki.

Generalnie, stwierdza sie (patrz DONG i Tso [9], REDDY [10], GALI-
MoV [11]), ze hipoteza Love’a-Kirchhoffa daje wystarczajaco dokladne
rezultaty, jesli: (a) warto$¢ ilorazu promienia do grubosci powloki (R/t)
jest duza, (b) wlasnoéci mechaniczne nie zmieniaja si¢ gwaltownie od
warstwy do warstwy, (c) wartos$¢ ilorazu modulu Younga w kierunku
widkien do modutu Kirchhoffa jest mala. Przeprowadzone obliczenia
obcigzen krytycznych na podstawie liniowej teorii statecznosci, zar6wno
dla kompozytowych pltyt — NooR [12] jak i malowyniostych powlok —
Muc [13], wykazaly, ze dla R/t < 50 réznica w obciazeniach krytycz-
nych, przy zastosowaniu réznych hipotez kinematycznych, przekracza
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5%. Obciazenia krytyczne wyznaczone za pomoca piecioparametrowej
teorii powlok sa zawsze nizsze od okreslonych przy uzyciu hipotezy
Love’a-Kirchhoffa. Zatem, z punktu widzenia obliczen inzynierskich,
konieczne jest stosowanie hipotezy kinematycznej Timoshenki nawet dla
umiarkowanie cienkich struktur kompozytowych. Jednakze, pierwsze
prace SZTAJERMANA [14] - 1924 i MUSZTARIEGO [15] - 1938, dotyczace
zwigzkéw geometrycznych dla anizotropowych powlok, opieraly sie na
hipotezie Love’a-Kirchhoffa. Podobne zalozenia uczynit AMBARCUM-
JAN [16], ktérego praca uchodzi za pionierskg w tej dziedzinie. Jed-
nakze, nalezy zaznaczy¢, ze jego praca dotyczy tylko warstwowych po-
wlok ortotropowych, a nie anizotropowych, z uwagi na przyjete zalo-
zenia upraszczajace. Zwiazki geometryczne wprowadzone w pracach
dotyczacych warstwowych powlok anizotropowych sa uogélnieniem ana-
logicznych relacji dla powlok izotropowyvch. AMBARCUMIJIAN [16] sto-
suje teorie Novozilova, DONG, PISTER i TAYLOR [17] teori¢ malowynios-
lych powlok Donnella za§ CHENG i Ho [18] réwnania teorii Fliggego.
Podobnie sytuacja przedstawia sie dla zwiazkéw geometrycznych po-
wilok warstwowych uwzgledniajacych poprzeczne $cinanie, sg one po pro-
stu uogodlnieniem identycznych relacji wyprowadzonych dla ciat izotro-
powych. Sposréd interesujacych i podstawowych prac w tej dziedzi-
nie mozna wymieni¢ prace: WHITNEY i SUN [19,20], DoNG i Tso [9],
REDDY [10] oraz GRIGORENKI i in. [21,22]. W podsumowaniu mozna
stwierdzi¢, ze z punktu widzenia analizy statecznos$ci wldknistych po-
wlok kompozytowych nalezy stosowaé nieliniowe zwiazki geometryczne
wyprowadzone przez SANDERSA [1] uwzgledniajac takze efekty poprzecz-
nego $cinania.

3. MACIERZ SZTYWNOSCI

W analizie statecznosci izotropowych powlok wystepuje w zasadzie
jednoznacznos$é¢ co do formy macierzy sztywnosci C wiazacej naprezenia
o (lub sily wewnetrzne) z odksztalceniami e.

(3.1) o = Ce.

Dla kompozytowych powlok nie ma tej jednoznacznosci, wystepuja
tu rozmaite postacie macierzy sztywnosci C, ktére z gorszym lub lep-
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szym przyblizeniem opisuja deformacje konstrukcji. W ogélnym przy-
padku cial anizotropowych symetryczna macierz C ma 21 sktadowych.
Jezeli zalozymy symetrie ciala anizotropowego wzgledem trzech pro-
stopadlych plaszczyzn, to otrzymamy przypadek ciala ortotropowego.
Woéwczas macierz sztywnosci C ma nastepujaca postac:

ey Ciz Cn 000
Cy Cy 0 0 0

' G 8
(3.2) Ci; i
C55 0

Cés |

i charakteryzuje sie dziewiecioma niezaleznymi skltadowymi.

Stosuje sie generalnie dwa podejscia do analizy statecznosci powlok
kompozytowych. Pierwsze z nich, wprowadzone przez GUZA i jego
wspélpracownikéw, jest szczegélowo oméwione w monografii [23]. W
celu opisu powloki kompozytowej proponuje sie model ciala poprzecznie
izotropowego, ktore jest szczegélnym przypadkiem ciala ortotropowego
(3.2) (jedna z plaszczyzn ortotropii jest izotropowa). Macierz C ma
wowczas nastepujace skladowe:

[ C11 Cra Cis 0 0 0 ]

Cyp Co 0 0=<"0

> O 2.9 0 0
Ces |

Powyzsza macierz sztywnosci charakteryzuje w pelni pie¢ stalych
materialowych: Ey, Ey, Gy9,119,v13. Podejscie to ma istotna zalete, po-
niewaz jak przedstawiono w [23], mozliwa jest tréjwymiarowa analiza
statecznosci powlok bez stosowania jakichkolwiek upraszczajacych hi-
potez kinematycznych omawianych w paragrafie 2. Istotny problem sta-
nowi jednak praktyczne otrzymanie dla laminatu zbudowanego z warstw
wldoknistego kompozytu plaszczyzny izotropii. Kazda z kolejnych warstw
laminatu (bedaca materialem ortotropowym) musi byé przesunieta wzgle-
dem poprzednej o kat 7/2N, lecz dobér liczby warstw N dajacy quasiizo-
tropie jest arbitralny. Zatem realizacja techniczna modelu ciala po-
przecznie izotropowego nie jest w pelni mozliwa i dlatego tez otrzy-
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mane za pomoca tego modelu obciazenia krytyczne sa réwniez pewnym
przyblizeniem rzeczywistej wartosci. Jest to gléwny powéd, ze warstwe
kompozytu wiéknistego w laminacie opisuje si¢ czesciej jako plaskie cialo
ortotropowe, tzn. eliminuje si¢ w tym przypadku trzeci wymiar (gru-
boéé¢). Wymiar ten jest uwzgledniony poprzez wprowadzenie okreslonej
hipotezy kinematycznej, ktore sa omawiane w p. 2 niniejszej pracy. W
tym przypadku macierz sztywnosci C - (3.2) redukuje sie do nastepujacej
postaci:

| Clialia 0Bt 85
Cog:c 0.1:8- §
(3.4) Cij= Cu Cps 0 |,
C55 0
- C66.

ktéra otrzymano poprzez zalozenie, ze zaréwno naprezenia jak i od-
ksztalcenia w kierunku trzecim (tu normalnym do powierzchni srodko-
wej powloki — patrz rys.1) sa rowne zero. Zalozenie powyzsze jest

Rys. 1. Orientacja wldkien warstwowego laminatu w lokalnym (primowanym) i globalnym
ukladzie wspélrzednych

automatycznie réwnowazne przyjeciu okres$lonej hipotezy kinematycz-
nej, mianowicie zalozeniu niescisliwosci elementu normalnego do po-
wierzchni érodkowej. Po przyjeciu okre$lonej hipotezy kinematycznej,
transformacji ukladu wspélrzednych z lokalnego zwiazanego z kierun-
kiem wlékna w warstwie laminatu (primowanego — patrz rys.1) do glo-
balnego i scalkowaniu wzdluz gruboéci powloki (kierunek 3 na rys.1),
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zwiazek (3.1) po przyjeciu macierzy sztywnoséci w formie (3.4) przyjmie
postac:
(3.5) N = Cg,

N okresla wektor sil i momentéw wewnetrznych, & odksztalcenia i zmiany
krzywizny powierzchni $rodkowej, za$ elementy macierzy C sg dane
nastepujacym wzorem:

[ Ay A2 Aig 0 0 By By By |

Ay A 0 0 By By By
Age 0 0 Bjg By DBes

= Ay Ay O 0 0

(3.6) Cij = As 0 0 0 |’
Dy, Dy Dy
Dyy Dy
Degs
gdzie
INEES
A = kE( i )e(te = te-1),
=]
Lo jx 2 42
By = =3 (Qie(ty — t;_y),
2l:=1
b 5
Dij = - Y (Qiie(t} —ti),
3 ix1
t i
o=__at=_’ 'a'=va’
t g IN=3 f,1=120

N 3. .43
(3.7) Ay = i—)kgl(Q_;j)k (t1c -t — %tkt#
(Qll)k = U+ Uscos29; + Us COS419],,
(Q22)k Ui — Us cos 29 + Us cos 49,
(Qu2)r = Uy — Uscos 4,
(Qu)r = Quqcos? I + Qsssin® I,
(@s5) = Quasin® I + Qg5 cos® U,
(Qus)e = (Qs5 — Qua)i sin Vg cos Iy,
(Qes)r = Us — Uscosddy,

(Qe)e = —%Uz sin 20y — Us sin 49,

), i’j=4,5’



574 ALEKSANDER MUC

Q) = —%Ugsinm?k + Us sin 49,

1
([3&7]) U = §(3Q11 +3Q2 + 2Q12 + 4Qss),

U, = %(Qu - Qn),
Us = %(Qu + Q22 — 2Q12 — 4Qes),
Uy = %(Qu + Q22 + 6Q12 — 4Qss),

Us = %(Qu + Qa2 — 2Q12 + 4Q¢6),

E E v B
Q11=—'1— Q22———2—— Q2= ==

b = : ]
1 — viovey 1 —viovy

Qu = Gn, Qs55=G13, Qe = G2,

b
1 — vy

gdzie J; jest kierunkiem wiékna k-tej warstwy laminatu w globalnym
ukladzie wspélrzednych. Wlasnosci mechaniczne tej warstwy okreslone
sa w przyjetym ukladzie przez szes¢ niezaleznych stalych materialowych
E\, Ey, v19,G19,G13,Go3. W odréznieniu od materialéw izotropowych,
macierz sztywnosci (3.6) posiada elementy B;;, ktére wiaza ze soba w
sitach i momentach wewnetrznych zaréwno odksztalcenia, jak i zmiany
krzywizny powierzchni srodkowej. Dodatkowo nalezy podkresli¢, ze
w elementach Ay, Ass, Ass wykorzystano kwadratowe rozklady od-
ksztalcenn wzdluz grubosci (niezaleznie dla kazdej warstwy kompozytu w
laminacie) analogicznie do postulowanego przez VINSONA i CHOU [24].
Druga istotna kwestia jest wartos¢ wspdlczynnika Scinania w elemen-
tach Ayq, Ass, Ass. Klasycznie dla powlok izotropowych (patrz np. [11])
k = 5/6 i taka wartoé¢ czesto zaklada sie w analizie statecznosci powlok
kompozytowych. Inne podejscie do okreslenia wartosci wspélczynnika
$cinania poprzecznego k proponuje WHITNEY [25], poprzez rozwazanie
ortotropowych laminatéw poddanych zginaniu. Wspélczynniki te, okre-
§lone dla kazdej warstwy laminatu, sa zalezne od jego konfiguracji i
nier6wne nawet w przypadku symetrycznego ulozenia warstw powloki.

W analizowanych zagadnieniach stateczno$ci bardzo rzadko stosuje
sie macierz sztywnosci (3.6) w pelnej postaci. Stosowane uproszczenia
zmieniaja warto$é obciazenia krytycznego (zwykle zawyzaja je). Pod-
stawowe zalozenie dotyczy hipotez kinematycznych, tzn uwzglednienia
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lub nieuwzglednienia sil poprzecznych. Eliminacja ich (przyjecie hipo-
tezy Love’a-Kirchhoffa) prowadzi do zlikwidowania czwartej i piatej ko-
lumny i wierszy w macierzy sztywnosci (3.6).

Drugi typ uproszczen, calkowicie niezalezny od poprzedniego, doty-
czy wszystkich elementéw macierzy C. Zwykle rozwaza sie tutaj dwa
przypadki:

powloki ortotropowe;j

(3.8) Awg=Di=0, B;;=0, 1,j=1,2,6, k=1,2,

powloki o takiej konfiguracji warstw, w ktérej wyeliminowano efekty
gietno-skretne
(3.9 Are = Brgi= Dy =017k 1;2:

Réwnanie (3.8) pokazuje w ewidentny sposéb réznice pomiedzy po-
wloka ortotropowa i anizotropowa. Otrzymanie takich zaleznosci jest
mozliwe dla specjalnych konfiguracji warstw w laminacie, np dla la-
minatéw symetrycznych — patrz (3.7); lub dla laminatéw, w ktérych
wszystkie warstwy kompozytu maja identyczny kierunek — patrz rys.1.
Drugi z warstwami ulozonymi pod katami £9J;. Wplyw tych uproszczen
(tzn (3.8) lub (3.9)) na wartos¢ sily krytycznej okreslono w ewidentny
spos6b jedynie dla $ciskanych plyt kompozytowych — SAWYER [26];
nieuwzglednienie wyrazéw macierzy sztywnosci zwiekszylo warto$¢ sity
krytycznej.

4. ANALIZA STATECZNOSCI
4.1. Uwagi wstepne

Zaréwno w ujeciu liniowej teorii statecznosci (zerowanie si¢ wyznacz-
nika), jak i nieliniowej teorii statecznosci (badanie znaku drugiej pochod-
nej funkcjonatu calkowitej energii potencjalnej ukladu), podstawowa role
odgrywa zalozenie postaci funkcji opisujacej odksztalcenie powloki w
stanie krytycznym (odpowiadajacym utracie statecznosci). Dla osiowo-
symetrycznych (przed wyboczeniem) powlok przyjete jest standardowe
rozwigzanie, tzn zalozenie fali wyboczenia w formie pelnego szeregu Fo-
uriera ze statymi (liniowa teoria statecznosci) lub zmiennymi (nieliniowa
teoria statecznosci) wspéiczynnikami:
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w(a, @) = wy(a)cosng + wy(a)sinme,
(4.1) u(a,¢) = up(a)sinneg + uy(a)cos me,
v(a,d) = vp(@)sinng + vy(a)cosmg,

gdzie a oznacza zmienna w kierunku poludnikowym, za$ ¢ w kierunku
réwnoleznikowym (obwodowym). Oczywiscie postaé fali wyboczenia
(4.1) przyjeto dla najprostszej hipotezy kinematycznej powlok, tzn Lo-
ve’a—Kirchhoffa, co w tym przypadku nie zawezi ogélnosci rozwazan.
Dla powlok izotropowych lub poprzecznie izotropowych, z macierza
sztywnosci C;; opisang wzorem (3.3), istnieje mozliwoéé separacji czesci
sinusowej i cosinusowej szeregéw Fouriera (4.1). Mozna w ten sposéb
wyznaczy¢ niezaleznie obcigzenie krytyczne dla fali wyboczenia okre-
§lonej parametrami n i m. W teorii laminowanych, anizotropowych
powlok okreslonych macierza sztywnosci (3.6), analogiczna operacja jak
poprzednio jest mozliwa tylko po dodatkowym wyeliminowaniu wplywu
skrecania, tzn po uwzglednieniu zaleznosci (3.9) (niezaleznie od przyjete;
hipotezy kinematycznej dla powlok). Niezerowe wyrazy Ags, Bis,
Dis(k = 1,2) w macierzy sztywnosci C;; — (3.6) implikuja bowiem auto-
matyczne sprzeganie wyrazéw cosinusowych i sinusowych fali wybocze-
nia (4.1). Poszukiwanie obciazen krytycznych jest wéwczas podobne do
rozwazania problemu statecznosci skrecanych, izotropowych powlok cy-
lindrycznych (patrz np VOLMIR [27]) i mozliwe jest tylko poprzez wpro-
wadzenie podwéjnych szeregéw Fouriera. Inne podejécie, dogodne do
numerycznego rozwiazania tego problemu (poprzez metode rzutowania),
zaproponowali NOOR i PETERS [28]. Cytowani powyzej autorzy przed-
stawili jednakze rozwiazania tylko dla zagadnien statyki warstwowych
powlok anizotropowych z pelna macierza sztywnosci (3.6).

Odmienng koncepcje, zmierzajaca do uwzglednienia pelnej macierzy
sztywnoéci Cjj, bez koniecznosci wprowadzenia podwéjnych szeregéw
Fouriera, przedstawit COHEN [29]. Zaklada on mianowicie nastepujaca
postaé fali wyboczenia:

w(a,¢) = wy(a)cos(ng — o),
(4.2) u(a,¢) = un(a)sin(ng - 7),
v(a,9) = vn()sin(né —n),

gdzie o,7,n sa nieznanymi parametrami wyznaczonymi z warunku mi-
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nimum wyznacznika (teoria liniowa) lub funkcjonatu (teoria nieliniowa).
Jest to jednak zawezenie ogélnego przypadku fali wyboczenia (4.1), z
uwagi na narzucenie w (4.2) a priori zwiazku pomiedzy nieznanymi am-
plitudami fali wyboczenia w,(a) i wn(a), poprzez przyjecie pewnego
przesuniecia fazowego o. Jednakze, wedlug rozeznania autora, nie zo-
staly jak na razie opublikowane prace dotyczace statecznosci powlok,
ktére uwzglednialyby pelna macierz sztywnosci (3.6) wraz z kompletna
forma, fali wyboczenia (4.1).

Jak dotad, najpekniejszy przeglad literatury z dziedziny statecznosci
powlok anizotropowych jest zaprezentowany w pracy ALMROTHA [30].
Jednakze wiekszos¢ z cytowanych tam prac dotyczy wyboczenia anizo-
tropowych plyt i powlok cylindrycznych, a jedynie dwie prace [31, 32]
- anizotropowych powlok o podwéjnej krzywiznie. Podobnie wyglada
sytuacja w literaturze radzieckiej. W podstawowej pracy, jaka jest mo-
nografia RIKARDSA i TETERSA [33] po$wiecono niewiele miejsca jedynie
anizotropowym powlokom sferycznym. W dalszej cze$ci pracy posta-
ramy sie usystematyzowaé podstawowe prace dostepne w literaturze,
dotyczace zagadnien wyboczenia anizotropowych powlok o podwdjnej
krzywiznie.

4.2. Liniowa teoria statecznosci

W liniowe;j teorii statecznosci powlok zaklada sie, ze stan przedwy-
boczeniowy scharakteryzowany jest zwiazkami geometrycznie liniowymi.
Dopiero w stanie krytycznym przyjmuje sie zwiazki geometrycznie nieli-
niowe w celu okreslenia obciazen krytycznych. Analize te przeprowadza
si¢ w wiekszosci przypadkéw dla brzegéw swobodnie podpartych (wa-
runki brzegowe typu S3) w celu uzyskania analitycznej formy wzoru na
obciazenia krytyczne. Podejécie takie prowadzi do zawyzenia wartosci
obciagzen krytycznych, w poréwnaniu z otrzymanymi na podstawie teorii
geometrycznie nieliniowej powlok (dla stanéw przed wyboczeniem) oraz
wynikami eksperymentalnymi.

Wiekszoé¢ prac w tej dziedzinie dotyczy powlok malowyniostych, z
uwagi na mozliwos¢ eliminacji funkcji trygonometrycznych w ukladzie
réwnani podstawowych. DULACSKA [34] przedstawil rozwiazanie dla
ortotropowych powlok parabolicznych (zalozenie (3.8)) korzystajac z hi-
potezy Love’a-Kirchhoffa. W rozdziale 7 pracy [35] DuLAcskA i KoL-
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LAR wyprowadzili réwnania na obciazenia krytyczne dla powlok obroto-
wo-symetrycznych o dowolnym ksztalcie, korzystajac z identycznych za-
lozen jak poprzednio.Statecznos$¢ ortotropowych, rozciaganych dennic
badali MITKIEWICZ i CZAPLIN [36]. Wzory na obciazenia krytyczne
dla anizotropowych powlok malowyniostych, przy zalozeniu (3.9), wy-
prowadzono stosujac tréjparametrowa teorie powlok w pracach [31, 32],
a piecioparametrowa w pracy [13]. Nalezy jeszcze tutaj wspomnieé¢ o
pracy GRACZEVA [37], ktéry przyjmujac model ciala izotropowego badal
wplyw $cinania poprzecznego na stateczno$¢ powlok sferycznych. CHAO
iin. [38] zastosowali model ciala ortotropowego (3.8) do analizy sta-
teczno$ci hemisferycznych i pelnych sferycznych powlok w ujeciu teorii
piecioparametrowej. Rozwiazan poszukiwano za pomoca stowarzyszo-
nych wielomianow Legendre’a.

Tréjwymiarowa analize statecznosci obrotowo-symetrycznych powlok
kompozytowych, przy zastosowaniu modelu ciala poprzecznie-izotropo-
wego (3.3) przedstawiono w pracach [23, 39-42]. W pracach tych zamie-
szczono réwniez poréwnanie wynikéw dla piecio- i tréj-parametrowych
teorii powlok.

Odrebna grupe zagadnieni stanowi analiza statecznosci tréjwarstwo-
wych powlok kompozytowych typu sandwicz. Pierwsza i trzecia warstwa
tych powlok wykonana jest z kompozytowych materialéw widknistych,
ktére sa rozdzielone grubym wypekliaczem. Powloki tego typu modeluje
sie jako ciala ortotropowe. Analiza tych zagadnien przedstawiona jest w
pracach [43-48], dla réznego ksztaltu powlok obrotowo-symetrycznych.
W pracy [49] rozwiazano zadanie statecznos$ci sandwiczowych powlok
sferycznych traktowanych jako ciala poprzecznie-izotropowe.

4.8. Nieliniowa teoria statecznosci

Analiza stateczno$ci powlok kompozytowych w tym ujeciu charak-
teryzuje si¢ zalozeniem nieliniowej geometrycznie teorii powlok (duze
ugiecia i male odksztalcenia) do opisu stanu przedwyboczeniowego. Nie
mozna wiec tutaj uzyska¢ zamknietego, analitycznego wyrazenia na sity
krytyczne.

Obciazenia krytyczne dla malowyniostych, ortotropowych (3.8) po-
wlok sferycznych, przy zalozeniu hipotezy Love’a-Kirchhoffa, okreslono
w pracach [50-52]. W pracy [50] analizowane jest dodatkowo pokry-
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tyczne odksztalcenie powlok. Statecznoé¢ malowyniostych powlok sfe-
rycznych wykonanych z materialu poprzecznie izotropowego badano w
pracy [53]. Wplyw parametréw materialowych na forme wyboczenia
i warto$¢ cisnieri krytycznych dla ortotropowych (3.8) hemi- i tori-sfe-
rycznych powlok w ujeciu tréjparametrowej teorii powlok rozwazano
w pracach [54, 55]. Dyskusje wplywu orientacji wiékien kompozytu i
ich wlasnoéci materialowych dla réznorodnych, anizotropowych (model
(3.9) powlok na warto$é cinien krytycznych przedstawiono w pracach
[56, 57]. Analizowano tam réwniez wplyw imperfekcji geometrycznych
na utrate statecznosci. Dla powlok warstwowych istotny jest réwniez
wplyw czesciowej delaminacji (rozdzielenia) warstw na warto$¢ obciazen
krytycznych. Efekt ten analizowali: BOLOTIN i ZABIELJAN [58] dla izo-
tropowych hemisfer oraz ANDRIEJEV et al [59] dla segmentéw sferycz-
nych (model (3.9)), stosujac tréjparametrows teorie powlok.

4.4. Analiza numeryczna

Istnieje wiele znanych programéw numerycznych, ktére maja wlaczo-
na opcje umozliwiajaca analize statecznosci nieliniowych geometrycznie,
obrotowo-symetrycznych, warstwowych powlok anizotropowych. Spo-
éréd nich jako najwazniejsze mozna wymienié¢ programy [60-67]. Zacy-
towane powyzej programy opierajg si¢ na metodzie elementéw [60-66]
lub réznic [67] skoriczonych. Posiadaja one rézne modele materialowe
oraz stosujg rézne hipotezy kinematyczne, ktore sa, ciagle aktualizowane.
Maja one przede wszystkim charakter komercyjny, o czym najlepiej
swiadczy fakt, ze jedna firma Lockhead posiada trzy takie programy
[65-67].

Istnieje réwniez wiele programéw o charakterze badawczym, jak np.
[29, 54, 68-70]. Interesujacy jest tu zwlaszcza program pisany w pracy
[69], umozliwiajacy analize pokrytycznego zachowania powlok.

W cytowanych wyzej pracach prezentowane sa rézne przyklady nu-
meryczne, gléwnie dotycza one jednak anizotropowych powlok cylin-
drycznych lub segmentéw sferycznych. Generalnie, rysuje sie tendencja
zmierzajaca do zastosowania piecioparametrowej teorii powlok (uwzgle-
dniajacej poprzeczne $cinanie) wraz z pelna macierza sztywnoéci Cij;
- (3.6) dla warstwowych powlok kompozytowych. Zjawisko to mozna
takze zaobserwowa¢ w rozwoju postaci elementu skonczonego (tzn liczby
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wezléw, zmiennych wezlowych, funkeji ksztaltu), ktéry ma na celu uwzg-
lednienie wymienionych efektéw [71-76]. Niektére z prac, jak np [71,
75], uwzgledniaja nawet $ciskanie elementu normalnego do powierzchni
srodkowej (szeScioparametrowa teoria powlok), aczkolwiek proponowane
elementy skoriczone nie zostaly uzyte do analizy statecznoéci. Dodat-
kowo, cytowane w pracach przyklady analizy statecznosci dotycza takich
konfiguracji warstw kompozytu, ktére w rezultacie prowadza do upro-
szczen typu (3.9) (patrz np [68, 69]). Jednakze, bardziej dokladne ele-
menty skoniczone opisujace wiecej efektéw posiadaja coraz wiecej zmien-
nych (element opisany w pracy [76] ma 64 stopnie swobody), a za-
tem wydluzaja czas obliczen i wymagaja zastosowania duzych maszyn
cyfrowych. Nalezy wobec tego zastanowié sie, czy ta droga opisu i
rozwiazywania zadan statecznosci powlok kompozytowych jest wystar-
czajaca. Istnieja bowiem réwniez modele globalno-lokalne powlok kom-
pozytowych (patrz PAGANO, SONI [77]), ktéremoga uproscié i przyspie-
szy¢ analize numeryczna.

4.5. Badania eksperymentalne

Jak dotad, najmniej prac zostalo opublikowanych w dziedzinie badan
do$wiadczalnych statecznosci podwéjnie zakrzywionych powlok kompo-
zytowych. Pierwsze z nich zostaly juz przeprowadzone w latach sze-
$¢dziesiatych i byly sponsorowane przez Marynarke Wojenna USA. Do-
tyczyly one przede wszystkim budowy konstrukcji podmorskich, miedzy
innymi batyskaféw. Wyniki badan doswiadczalnych batyskaféw, trakto-
wanych jako sferyczne konstrukcje trojwymiarowe wykonane z wiékien
szklanych, przedstawiono w pracach [78, 79]. W pracach IvANOVA i
in. [80, 81] oméwiono wyniki jednej grupy do$wiadczed dotyczacych
wyboczenia epoksydowo-szklanych powlok elipsoidalnych, obciazonych
ci$nieniem zewnetrznym. Ivanov wraz ze wspélpracownikami badat réw-
niez stateczno$¢ kompozytowych dennic z wypelniaczem [44] oraz kom-
pozytowych, tréjwarstwowych dennic [46] obciazonych ci$nieniem zew-
netrznym. Nalezy tutaj zwréci¢ uwage na fakt, iz powloki lub warstwy
powlok sandwiczowych, zbudowane z kompozytéw widknistych, wyko-
nano metoda nawijania. Prowadzi to do do$¢ znacznej niejednorodnosci
grubosci powlok, co przedyskutowano w pracy [80]. Probleméw tych



Rys. 2. Forma zniszczenia powloki torisferycznej wzmacnianej wiéknami weglowymi,
R/D =1,r/D =0,1,R/t = 168,9,t = 1,61lmm, D = 227mm (z pracy Muc [56])
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Rys. 3. Poréwnanie wynikéw eksperymentalnych dla powlok torisferycznych z teoretycznymi
odpowiadajacymi utracie statecznoéci lub kruchemu pekaniu (z pracy Muc [56])
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mozna uniknaé wykonujac powloki z tkanin rowingowych metodami ci-
$nieniowymi, tak jak uczyniono to w pracach [56, 82]. Badano tam
stateczno$é epoksydowo-weglowych i szklanych, torisferycznych powlok
obcigzonych ci$nieniem zewnetrznym. Powloki te mialy rézne parametry
geometryczne, w pracy [56] R/D =1, r/D = 0,1, a w [84] R/D = 0,6,
r/D = 0,24, gdzie: R — promieini czesci sferycznej, r — promien toro-
idu, D — érednica cylindra. Wyniki eksperymentéw zaprezentowane w
pracach [56, 82] oraz np w pracy [81] eksponujg ciekawy i zarazem istotny
problem zwiazany z forma utraty statecznosci w powlokach kompozyto-
wych. Na rys.2 widoczne jest wyrazne pekniecie powloki torisferycznej
mimo ewidentnej zgodnosci wynikéw obliczen teoretycznych z ekspery-
mentem — rys.3. Warto$é ci$nienia odpowiadajaca pekaniu powloki, a
nie utracie stateczno$ci, jest duzo wyzsza — rys. 3. Jednakze, w pracy
[81] zaobserwowano wyrazna fale wyboczenia, odpowiadajaca utracie
stateczno$ci. Jest to zwiazane z wielkoscia modelu powloki; modele
analizowane w [81] byly znacznie wieksze niz te w [56, 82]. Podobny
efekt i analogiczna interpretacje wynikéw dla $ciskanych, kompozyto-
wych cylindréw przedstawiono w pracy TAsI i in. [83].

5. PRZYKLADY ANALIZY NUMERYCZNEJ

W celu zilustrowana niektérych z omawianych wyzej probleméw
przedstawimy przyklad rozwiazania numerycznego statecznosci utwier-
dzonej, malowynioslej powloki sferycznej obciazonej cisnieniem zew-
netrznym. Powloka ta wykonana jest z Zywicy epoksydowej wzmacnia-
nej jednokierunkowymi wldéknami szklanymi lub weglowymi. Wiasnosci
materialowe rozwazanych kompozytéw zostaly zebrane w tablicy 1.
Obliczenia obciazen krytycznych zostaly dokonane na podstawie pro-
gramu opracowanego przez autora. Program ten nie jest jeszcze w pelni

Tablica 1. Wlasnosci materialowe jednokierunkowych kompozytéw

Nr Material E, E, Gy vio
w GPa
' LFRE 208 112 84 0,32
2 .. GFRE 386" 827 .- 414 1026
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Rys. 4. Wplyw kierunku ulozenia wiékien ¥ na wartoéé obciazeni krytycznych pc,

ukoriczony, dlatego tez jego dokladnemu oméwieniu bedzie po$wiecone
odrebne opracowanie. Tutaj pragniemy jedynie zaznaczy¢, Ze program
ten opiera si¢ na modelu ciala opisanego réwnaniem (3.6) przy dodat-
kowych zalozeniach (3.9). Umozliwia on analize statecznoéci powlok za-
réwno dla hipotezy Love’a-Kirchhoffa jak i Timoshenki. Na rys.4 przed-
stawiono wartosci obcigzen krytycznych w zaleznosci od kata 9, ulozenia
widkna kompozytu wzgldem dowolnego poludnika powloki. Analize
przeprowadzono dla laminatu dwuwarstwowego, antysymetrycznego, w
ktérym widkna ulozone s3 pod katami +9,—19. Cisnienia krytyczne
ubezwymiarowiono, odnoszac je do parametru A:

A=ﬂz_(1)2,
V3L = vigva)

(5.1) =
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Widoczny jest wplyw kierunku ulozenia wiékien na wartoé¢ obciazenia
krytycznego (maksimum osiaggane jest dla ¥ = 45°) jak tez na forme
wyboczenia (bifurkacje lub osiowo-symetryczny kolaps). Przedstawiony
wykres obrazuje takze wplyw wlasnosci materialowych na obciazenia
krytyczne. Generalnie, obowigzuje tu podobna zasada jak dla mate-
rialéw izotropowych, tzn. im wyzsze sa moduly Younga, tym wieksza
jest wartoé¢ obciazen krytycznych.

Zastosowanie piecioparametrowej teorii powlok obmniza obcigzenia
krytyczne w poréwnaniu z tymi, obliczonymi na podstawie teorii tréjpa-
rametrowej. Réznica ta zalezy w sposéb ewidentny od wartosci ilorazu
t/R (patrz rys. 5), jak réwniez od wzglednej wartoéci modutéw Kirch-
hoffa G;3/E;,i¢ = 1,2 (patrz np [12, 37]). Otrzymane wyniki wskazuja
(rys. 5), ze nawet dla cienkosciennych (¢/R < 0,1), laminowanych po-
wlok anizotropowych nalezy stosowac teorie piecioparametrows.
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powlok (¥ = 45°)
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Pesome

YCTOWYUBOCTH JBOMCKPUBJIEHHBIX KOMITO3ULIMOHHBIX OBOJIOYEK

Pa6oTa sBisels CHETETHYeCKHM 0603peHHEM TEOPETHYECKAX H SKCIEPAMEHTANBHBIX
HCC/IeIOBAHHN YCTOWYHBOCTH [BOMHO MCKPHBJIEHHLIX KOMIOSMUMOHHKIX o6omovek. Ilon-
po6HO o6cyxeHsl pasHOOGpasHEIe BapHAHTH aHANHM3a YCTOMYMBOCTH, KacalollHecs KH-
HEMATHYeCKHX THIOTe3 NPAMEHEHHLIX B TEOPHH KOMIO3HIMOHHBIX 060/I0YeK, NIPHHATHIX
($OopM MaTpHIL XKeCTKOCTH ¥ BAHSHAA 3THX PaKTOPOB HA BeIHYHHY KPETHYECKHX Harpy3ok.
BrimeykasaHHBIe PAaCCY>X[IeHHS HIJITIOCTPHPYIOLS NPHMEPaMH YHCJIEHHOTO H 3KCHEepHMEeH-
TaJBHOrO aHANHK3a.
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SUMMARY

STABILITY OF DOUBLY-CURVED COMPOSITE SHELLS

The present paper is a synthetic review of theoretical and experimental investigations
concerning the stability of doubly-curved composite shells. Various approaches to the stability
analysis dealing with the applied kinematical hypothesis in composite shell theories, forms of
the assumed stiffness matrices, and their influence on the values of buckling loads are discussed
in detail. The considerations are illustrated by numerical and experimental examples.
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