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RUCH LINIOWEGO UKLADU DYNAMICZNEGO
PO LOSOWO NIEROWNEJ BELCE NA SPREZYSTYM PODLOZU

ANDRZEJ] CHUDZIKIEWICZ (GDANSK)

1. Dana jest nieskonczenie dtuga sprezysta belka o stalej sztywnosci EJ, szero-
kosci b 1 masie x4 na jednostke dtugosci, spoczywajaca na liniowym podtozu o wspot-
. czynniku podatnosci ¢ i lepkim tlumieniu okre§lonym przez «. Goérna krawedz
~ belki jest nieréwna (rys. 1) i okresla ja funkcja z (£) (rys. 2), traktowana jako reali-
zacja ergodycznego stacjonarnego procesu o znanych charakterystykach probabili-
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Wartosc srednia 4 1
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R*=Q+R(1)
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Rys. 2

stycznych (w tym zerowej wartosci $redniej). Po gornej krawedzi porusza si¢ ze
stalg predkoscia » uktad o jednym stopniu swobody, stalej sprezynowej k i wspotczyn-
niku ttumienia lepkiego #. Pomija si¢ wplyw nieréwnosci na sztywno$¢ belki. Zakta-
da sie, ze nieréwnosci maja mate nachylenia i reakcja R jest pionowa.
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2. W nieruchomym ukladzie wspétrzednych &, y réwnanie linii ugigcia y (1, &)
belki ma posta¢ nastgpujaca:
34y 0%y dy
Sza TH —2+u —teby(t, O=[Q+R(N]6(~01),
36 ot at
gdzie Q jest cigzarem masy zawieszonej na sprezynie, a R () dodatkowa sita w spre-
zynie, powstajaca wskutek ruchu uktadu.
Dla ruchomego ukladu wspétrzgdnych x=¢—wot, y zwiazanego z pojazdem

mamy uklad réwnan

oty ( > %y 0%y Bzy) (ay dy )
i ox* Tl 0x? £ dx ot P ot? ot ox ebylh 0=
=[0+R(1)]d(x),
2.1) d2 _o,
m— +=R{f)=

0
R(t)=k[u()+z()-y(t, 0)]+r7{u(’)+2(‘) [a):] _o}'

Eliminujac R (f) za pomoca réwnania (2.1), otrzymamy uklad dwu réwnan
o niewiadomych funkcjach y (¢, x) i u (t). Przeprowadzajac obustronne statystyczne
uérednienie tych réwnan i prowadzac elementarne rozumowanie dojdziemy do
wniosku, ze warto$¢ $rednia procesu y (#, x) mozna otrzymaé przez rozwigzanie
réwnania (2.1); z prawa strona Q0 (x). Jest to znane w literaturze [1] rozwiazanie
dla sity Q bez masy poruszajacej si¢ po belce i nie bedziemy go omawiali. Interesuja
nas tylko drgania belki, wywolane jej nieréwnos$ciami, tzn. funkcje korelacyjne
i wariancje proceséw y (¢, x), u(t) i R(¢).

3. Dla przejazdu po belce nieskoriczenie dtugiej procesy u (¢) i R (¢) beda stac10~
narne. W ruchomym ukladzie wspdtrzgdnych réwniez procesy y (¢, x) i y(t, X)
beda stacjonarnymi losowymi funkcjami czasu. We wszystkich dalszych rozwaza-
niach y, y', R i u bgda oznaczaly odpowiednie procesy po scentralizowaniu, tzn.
mierzone od warto$ci $redniej (*). Uwzgledniajac to przepiszemy réwnanie (2.1),
W postaci

24

G B

%y %y %y ( dy dy
+/‘( 3 %aﬁﬁ) aﬁ‘—x”)“””’ =i
Roéwnania (2.1), — (3.1) traktowaé bedziemy jako uktad o trzech niewiadomych
funkcjach y (¢, x), u () i R (t). Zadanie polega na wyznaczaniu charakterystyk tych
proceséw w zaleznosci od charakterystyk procesu z (7).
Przeprowadzimy rozwigzanie ukladu dla wymuszenia z(f) harmonicznego.

W tym celu zalozymy:
3.2 : z=e%  y=yye'®', R=R,e'"

(') Wartosci srednie dadza si¢ otrzymaé ze wzmiankowanego w p. 2 rozwiazania dla sily Q
bez masy. W szczegblnoéci wartos¢ $rednia reakcji bedzie réwna Q.
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gdzie u, i R, sa liczbami zespolonymi:
(3.3) uo=u1+iu2, R0=R1+iR2 .

Niech prawa strona réwnania (3.1) bedzie réwna zeru; przyjmujac y (¢, x)=
=Y (x) ¢, znajdziemy rOwnanie rézniczkowe

- (3.4) EYIV 4 10?Y" —(av+20u00) ¥’ +(cb — par* +aawi) Y=0.
Przyjmujac dalej Y (x)=Y; (x)+iY, (x), otrzymamy nastgpujacy uklad dwu réw-
nan roézniczkowych: :
EJYV 4+ p0? Y| —va Y| +20pw Y, +(cb — uw?) Y, —aw ¥, =0,
2 EJIYY 4+ u0?Y ;) —va Y, —20unY; +(cb— pw?) Y, +an ¥, =0.

Znajac calki ogdlne tych réwnan, otrzymujemy rozwiazanie réwnania (3.1) stosujac
typowe dla sity skupionej warunki brzegowe, okreslone dla x=0. Dla funkcji Y, i Y,
beda to odpowiednie warunki dla sit R, J (x) oraz R, J (x). Ze wzgledu na niesy-
metri¢ rozwiazania ogolna liczba statlych do wyznaczania wyniesie szesnascie. Ze
wzgledu na warunki w nieskonczonoéci zredukuje si¢ ona do o$miu.

Ze wzgledu na liniowo$¢ zagadnienia rozwigzanie mozna ostatecznie przedstawic
w postaci

(3.6) Y (x)=0y (x) Ry+oz (x) Ry+i [y (x) Ri+B2 () R,].
Mamy wigc:
y(t, x)={ay (x) Ry 05 (x) Ry +i [By (%) Ry + B2 (X) R, ]} €',
y(1,0)=[4; R{+A4, R,+i (B, R{+B, R;)]e'*,
3.7 [ay
ot
A;=0,(0), A,=u,(0), B,=p(0), B,=p(0).

Podstawiajac (3.2), (3.3) i (3.7) do (2.1),, 3, skreslajac e'®* i 10zdzielajac czgs¢ rze-
czywista od urojonej, otrzymamy uklad réwnaﬁ, z ktérego znajdziemy

nw*[n+mw (kA —nwB,))+k [k —mao*(1+kB,+nwA,)]

] =[-B,R,—B; R, +i(A4, R,+A4; R,)] we'**,
x=0

“T T k=maw*(1+kA, —nwB,)] [k —maw*(1+kB,+nwd,)]+ .
+?[n—mw (kB +nwA,)] [n-+mw (kA, —nwB,)]

(3.8) _ . koln—mokB,+nwA,)]—nok—mw*(1+k4, —nwB,)]
“27 Tk —mw*(1+kA, —noB,)] [k—mo*(1+kB,+nwd;)]+ 2

+a?[n—maw (kB +nwA,)] [n+mw(kAd, —nwB,)]
Ry =mwo’uy, Rp=miw’u;.
Podobnie oznaczajac Y (0)=Y, (0)+iY, (0) mamy wg (3.7) dla punktu x=0
3.9) Y, (0)=mn*(4u,+A45u;), Y,(0)=mw?(Byus+B,u,),
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a dla dowolnego punktu belki
Y, (x) =mae?[oy (x)uy+oz (X) us],
Y, (x)=ma?[By (X)uy+p, (x) us] .

Wzory koricowe otrzymamy podstawiajac do (3.9) i (3.10) u, i u, wedtug (3.8)
4. Mozemy teraz obliczy¢ charakterystyke czgstoSciowa ukladu jako stosunek
odpowiedzi do wymuszenia przy wymuszeniu harmonicznym. Tak wigc charakte-
rystyka przy przejSciu od wymuszenia z (¢)=e'“’ do procesu u (t) bedzie K (iw)—uq.
Zatem funkcja korelacyjna procesu u (f) bedzie okreslona wzorem(?) *7*

(3.10)

(4.1) R,,(‘r)=2f]K(ia))]2Gz(w)coswz'da)=
0 Z—u
{nw?[n-+maw (kA —nwB,)l+k [k—mw*(1+kB,+nwd,)]} +
3 - ko [ —mo (kBy +nwA,)] = 1w [k—ma?(1-+kA, —noBY]}?
R !{[k—mw2(1+kA1—mwBl)] [k —maw?(14+-kB,+-nwA,)+
+*[n—maw (kB +nwA,)] [n-+mw (kA, —nwB,)]}?

x G, (w)coswtdw,

gdzie G, () jest ggstoscia widmowa procesu z (7). Wariancje otrzymamy przyjmujac
7=0. Funkcje korelacyjne pozostatych proceséw na wyjéciu otrzymamy w podobny
sposob wykorzystujac wzory (3.8) —(3.10), z ktérych K(iw)— R;+iR,, K(iw)—

z—>R z->y(x)

— Y, (x)+iY, (x). Formul rozwinigtych nie podajemy, poniewaz sa nadzwyczaj dtugie. -

Wielkosci A, 4,, B, i B,, wystgpujace pod catkami typu (4.1), sa funkcjami
parametru w. Funkcji tych jednak nie da si¢ okre$li¢ w postaci analitycznej z po-
wodu niemozno$ci ogdolnego rozwiazania réwnan (3.5). Dlatego réwnania te nalezy
rozwigzywac dla dyskretnych wartos$ci w. Wéwczas catki dadza si¢ obliczy¢ numerycz-
nie. Dyskretne warto$ci w wystarczy obra¢ w przedziale istotnym dla catkowania,
co nie powinno sprawi¢ trudnosci dla waskopasmowej funkcji G, (w).

5. Korzystanie z wyprowadzonych wzoréw wymaga znajomosci gestosci widmo-
wej G (w) procesu z(t), oznaczonej w tym punkcie przez G, (), podczas gdy
zawsze bedzie dana gesto$¢ widmowa G, (w) procesu z (). Migdzy funkcjami
korelacyjnymi tych proceséw zachodzi oczywista zalezno$¢

R, =R,y (1),
skad wedtug definicji

 pad : 2 1 o
Gz(r)(w)'"—ﬁ fRz(é)(W)e“”dT=E fR,m(é)e '_v‘=;Gz(:) v

(?) Oznaczenia i wzory teorii procesdw stochastycznych przyjeto wg [2], wprowadzajac jedynie
dodatkowe indeksy dla charakterystyk.

|
|
|
|
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Dla uproszczenia zapisu nie wprowadzono pod druga catk¢ nowej zmiennej analo-
gicznej do zmiennej 7, wystgpujacej w funkeji R, (7). Charakter zaleznosci gestosci
widmowej G; () od predkosci v pojazdu
. pokazano r’la .rys. 33 e GZ(L:J)*
6. Uog6lnimy rozwazania na do-
wolny dynamiczny uktad liniowy, skta-
dajacysi¢ z n mas na m kotach, z dowol-
nymi wigzami sprezysto-lepkimi (rys. 4). ooy
Roéwnanie ruchu i-tej masy bedzie:

B V3>Vo

d?u; A
_(6.1) m,W-i-S,(t):O, i=1,2:%:0, =2

gdzie S; (1) jest suma sit przekazywa- Rys. 3
nych z wigzdw.

Rozpatruje si¢ (dla prostoty zapisu) przypadek, gdy masy maja tylko swobode
ruchu postepowego; z tych samych powodéw zaktadamy, ze kazda z mas zwigzana
jest bezpo$rednio z co najwyzej jednym kolem, zatem n= m.

7772877 7%

y P
A N a))
1 A N e m
l - Ri(t)

Rys. 4

Przyjmujac Ry (1)= Ry, €' =(R"+iRP) e'', k=1, 2, ..., m, przedstawimy lini¢
ugiecia belki w postaci

62 yenn=e 3 [0 RO+aP () RO+i(B0) BO+AD RO,
k=1

gdzie wyrazenie w nawiasie kwadratowym jest rozwiazaniem réwnania (3.4) z prawa
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strong réwna (R +iR?) 6 (x — x;). Oczywiscie wystarczy znaé rozwiazanie dla x, =0
dane za pomoca wzoru (3.6). Pozostale rozwigzania otrzymamy przez przesunigcie

)= (x=x), aPM)=a(x—x), FP=Fi(x-x), BP=p(x—x).

Oznaczajac y, (t)=y (x, t) na podstawie (6.2) mamy

m
(1) =ett 2 [4D RO ADRD 4 j(BORD 4 BRRD)],

dy
dt

(6.3) =—etot 3 [BPRV+BIPRD—i(APRP+ADR],

1=1
AD=aDx),  AD=oP(x),
B =B (x), BY=p(x).

W bardzo ogdlnym przypadku S; (#) okreslone jest za pomoca wzoru

Si0= D kipup()+ D kilye(t) =z )]+
(6.4) i

k=1

+ Y apu+ Y nip@-z0),
Zk(t)=z(é)’ §=vt+xk’

gdzie k;p, ki, 1ip 1 My, sa wspolczynnikami zaleznymi od cech uktadu. W praktyce
wigkszo$¢ tych wspolczynnikdw bedzie réwna zeru. Reakcje obliczymy ze wzoru

(6.5) Ry(t)=ki [t ()+2() — yi ()] i [t (£)+ 2, (1) —}:'k(t)] ey Kasdy, 2. 5um;

gdzie k; i , sa wspdlczynnikami. Zakladamy tu, ze m pierwszych numeréw przypo-
rzagdkowano masom posiadajacym bezposrednie polaczenie z kotami o tych samych
numerach.

Przyjmujac (z;, jest tu liczba rzeczywista)

i6.6) u, () =u0 "=V +itdP) ', - Zi(t) =240 "

i podstawiajac powyzsze wzory i (6.3) do (6.4) oraz (6.5) z uwzglgdnieniem (6.3)
( (6.6) do (6.1) otrzymamy uktad 2 (m-+n) réwnan o tyluz niewiadomych u{", u!®,
RV i R, Obliczajac macierz odwrotna ukladu potrafimy wyrazié te niewiadome
jako funkcje wspétczynnikéw z,,. Np. dla u; otrzymamy

m m
1) . 1 2y 2
uE )= 2 ﬂfk)zko, ll(i ’= Z ﬂ,(k)zko
k=1 k=1

Zatem odpowiednie charakterystyki beda mialy postaé

K (’w)—K(lw) ﬁ(l)‘{‘lﬂ(z) .

Zg—>ui
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oniewaz K(—iw)=K(iw)=pY —if?, przeto potrafimy obliczyé funkcje korela-
jna procesu u; (t) [2]:

7 R@= D' [ Ku(io)PGy, (@) e dot

m o
2 f Re [K;, (—iw) K, (iw) G, ., (w)] €' do .
r=1 —
: Wariancje otrzymamy przyjmujac 1:=0. Symbol G, . (w) oznacza wzajemna gestosé
widmowa proceséw z,(t), z. (t). Wedtug definicji obliczymy je ze wzoru

1 o]
63) Gpr, @)= [ Ry, (De=rdr,

- w ktérym R;, ., (r) oznacza wzajemng funkcje korelacyjna tych proceséw. W istocie
wszystkie procesy z (¢) sa realizacjami jednego procesu z (¢), maja wigc te same
charakterystyki. Zatem wedtug definicji oraz biorac pod uwage, ze z, (t)=z, (t+7,,),
T,,=(x,—x,)/v, otrzymamy z u$rednienia statystycznego

(69) Rzp % (t) =M [zp (t) Zy (t+ T)] =M [zp (t) Zp (I+T,.,,+‘L’)] =R, (T+Trp) B

gdzie R, (7) jest funkcja korelacyjna procesu z (7). Jak widaé, funkcje korelacj
~ wzajemnej otrzymujemy przez przesunigcie funkcji R, (r) (rys. 5). Podstawiajac
~ (6.9) do (6.8) mamy prosta zaleznos¢:

1 L lerp
G, @=5— [ R(+T,)e- s = f R.(t) e~ 1" dr=¢'™G, ().
Rz
T

| ARz,z,

|

P

! -

el s, o

Rys. 5

Wzory te nalezy podstawia¢ do (6.7) przyjmujac poza tym G, . =G.. Jak wida¢,
najbardziej pracochtonna czg$é obliczen, mianowicie rozwiazanie ukltadéw réwnan
(3.5) dla dyskretnych wartoéci w, jest niezalezna od rodzaju pojazdu, tzn. od ilosci
jego stopni swobody n oraz ilosci kot m.
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Widoczne jest, ze przedstawiona metoda ma charakter ogélny i moze byé
stosowana w przypadkach, gdy nierowno$ci znajduja si¢ na dowolnym uktadzie
(ptyty, powloki) niekoniecznie sprezystym. Istotna trudnos$cia bedzie zawsze
rozwiazanie rownan rézniczkowych analogicznych do (3.5) rzadzacych okreSlonym
problemem.
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Pesome

JOBVDKEHUE JIMHEWMHOW CUCTEMBI ITO HEPABHOM BAJIKE
HA VITPYT'OM OCHOBAHUHN

ITo nepaBHO# mMOBEpPXHOCTH OECKOHEYHO ANWHHOW Oanku HA ynmpyroM OCHOBAHWH, JBWKETCS
JITHeltHasi THHAMUYecKas: cuctema. HepaBHOCTH paccMATPHBAIOTCS Kak CTalMOHAPHAS CiTyvaiiHas
dyskuus (Ha Bxoze) z (¢). Iokazan criocob noJiy4eHwus, KOPPEISUUOHHBIM METOJIOM, BEPOSITHOCT-
HBIX XapaKTepHCTHK CIydaiHeix (GyHkuwmit u; (1), y (7, x) Ha BbIXOHe. Bonee moapo6HO paccMOTpeH
cltyaif CHCTeMbI C OJHO# CTemeHbio CBOOOAbI. VIHTErpHpOBAHHE MOXHO MPOBECTH YHCIEHHBIMH
METOJaMH.

SUMMARY

MOTION OF A LINEAR SYSTEM ON THE UNEVEN BEAM
ON AN ELASTIC FOUNDATIONS

A dynamic system with elastic and viscous bonds is moving on the undulated surface of an
indefinitely long beam on elastic foundations. The undulations are defined as the stationary
stochastic input process z (€).

The manner of obtainment of the stochastic characteristics of the output processes u; (1),
¥ (¢, x) by correlation analysis is shown, with more detailed analysis for the one-degree-of-freedom

system.
The solution can be evaluated by numerical integrations.
®
POLITECHNIKA GDANSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 10 kwietnia 1970 r.




