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DRGANIA PRETOW O NIECIAGLYCH WEASNOSCIACH
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1. Analizujac drgania pretow o nieciaglych wilasnosciach takich jak skokowo
zmienny przekrdj, masa lub sztywno$¢ punktowa stosuje si¢ na ogét [1 i 2] metode
podzialu preta na odcinki, w ktérych wspomniane wyZej parametry zmieniaja sie
W sposob ciagly. Nastgpnie po rozwiazaniu rownania drgan dla kazdego z odcinkéw
oblicza si¢ niewiadome parametry w funkcjach rozwiazujacych, wykorzystujac w tym
celu warunki ciagloéci (przemieszczen, sit itp.) na stykach sasiednich odcinkéw
preta. Procedura ta jest bardzo ucigzliwa zwlaszcza przy jednoczesnym wystgpowaniu
wielu nieciagtosci. Okazuje sig, Ze stosujac réwnania rézniczkowe typu dystrybucyj-
nego mozna otrzymac funkcj¢ rozwiazujaca poprawna dla calego preta, nie korzysta-
jac przy tym z warunkdéw ciaglosci. W pracy dla prostoty rozpatrzono drgania
swobodne podtuzne, co jednak nie zweza ogdlnoéci proponowanej metody.

2. Wezmy pod uwage pret drgajacy podtuznie o skokowo zmiennym przekroju
tak jak to pokazano na rys. 1.

EA4

Rys. 1

W przypadku ogdélnym réwnanie drgan podituznych ma postac

0’ u oN
(2.1) PO —Zm 5 =0 =u(x,t), N=N(x,1),
gdzie u (x) oznacza mas¢ na jednostke dtugosci, u (x, t) przemieszczenie, & N (x, t) '
site podtuzng w przekroju x preta. W rozwazanym przypadku zmienny przekrdj
preta jako funkcje wspoltrzednej x mozna wyrazi¢ w postaci
0,x<a

22) AMX)=A,—A,H(x—a), Ao=A4,—A4,, H(x—a)= { :
| 508
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W zwiazku z tym intensywno$¢ masy i sita podtuzna beda mialy postaé:

ux)=pA(x)=pld,—AoH (x—a)],

(2.3) ou ou
N(x,t)=EA (x)a—x_ =E[4,—A,H(x—a)] %’

gdzie p jest gestoscia masy, a £ modulem Younga.
Wstawiajac wielkosci (2.3) do réwnania wyjsciowego (2.1) mamy
2

0*u 0 ou
2.4 plA,—A, H(x—a)] br T e E-é;{ [A;—A, H(x—a)] 5;} =0.

Wykonujac przewidziane rézniczkowanie w (2.4) skorzystamy ze wzoru na pochodna
dystrybucji, mianowicie [3]

d ;
2.5 2 @ HGE—al=1"(2) Hz—a)+/(a) 0 (z—a).

Wobec powyzszego rownanie (2.4) przyjmie postaé

2 2 2

0*u u u
(2.6) plAd,—A, H (x—a)] B EA, Fey == ed ot (x—a)ﬁ s

u
+EA, 6 (x—a) [5;} =i

x=a

Zatézmy obecnie, Ze pret wykonuje drgania harmoniczne o czgstosci @, opisane
zaleZznoscia

(277 u(x,t)=X(x)cos wt.
Biorac to pod uwage w rownaniu (2.6) po przeksztalceniach otrzymamy
B2 X (x)+X"(x)—ap? H (x—a) X (x)—aH (x—a) X' (x)—

(2.8) —aX'(a)d (x—a) =0,

Otrzymane rownanie rozwiazemy stosujac rachunek operatorow Laplace’a, przedtem
jednak zauwazmy, Ze transformata trzeciego i czwartego wyrazu (2.8) da si¢ przed-
stawi¢ w postaci

o0
(29) L[B2H(x—a) X(¥)+H (x—a) X' (x)] = B2 f e~ X (x) dx +

a
(o o] o0 o

+ [ e =X () dx = [ e X(x)dv—p? [ e X (x) dx =0,

a a a

gdzie w drugiej calce (2.9) przyjeto zalozenie, ze funkcja X (x) spelnia réwnanie
funkcji wlasnych X'’ (x) = —f? X (x).
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Przy uwzglednieniu ostatniego rezultatu transformata poszukiwanej funkcji
otrzymana z (2.8) wyniesie

sX (0)+X’ (0)—|—aX’_(a) g

(2.10) X@)= S+
Po odwrdceniu (2.10) funkcja wlasna X (x) 1 jej pochodna wyraza si¢ wzorami
X'0) . aX'(a)
X (x) =X (0) cos fix + sin fx + ———sin f(x—a) H (x—a)

(2.11) B B

X' (x) = —X (0) fsin fx+X'(0) cos fx+aX'(a) cos f(x—a)H (x—a) .
Niewiadoma wielko$¢ X' (a) obliczymy z drugiej rownosci (2.11). Wstawiajac
X'(@) = [X' (X)]x=a+, [H (x—a)]x=ay = 1) mamy

X' (0) cos pa— X (0) sin fa A1

212) X'(a)= s S [X’(O) cos fa—X (0) fsin Pa] .

Wobec tego funkcja wlasna preta o skokowo zmiennym przekroju wyrazi si¢
W postaci:

1

215 ¥ X)=X(0)cospx+ 5

ﬂA

— X (0) psin pa] sin f (x—a)/H (x—a)
W celu sprawdzenia poprawnosci rezultatu (2.13) okreslmy wartosci wlasne preta
zamocowanego przy x = 0, swobodnego dla x = / i o skokowej zmianie przekroju
przy a = I/2. Uwzgledniajac zatozone warunki brzegowe X (0) = X' (/) =0 po
przeksztalceniach otrzymamy rownanie czgstosci

Bl _ 4,
(2.14) Cip et 5 Al.

Wynik ten otrzymany z rozwigzania tylko jednego réwnania drgan bez stosowania
warunkow ciaglosci jest poprawny, co latwo sprawdzi¢ np. w [4].

3. Z kolei rozpatrzmy pret jednorodny z masa skupiong M usytuowana przy
x = a. W przypadku tym intensywno$¢ masy u (x) i sil¢ podtuzna N (x, t) mozna
wyrazi¢ w postaci

A

du
(3.1) u(x) =pA+Mé(x—a), A=const, N(x,t)=EA o
Wstawiajac funkcje (3.1) do réwnania drgan (2.1) mamy

i ’u
3.2 [pA+ M (x— a)] e ik ror e

Zakladajac, ze pret drga ruchem harmonicznym wg zaleznosci (2.7) i wprowadzajac
oznaczenia (2.8) otrzymamy réwnanie na wyznaczenie funkcji wlasnych:

2

MB
(3.3) XX+ X ()0 (x—a) =

Rozprawy Inzynierskie — 5
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Otrzymana stad transformata poszukiwanej funkcji wyniesie

2

sX(O0)+X"(0)— X(a)e=*

pA
S2+ﬁ2 ?

3.4) X(s) =

a po odwréceniu znajdziemy

’

B

Niewiadome przemieszczenie masy X (a) obliczymy podstawiajac do ostatniej
zaleznosci X (@) = [X (x)]x—a+. Po obliczeniach funkcja wiasna preta z masa sku-
piona przy x = a przyjmie ostatecznie postaé

3.5) X (x) = X (0) cos fx + SIn DX — -ﬁ%ﬁX(a) sin f(x—a) H (x—a) .

’

B
M,b’[
—-p—A X (0) cos fla +

(3.6) X (x)=X(0)cos fx +

sin fix —

1

B

Poprawno$¢ otrzymanego rezultatu sprawdzimy obticzajac rownanie czgstosci
preta zamocowanego przy x = 0 i swobodnego dla x = / z masa skupiona M w po-
towie dtugoséci a = /2. Biorac pod uwage przyjete warunki brzegowe X (0) = X' (/) =
= 0 po przeliczeniach otrzymujemy

)sin ,Ba] sin f (x—a) H(x—a) .

M
3.7 ctg pl = A"
Otrzymane réwnanie czgstosci jest poprawne, o czym tatwo si¢ przekona¢ poréwnujac
je np. z praca [1]. W przypadku umieszczenia masy skupionej na poczatku lub
koricu preta warunek brzegowy w tym miejscu nalezy wziaé np. w postaci X” (/+) =
= 0, tak aby masa skupiona nalezata do preta. Jesli np. X (0) = X' (I-+) =0,
a = I, to réwnanie czgstoSci ma postac

M
(3.8) ctg pl = R

Jak tatwo sprawdzi¢ jest ono réwniez poprawne, co $wiadczy o poprawnosci zapro-
ponowanego sposobu uwzglednienia mas skupionych.

4, Wezmy obecnie pod uwage punktowa zmiang szytwno$ci w jednorodnym
precie tak, jak na rys. 2.

Intensywnos$¢ masy i site podtuzng w precie mozna przedstawi¢ tu w postaci:

0
“.1) u(x)=pA, N(x,t)=EA£+ku(a, t) H (a—x) .

W zwiazku z tym réwnanie drgan (2.1) bedzie

0. '8 [ ou e ]
42) pA—z — 5 |EA—; thu@, 0 H@—»|=0.
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Wykonujac przewidziane rézniczkowanie otrzymamy

4.3 L EA it +k 0 0
4.3) pA o a2 u(a,t)‘ (x—a)=0.
Zakladajac ruch harmoniczny opisany zalezno$cig (2.7) po przeksztalceniach be-

dziemy mieli
X' x)+p2 X (x)—yX @ (x—a)=0,

(4.4) 2—_pa)2 - K
ﬁ_ o Y—EA

N
<
N

AN \

SN

Z b A K/2 ]
a -

Rys. 2

Obliczona stad transformata poszukiwanej funkcji wlasnej ma postaé

sX (0)+X'(0)+pX (@) e~

(4.5) X(s)= 52+ B2 >
po odwrdceniu zas otrzymamy
(4.6) X (x) = X (0) cos fix + 7 sin fx + % X (a) sin f(x—a) H(x—a).

Niewiadome przemieszczenie punktu zaczepienia sztywnosci k znajdziemy podsta-
wiajac do (4.6) X (a) = [X (x)]x=a+- Po pewnych przeksztalceniach otrzymamy
funkcje wlasna preta z dodatkowa sprezyna zaczepionag w punkcie x = a:

47 X(x)=X(0)cos fx+ 'ﬁ )sin X
? 0) . :
S ? X (0) cos fa + i sin fa| sin f(x—a) H (x—a) .

W celu sprawdzenia otrzymanego rezultatu obliczmy réwnanie czestosci preta za-
mocowanego przy x = 0 ze sprezyng na koncu x = /. Warunki brzegowe preta
maja tu posta¢: X (0) = X’ (I+) = 0, a = [. Uwzgledniajac je po przeliczeniach
otrzymamy rownanie czgstosci

4.8) ctg Bl = — %

zgodne z wynikiem uzyskanym innymi metodami [2 i 4].
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5. Jako ilustracje ogdlng przedstawionej metody wezmy pod uwage przypadek
jednoczesnego wystgpowania omoéwionych nieciggloéci. Rozwazmy pret zamoco-
wany przy x = 0 ze sprezyna o sztywnosci k na koricu x = /. Niech skokowa zmiana
przekroju ma miejsce przy x = a, gdzie réwniez umieszczona jest masa skupiona M
tak jak na rys. 3.

Z g M

EA,4 5

/ 1 o EA,

/ p<

7 % 2 )

________________ - Sl p b Pl

s |

i/ |l — g ;§

Z o

7 | - |
Rys. 3

Intensywnos$¢ masy i sita podtuzna wyrazaja si¢ tu wzorami
p(x)=plAd,—Ao H(x—a)]+ Mo (x—a), Ao=4,—4,,

(x,1)
X

(5.1) ou
Nx,t)=E[A,—4, H (x—a)] 3

+ ku(l,t)H (l—x).
Stad na podstawie (2.1) réwnanie drgan rozwazanego preta bedzie mie¢ postaé
%u (x51)

ot?

i { ou(x,t)
= a—x E[A,—A4, H(x—a)]T

(52)  {plAi—Ao H(x—a)]+Mé (x—a)}

+ ku(l, t)H(l—x)} =1,

Zakladajac, ze drgania preta opisane sa funkcja u (x, f) = X (x) cos wt i wykonujac
przewidziane operacje, z rownania (5.2) otrzymamy
(53) X'()+PX(x)—alf*H(x—a) X (x)+H (x—a) X"' (x)]+

2

+

) o(x—a) X(x)—a X' (@d(x—a)—yX()o(x—1)=0.
:
Pamietajac, ze na podstawie (2.9) transformata wyrazenia w nawiasie kwadratowym
jest zerem i biorgc pod uwage warunek brzegowy X (0) = 0, otrzymamy transformate
poszukiwanej funkcji -

2

X' (0)+aX'(a) e=*+yX (1) e~ pAi X (a) e~
1
52+ﬂ2

(5.4) X(z)i=




J e ——
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Wobec tego funkcja wiasna i jej pochodna wyraza si¢ wzorami

(0
X(x) = I )sin Bx. 5t %X’(a) sin f(x—a) H (x—a) +
S 5 X()sin g (x—1) H(x—I)— -@sin p(x—a) H (x—a)
B pAy 1

(5.5)
X' (x) = X'(0) cos px+a X' (a) cos f (x—a) H (x—a)+

2

pA,

+yX (I)cos B (x—1)H (x—I) — X (@) cos f(x—a) H (x—a).
Niewiadome parametry X (a), X’ (a) i X (/) obliczymy z (5.5) przyjmujac X (a) =
= [X(X)]icay, X () = [X (X))sz14, X' (@) = [X' (%)]y=44+- Po wykonaniu przeksztal-
cen funkcja wlasna X (x) przyjmie ostatecznie postac

X0 Ao X' (0) Mp sin pa|
(5.6) X(x)= i sin fx + —-/M-T[cos pa— T] sin f (x—a) *
; ’ L X(0 :
PP & %[ 2 ﬁ(o) A ﬁi( ) (cos pa— ﬂ:f:—ﬁ‘f) sin  (1—a)—
MX'(0) pes et )
= T sin fa sin [)’(l—a)] sin f(x—I) H (x—1)—
£ MX'(0)

B sin fa sin f (x—a) H (x—a) .
Jak juz zauwazyliSmy poprzednio, dla konca preta ze sprezyna poprawny-jest warunek
brzegowy X’ (I+) = 0. Uwzgledniajac to i przyjmujac a = //2 po przeksztalceniach
otrzymamy réwnanie czgstosci dla rozwazanego pregta w postaci

5 pl 7 [ 4114, Bl Mp Mp 7 A
(5.7) ctg BT o 7[ A?hi cth = ——]
Latwo sprawdzi¢, ze przy zerowaniu si¢ masy i sztywnos$ci (M = 0, y = 0) otrzymamy
réwnanie czgstosci preta o skokowo zmiennym przekroju (2.14), a dla M = 0,
Ay = A, i Ay = 0 réwnanie czgstoéci preta jednorodnego ze sprezyna k na korcu
x=1(4.8)orazdlay=0, 4, =01 A, = A, réwnanie czgstoSci preta z masag M
na $rodku ((3.7), [1]).

6. Z rozwazan przeprowadzonych wyzej wynika, Ze opisujac intensywnosc
masy p(x) i sile podtuzng N (x,?) w precie za pomoca dystrybucji, mozliwe jest
uloZenie jednego réwnania drgan dla preta o dowolnej kombinacji nieciagtosci.
Funkcja wiasna, bgdaca rozwigzaniem tego rownania, opisuje drgania calego preta,
a wystepujace w niej niewiadome parametry mozna okre$li¢ bez stosowania warunkow
ciggltosci. Warto podkresli¢, ze zaproponowana metoda poprawna jest nie tylko
dla drgan swobodnych podtuznych, lecz réwniez w przypadku drgan wymuszonych,
a takze po pewnych uzupelnieniach mozna ja zastosowa¢ do drgan poprzecznych
pretow o nieciagltych wlasnosciach.

pAy Ay
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Pe3ome
KOJIEBAHUMSI CTEPXKHENM C ITPEPBIBHBIMU CBOMCTBAMMU

B pa6ote, 06¢cyxaaeTcss BONPOC MPOAOJILHBIX CBOOOAHBIX KOJIEOAHMN CTEPXKHS C MePeMEHHBIM
CEYEHMEM, IKECTKOCTBIO MJIM MAacCOil ONMMCAaHHOW C MOMOLIBIO Au(dEepeHIMaIbHOro ypaBHEHUS
¢ 0606ueHHbIME (GyHKUMaME (Teopusi 0600ImeHHbIX (GyHKIMIA), Brarogapsi IpUMEHECHHIO CHMBO-
JIMKM ¥ Onepauuu Ha 0606uIeHHBIX (GYHKUHSX, YAAJIOCh NPEACTABHTH pEIUEHHE B HEKOTOPOM
KOMOAKTHOM Buae. Takoil MOAXO0X K BOMPOCY 3HAUUTEIBHO YIPOINAeT W YHUDHUMpyeT wmccie-
JoBaHusi KoJjieGaHmif, paccMaTpuBaeMbix CTepikHel. IIpencTaBieHHbIH METOM, MILIIOCTPUPYETCS
PSAAOM TIPHMEPOB.

Summary
VIBRATIONS OF THE RODS WITH DISCONTINUOUS PROPERTIES
In this paper are solved the vibrations of the rods with step variable sections, concentrated mass
and elasticity. Writing the motion of the rod by means of a distributive differential equation, eigen-
functions correct as to total lengths of the rod was obtained. Examples of the frequency equations

so calculated are identical with the same obtained by application of continuity conditions.
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