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1. Uwagi wstepne

Liczba prac po$wigconych teorii statecznosci powlok wynosi juz kilka tysiecy;
przeglad ostatnich osiagnigé w tej dziedzinie podaje praca Z. NOwWAKA i M. Zycz-
KOWSKIEGO [11]. Zazwyczaj autorzy wyprowadzaja wzory na obciaZenie krytyczne
typu
(L.1) pr = f(gi, Ei; m,n),

gdzie g; oznacza ogélnie wymiary geometryczne powloki, E; moduly sprezyste lub
plastyczne, natomiast m i n ilosci poifal powierzchni odksztalconej na pewnych
ustalonych odcinkach. Te ostatnie wielkosci powinny by¢ dobrane tak, by zapewnié¢
minimum py, przy czym zaleca si¢ przeprowadzenie tego doboru droga préb lub
sposobami graficznymi.

Dla zastosowan inzynierskich wazne jest jednak posiadanie wzoréw o postaci

1.2) pr = ¢ (g Ev)

przy wyznaczonych juz wartosciach m i n. W pracy obecnej podamy metode otrzy-
mywania wzordéw tego typu, prostych, a zarazem o dostatecznie duzej dokladnosci
na przykltadzie promieniowo $ciskanych powlok walcowych kolistych. Po zasto-
sowaniu analitycznych warunkéw minimum rozwiazemy mianowicie uzyskane
rOéwnanie przez wprowadzenie uogdlnionych szeregéw potggowych pewnego para-
metru, charakteryzujacego «poprzeczna smuklo§é» powloki, a wigc jej cienkoScien-
no$é. Dzigki dzialaniom na uogélnionych szeregach potegowych bedzie mozna
réwniez prostymi wyrazeniami okre$li¢ inne poszukiwane wielkosci, jak np. nie-
zbedna grubos$¢ powloki przy danym obciazeniu, granice stosowalnosci rozwiazania
z uwagi na wyboczenie sprezysto-plastyczne itp.

Problem statecznosci promieniowo $ciskanych powlok walcowych kolistych
zostal w zakresie sprezystym rozwiazany po raz pierwszy przez R. LORENZA [8],
nastgpnie przez R. SOUTHWELLA [15] oraz R. MISESA [9]; rozwiazania te uzyskano
w sensie wzoréw typu [1.1], w oparciu o liniowa teori¢ statecznosci powtok (bada-
nie ,,sgsiedniego” polozenia réwnowagi). Pewne préby uzyskania wzoréw typu
(1.2) podjat P. F. Papkowicz [12], nastepnie D. F. WINDENBURG i C. TRILLING
[16] oraz H. EBNER [3]; dalsze rozwiazania mozna znalez¢ w monografii [7]. Granice
stosowalno$ci wzor6w tego typu badal A.S. AWDONIN [2]. Otrzymane wyniki sa
jednak malo dokladne wobec pominigcia znacznej liczby wyrazow.



158 MICHAL ZYCZKOWSKI

W ujeciu nieliniowym omawiany problem zostal rozwiazany niemal jednocze$-
nie przez W. A. NasHA [10] i F. S. ISANBAJEWA [6]. W stosunku do wzoréw typu
(1.1) problem komplikuje si¢ tu dodatkowo o tyle, ze nalezy jeszcze znalezé mini-
mum obcigzenia przy przemieszczeniach o wartosci skonczonej. Na drodze nume-
rycznej i graficznej stwierdzono, iz ci$nienie krytyczne w sensie teorii nieliniowej
jest w rozpatrywanym przypadku okolo 25 97 mniejsze od otrzymanego w oparciu
o analizg liniowa. Réznice migdzy wynikami obu teorii sa tu wigc znacznie mniejsze,
niz np. przy $ciskaniu osiowym i wyraznie prostsze wzory oparte na liniowej teorii
statecznosci moga by¢ wykorzystane w wigkszo$ci zastosowan inZynierskich przy
stosownie (ale nieznacznie) podwyzszonym wspdlczynniku bezpieczenistwa. Row-
niez nasze obecne rozwazania oprzemy o liniowa teori¢ statecznos$ci powlok.

2. Dobér wzoru podstawowego

W-literaturze mozna spotkaé do$é réznorodne wzory, okreslajace na podstawie
teorii liniowej promieniowe ci$nienie krytyczne dla swobodnie podpartej powloki
walcowej. Réznice migdzy poszczegdlnymi wzorami sg przede wszystkim wynikiem
pominig¢, dokonywanych podczas ich wyprowadzania. Dobér wzoru wyjsciowego
dla naszych rozwazan jest kwestia zasadnicza, gdyZ powinna go cechowaé mozli-
wie duza doktadno$¢, a przy tym niezbyt skomplikowana budowa.

Przytoczymy obecnie kilka takich wzoréw typu (1.1), przy czym dla skrécenia
zapisu wprowadzimy pewne nowe oznaczenia. Oz:naczymy mianowicie przez §
bezwymlarowe ci$nienie krytyczne,

rzpk
@2.1) s=]/12(1——v2)m,

gdzxe 7 oznacza $redni promien powtloki, £ grubosc scnank1 E1 v.modutly sprqzystoécl,
przez 2 oznaczymy «smuklo$¢ poprzeczna» powloki .

22 Y Ty J)% = 3,305%

(wspOlczynnik liczbowy podano tu dla » = 0,3). Definicja ta jest nieco zblizona
do definicji smuktosci preta, gdyz jest to stosunek promienia powtoki do odpowied-
niego promienia bezwladnosci elementu $cianki przy uwzglednieniu poprawki
na walcowa sztywnosé zginania powloki. Przez U = m2 i.V = n2 oznaczymy wresz-
cie kwadraty ilosci pétfal po wyboczeniu powtoki, odpowiednio w kierunku obwo-
dowym i osiowym, na dlugosci pétobwodu. ;

Wzory LORENZA [8], SOUTHWELLA [15] i MisesA [9] sq malo dokladne. Za naj-
dokladniejsze (wskutek najmniejszej ilosci pomlmqé) mozna uzna¢ wzory podane
przez K. GIRKMANNA [5]: o

v2a WLV=12" 20=)W-V)V
(U+veW—1n." (U-Di  (U+tNWU-D2

(23) 5=

oraz przez W. FLUGGEGO [4]



ANALIZA STATECZNOSCI PROMIENIOWO SCISKANYCH POWLOK WALCOWYCH 159

i (UHVP
U(U+V)2— (U+3V)] A
_2[P+ @)UV 3UV2 VY | U242Q )TV
T TR o f

24 s= {V 2} +

W monografii S. D. PONOMARIEWA i innych [13] mozZna znaleZé prosty wzoér

% U+vr)y
o ST wEvru ox’

natomiast w_rozszerzonym wydaniu [14] znajduje sie wzor dolg}adniejszy

1
@26 s= U(U—I—V)2 —U2— 2+ UV+V2

U4-v)r 2U3-U2
[m+( il ]

IR |
A.S. WoLMIR podaje w monografiach [18] i [19] prosty wzér @93 ponadto

w [19] za S. W. ALEKSANDROWSKIM [1] dokla,dme]szy wzor

e 1-20710)
(U+V)2(U—1) R W2

2.7 s =

W. Z. WELASOW [17] podaje réwnanie (str 387 tlumaczeme na chyk memleckl)

V2 (U+V—1)2 2(1—v)(U V)V
(U+V)2V+ Viicioiing 5 (ULVIVA ’

2.8) 5=

gdzie niewqtphww' tkwi blad, bowigm 'w mianownikach nalezy tu czynnik V zastapié
przez U [bledne jest juz podstawienie (16.11), gdzie rézniczkowano wzgledem a za-
miast wzgledem f]. Po wprowadZeniu stosownej poprawki wzér (2.8) rézni si¢ juz
niewiele od (2.3). Oczyw1scle mozna znaleZ¢ jeszcze szereg innych postaci wzoru
na ciénienie krytyczné, jednak nie bcdzmmy ich tu cytowali.

Pewnym kryterium dokladnosci wzoru jest przejécie graniczne do powloki nie-
skonczenie dlugiej, dla ktérej, jak latwo wykazaé V=0, U — 4. Z doktadniej-
szych wzoréw (2.3), (2 4), (2 6)i 2.7) otrzymujemy wtedy

(2.9)_ i : S e
co jest zgodne ze znahym/,rc’nzwiqzaniem dla pier$cienia kolistego (oczywiscie z do-
kladnoscia do czynnika 1 — »2), natomiast ze wzoréw (2.5) i (2.8) (po usunigciu
wspomnianego bledu) wynika zbyt duza warto$é s = 4/A.

Dokonamy obecnie pswnego poréwnania wzoréw (2.3), (2.4), (2.6) i (2.7). W tym
celu przeksztalcimy (2.4), (2.6) i (2.7) tak, by upodobnié ich zapis do (2.3). Uwzgled-
nimy, iz przy $ciskaniu promieniowym ¥ jest zawsze mate wobec U (okoliczno$é
te omOéwimy szczegblowo podzniej) i czgSciowo rozwiniemy wzory (2.4) i (2.6) w sze-
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regi potggowe zmiennej 1/U tak, by uzyskaé zgodno$é mianownikéw. Ze wzoru
(2.4) wynika wtedy

A0y = Ee = via (U+V—1p
e By T T VR s - ) B 7
(1 — 2% U2V

T WHvEU—DA

natomiast ze wzoru (2.6)

it 21 W3 (U+V—1)2
e V=T LiVP =1 ~ (0-h1
6+») U2V

U+vrw—-ni
Wreszcie zapis wzoru (2.7) mozna przeksztalcié do postaci

V24 (U+V—-12 2(1—9»V

(2.12) S Ol — D (U — DA U —T1)R "

Poréwnujac (2.3), (2.10), (2.11) i (2.12) stwierdzamy zgodno$¢ wyrazéw rzedu
V2A/U3 i UJA (jest to, jak pdiniej wykazemy, ten sam rzad), podobnie rzedu 1/4,
natomiast réznice wystepuja przy nastepnym, trzecim z kolei rzedzie V34/US i V/UA.
We wzorach (2.10) i (2.11) pojawia si¢ sktadnik rzedu V34/US, ktory jest réwny
zeru we wzorach (2.3) i (2.12), a pojawiajace si¢ we wszystkich wzorach sktadniki
rzgdu V/UA (ostatnie) réznig si¢ migdzy soba nie tylko iloSciowo, ale i jako$ciowo
[mianowicie znakiem: we wzorach (2.3) i (2.10) sa one ujemne, a we wzorach (2.11)
i (2.12) dodatnie]. W tej sytuacji jako podstawe naszej analizy przyjmiemy wzor

3- %7 U+V —1)2
T (U+VRU-—-1) (O =3 2

(2.13) s

ktéry wyrdznia si¢ prostota, a nie posiadajac wyrazu rzedu V/UZ daje wartoSci
ci$nien krytycznych, zawarte pomigdzy wynikami wzoréw (2.3) i (2.10) z jednej,
a (2.11) i (2.12) z drugiej strony. W przypadku granicznym powloki nieskoriczenie
dlugiej wzér (2.13) daje poprawna warto$¢ (2.9). Oczywicie w tym stanie rzeczy
tylko dwa pierwsze wyrazy uzyskanych przez nas rozwinig¢ na szeregi potggowe
beda posiadaty pelna warto$é, trzeci wyraz traktowaé bedziemy jedynie jako orien-
tacyjny. Dla poréwnania_podamy réwniez niektére wyniki, uzyskane w oparciu
o «pelny» wzér Girkmanna (2.3).

3. Okreslenie minimum ci$nienia krytycznego dla powlok Sredniej diugosci

We wzorze (2.13) nalezy teraz dobraé U i V tak, by wielko$¢ s osiggnela mi-
nimum. Jak fatwo wykazaé, pochodna ds/0V jest dodatnia w calym zakresie, wigc
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nalezy przyja¢ minimalng warto$¢ V. Zalezy ona od dlugosci powltoki i odpowiada
jednej poifali na tej dtugosci. Oznaczymy ja przez V:

& 2
(3.1 V=, =m—

min J2>
gdzie / oznacza dtugos$¢ powloki. Przejdziemy do okreslenia U. Wielko$é ta powinna
by¢ kwadratem pewnej liczby catkowitej — ilosci fal obwodowych na dtugosci obwo-
du. Tym niemniej dla do$¢ duzych U mozZna bedzie przyjaé, popeliajac blad na
korzy$¢ bezpieczenistwa, ze U ma warto$¢ zapewniajaca minimum s bez wzgledu
na to, czy jest rowna kwadratowi liczby calkowitej, czy tez nie. Przyréwnujac do
zera pochodna ds/0U otrzymujemy réwnanie

(3.2) U+V-—1DU-V-DU+VP-Q@U+V—-2)V212=0,

- gdzie podstawiono juz ¥ = V. Jest to réwnanie piatego stopnia wzgledem U, co
stanowi zasadnicza trudno$¢ przy rozwiazywaniu. P. F. PAPKowicz [12]i H. EBNER
[3] podaja rozwiazanie przy zastosowaniu pomini¢¢ znacznej iloSci wyrazéw, co
zmnigjsza dokladno§¢ wyniku. Dla poprawienia dokladnosci przedstawimy roz-
wigzanie w postaci uogdlnionego szeregu potggowego pewnego malego parametru.
Za parametr ten przyjmiemy 1/4, a wicc dokladno$é rozwiazania bedzie wzrastata
ze wzrostem cienkoéciennosci powloki.

Dla uzyskania rozwinigcia zauwazymy najpierw, ze przy bardzo duzych A otrzy-
mujemy US proporcjonalne do UA2, zatem jedyny interesujacy nas pierwiastek U
jest proporcjonalny do 1/2; oznaczymy 1/y/2 =y, Ul)/A=Uy=W i zapiszemy
(3.2) w postaci

(B3) W+ —DyW—V+D(W+VyR— BW+(V—2)y] V2 =0.
Rozwigzania bedziemy teraz poszukiwali w postaci
3.4 W=Wo+W1y+Way2+ ... ;

po podstawieniu (3.4) do (3.3), wykonaniu odpowiednich dziatan [20, 21 i 22]
i zastosowaniu metody réwnych wspdtczynnikéw obliczamy kolejno Wy, Wy, W, ...
i ostatecznie

e A = 1 14V2 4+ 10V +5
(3.5 w=Vvy3 — + —
, : Bty 6V VY3

P2+,

albo po powrocie do zmiennych Ui 4
2V—1  14V2410V+5
3 36V VY3
Podstawienie (3.6) do (2.13) pozwala okre§li¢ minimalna warto$é¢ s. Zastosujemy
Znowu rozwinigcie na uogdélniony szereg potegowy otrzymujac

4 ]/17;/3 2 27V —1  10/2427+1

B & | i g h & e
; o 3 A BaEwWh AV VY3

(3.6) U=VViy/3 —

Rozprawy Inzynierskie — 11
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Pierwszy wyraz tego szeregu odpowiada wzorom Papkowicza i Ebnera; nastepne
poprawiaja dokladno$é wzoru, przy czym rdznica jest czasem dos¢ istotna, zwlasz-
cza dla powlok o niezbyt duzej smuklosci poprzecznej A.

Dla poréwnania podamy teraz wyniki, uzyskane na podstawie «pelnego» wzoru
Girkmanna (2.3). Zamiast réwnania (3.2) otrzymujemy wtedy

Q8 U -=-V=IHO P — ULV - il -
—2(1 — »V(U+V)(V2— U2+2UV — 2¥) =0,

a zamiast (3.6) i (3.7)
2V—1  14V24 (28— 189) V+5
3 36V V)3
V]/3 22/-1 10V2—(16—18) V41
3 =11 9 i3 l 9) ]/ ﬁ;/?::,
Dwa pierwsze wyrazy szeregdw (3.6) i (3.9), a takze (3.7) i (3.10) sg identyczne, nato-
miast w trzecich wyrazach wystgpuja réznice. W przypadku wzoréw (3.6) i (3.9) nie
sa one zbyt wielkie, rzgdu 30 9%, co praktycznie oznacza réznice we wzorach na U
rzedu ulamkéw procenta. RoézZnice pomigdzy trzecimi wyrazami wzordw (3.7)
i (3.10) sa wieksze: wyraz ten we wzorze (3.7) jest zawsze dodatni, natomiast we
wzorze (3.10) w zakresie $rednich wartosci V i przy dostatecznie maltym wspélczyn-
niku Poissona » moze by¢ ujemny. Tym niemniej réZnice te sa z reguly pomijalne
i w dalszych rozwazaniach bedziemy si¢ postugiwali wzorem podstawowym o mo-
zliwie najprostszej postaci (2.13).
Wz6r (3.7) moze by¢ stuszny jedynie przy ilosci potfal obwodowych niemniejszzj
od 2 na dtugosci pétobwodu, czyli U > 4; jezeli z (3.6) wypada U < 4, to nalezy
stosowaé wzér wyjsciowy (2.13) z podstawieniem V =V, U = 4:

(3.9) U=VViy3—

ey lesee &

V2a B+V)
34+ V)2 e

(3.11) 5=

Poniewaz okre§lona wzorem (3.6) warto$¢ U maleje ze zmniejszaniem si¢ V, czyli
ze wzrostem dugosci powtoki, wiee powtoki, dla ktérych U = 4, bedziemy nazywali
powlokami diugimi. W przeciwienstwie do tego powlokami krétkimi nazywa sie
zazwyczaj powloki, dla ktérych przesuwnos$¢ brzegdw ma istotne znaczenie; tym
problemem nie bedziemy si¢ zajmowali. Wspomnimy jedynie, iz niektoérzy autorzy
nazywaja powlokami krétkimi takie powloki, ktére podlegaja wyboczeniu sprezy-
sto-plastycznemu. Rozgraniczenie pomigdzy wyboczeniem sprezystym i sprezysto-
plastycznym omoéwimy szczegdlowo, jednak wprowadzenie tu nazwy «powloka
krétka» wydaje sie niewskazane choéby dlatego, ze powloka dtuga moze réwniez
podlegaé wyboczeniu sprezysto-plastycznemu, a okoliczno$¢ ta powodowalaby
jaka$ sprzeczno$é w nomenklaturze.

Zakres stosowalnosci wzoru (3.7) z uwagi na warunek U > 4 oméwimy poézniej.
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4. Projektowanie powlok ze wzgledu na ich stateczno$¢ (obliczanie grubosci Scianek)

Stosujac dzialania na uogolnionych szeregach potegowych mozemy bez trud-
noéci obliczy¢ ze wzoru (3.7) grubos§¢ $cianki powtoki o $redniej dlugosci, wyma-
gana z uwagi na jej stateczno$é, czyli przy zadanym ci$nieniu krytycznym py. Za-
piszemy najpierw (3.7) w postaci

L ]/l_z_l._z_erk 4]/_—17' ho, 2W—1 h
@b SRS ik 2V1—n2 ' 3Y3(1—) T

r

9 i 3
10242V +1 (h)7
54121 (1 — )"

Stosunek //r jest teraz niewiadomy; przenoszac go na prawa strong i przeksztatca-
jac nieco zapis otrzymujemy

“2) Dk _( h )%_I_zl?—l( h )3+
' UEVIY1—»  \6VrY1—» 2 \erry1—n2

. o 7

1072 4217 +1 h 3
+ 7
12 6VrY1—12

Poszukiwany wzo6r na niezbedna grubo$¢ Scianki powtoki otrzymamy na drodze
odwrécenia uogdlnionego szeregu potegowego (4.2). W tym celu najdogodniej
jest lewa strong¢ réwnania oznaczy¢ np. przez y, a powtarzajace si¢ po prawej stro-
nie wyraZenie w nawiasie przez x. Stosujac wzory wyprowadzone w pracy [22]
otrzymujemy ostatecznie

2

h V Pk ] 210/—1 Pk
4.3 —=6VV1—92 - s > &
¥ S e [(24EV3]/1——1'2) 5 (24EV3]/1—v2)
+ ]

wu|w

[N

8V2— 128V +17 Pk
¥ )
300 UEVIV1— 92

Przy v = 0,3 mozemy zamiast (4.3) napisaé

2 1
h r2 [pgl6\5 r2\ [ prl6\5
4.4 S 1,035 7 ( r6 ) [1+0,02707 (1 — 19,745) ( Er6 ) it

r P\ [ Pel6\F
-+ 0,001038 (1 — 74,31 = + 45,84 7) ( ErS ) =+ ] :
Nie stwarza réwniez trudnosci okreslenie bezposrednim wzorem ilosci pétfal
na pélobwodzie odpowiadajacej wyboczeniu powloki. Deparamatryzacja uktadu
réwnan (3.6) i (3.7), czyli wyrugowanie 4 i uzyskanie zaleznosci U = U (s) nie pro-
wadzi wprost do celu, poniewaz w wielkosci s (2.1) wystepuje nie znany tu sto-
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sunek h/r. Natomiast z definicji smuktosci poprzecznej 4 (2.2) po podstaw1emu
(4.3) i wykonaniu dzielenia wynika
1

1 2ify 1— 2% 5
@5 - A= _( qu/_) 5 [1_ ( Vpk_)s B
VY3 \24EpP3Y1—92 5 \UEV3IY1—»2

1—16V— 8V2 2 %
60 24EV3Y 1 — 92

a po podstawieniu do (3.6) otrzymujemy ostatecznie

A2 g
.6) =< Pk ) 5 o 7(1 —2V¥) 5

24EV3Y1— 2 30
1

11343881 +392172 Pk 5
+ Gamy=a
900 24EV3Y1— 12

Zajmiemy si¢ jeszcze powlokami diugimi. Wz6r (3.11) napiszemy teraz w postaci

2 ope _ VW1200-9) 1 G+V2  h

/12(1 — 92) T =
@7n viza v)h2 E  3G+V2 h 3yna—wmn) r’

Jest to réwnanie trzeciego stopnia wzgledem niewiadomej //r, mianowicie

B +V)2 (£)3 12 h pe

(4.8) =0.

36(1—) 3@+ve r E

Wobec tego, iz rownanie to ma juz posta¢ kanoniczna, a wyrdznik jest dodatni,
otrzymanie rozwigzania $cistego nie przedstawia trudnodci:

h _]/18(1—v2) i l/ l/ 16(1 —12)V6  E2
49 G+ Py [ YV Hservraris g T

# ]/1 ]/1 16 (L —2)V° E2
VTG e 2 ]

Dla cel6w praktycznych czasem wygodniej jest skorzystaé z rozwinigcia w szereg
zamiast ze $cistego wzoru (4.9). Mozemy otrzymaé rézne rozwinigcia w zaleznosci
od tego, ktéra wielko§¢ przyjmiemy za zmienng, a ktéra za parametr. Najprostsze
rozwinigcie otrzymujemy odwracajac (4.8) wzgledem h/r przy zalozeniu malej war-
to$ci stosunku pr/E. Wynik odwrdécenia mozemy zapisaé w postaci

) IV (B+V)2@A+V)8 ( Pk )3
EV3 4(1— 1) EV3
81V (3+V) 4+ )14 [ pi \°
Evs) T

16 (1 — »2)2 v

h
@10) — =3V (@4+Vp (
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Okazuje si¢ jednak, Ze rozwinigcie to jest calkowicie bezwarto$ciowe. Wykazemy
mianowicie W p. 5, Ze powloke mozna traktowaé jako dhuga tylko przy dostatecznie
duzej warto$ci pi/EV 3 (rzedu 0,03), a juz przy tej wartoéci zmiennej szereg (4.10)
jest rozbiezny. Znaczenie praktyczne ma natomiast szereg wzgledem zmiennej
EV3/px, ktéry najlatwiej otrzymaé przez rozwinigcie (4.7). Dwa pierwsze wyrazy
(przy dodatkowym pominigciu matej tutaj wartosci ¥ wobec 3 lub 4) daja dogodny
wzor przybliZony

(4.11) — }/4(1 —v2)—[1 ~ ]/m (573)’].

721/2 Pe

Doktadno$¢ tego wzoru jest z reguly wystarczajaca, tym bardziej Zze wspotczynnik
przy nastgpnym wyrazie szeregu jest réowny zeru. Przy v = 0,3 mozemy zamiast
(4.9) napisaé

2
4.12 s (2 |1 — 1040 (22
12 =1 (Gl

Gdy dane jest dzialajace na powloke ci$nienia promieniowe p, to we wzorach
(4.3), (4.4), (4.7), (4.9) i (4.10) nalezy podstawi¢ pp = pj, gdzie j jest realnym
wymaganym stopniem bezpieczefistwa z uwagi na stateczno$¢ powtoki, powigk-

szonym o okoto 30 9, wobec korzystania z liniowej teorii stateczno$ci, okre$lajacej
jedynie gdérne cisnienie krytyczne.

| =

5. Rozgraniczenie miedzy powlokami dlugimi i o Sredniej diugoSci

To wazne rozgraniczenie zakresu stosowalno$ci poszczegdlnych wzoréw, mianowi-
cie (3.7) od (3.11), (4.3) od (4.7) itd., mozemy okresli¢ dwojako. Scisle rzecz biorac
nalezatoby poréwnaé wzory (2.13) z podstawieniami U =4 i U = 9. Jednakze
wtedy nie otrzymaliby$my ciaglego przejScia pomiedzy wzorami dla powlok diu-
gich i powlok $redniej dlugosci. By przejécie takie otrzymaé, rozszerzymy nieco
zakres powlok $redniej dlugoéci az do wartosci U = 4 otrzymywanej z réwnania
(3.2). Tak wiec poszukiwang krzywa graniczng okreéli réwnanie

(.1 B+P)B—=V)@+VP —(104+V)P222=0
Wynika stad wzor Scisty
@4+ V) l/9 — V2

Dla zastosowan praktycznych dogodniejsza jest znajomo$é funkcji odwrotnej,
V="V(), czyli 1/r = 1/r(2), poniewaz okreéla ona graniczna dhigo$é powtoki.
Sciste przedstawienie tej zaleznosci w postaci zamknigtej nie jest mozliwe. Jednakze
rozwijajac (5.2) w uogélniony szereg pot¢gowy zmiennej V,

39 13577 . J

24
5.3 l= (%) + —_— V+
i VY10 5710 1200710
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i dokonujac odwrécenia [22] uzyskujemy prosty wzoér

54 , 12/10 . 468 +1011VEJr
o . 0 AR T L7

ktéry mozemy réwniez napisaé w postaci

I 3% 39 1193
35 T 288'/ [ + ]

10 /102 + 200042

lub wobec (2.2) w postaci

hedur vl Vsa—ﬂ)(r)%[l 39 h,
: ot 24 h 10V/120(1 —»2) r
1193 2 ]
24000 (1 — 12) 12

W przypadku v = 0,3 ze wzoru (5.6) wynika
! ryz h 2

(5.7) — =20730(—) (1 —0,3732— + 0,05462— + ...).
T h r r2

Wzory (5.2), (5.4) i nastepne okre$laja granice stosowalnosci wzoréw (3.7) i (3.11),
czyli wzoréw okreSlajacych ciSnienie krytyczne. Przy problemie projektowania
powlok stosunek %/r nie jest znany i wzory powyZsze nie sa bezposrednio przydatne.
Nalezy wyeliminowaé nie znang tu wielko$é 4, podstawiajac (5.2) do (4.5). Otrzy-
mujemy najpierw wzdr Scisty

px 273(1+H20)V12(1—92) o/ 104V
E} - ) Qe )@-L7)PR 9_—p2’
a znacznie wazniejsza dla zastosowan praktycznych funkcja odwrotna okreslimy

przez wykonanie dzialan na uogélnionych szeregach potegowych. Rozwinigcie
funkcji (5.8) ma postaé

(5.8)

P 7710 383 6997 |
s o 2 —— 2
(5.9) = V121 —») T p3 (1 T +22400 + )

Przy » = 0,3 po podstawieniu (2.2) mozemy zamiast (5.9) napisa¢
. Dk r\6 r\2 r\4
(5.10) === 301503/| - — 4,501 (—) + 30,43(—) +...|.
E l /
Odwracajac ten szereg otrzymujemy poszukiwane rozwinigcie
1| 1 1
/ e 6 2,
(5.11) e = 1,7678 (&) —0,4243 (ﬁ) +- 0,4596 (ﬁ) (5.2

Wzory (5.8) i (5.11) rozgramczajq obszary stosowalnoéci wzordw (4.4) i (4.7) wzgled-
nie (4.10).
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6. Ograniczenie ze wzgledu na sprezystoS¢ wyboczenia powloki

Przy zwigkszajacej si¢ grubosci $cianki lub zwigkszajacym si¢ danym cié$nieniu
zewngtrznym wyboczenie powloki zamiast spreZystego stanie si¢ sprezysto-plastycz-
ne. W pracy obecnej nie begdziemy rozwazali wyboczenia sprezysto-plastycznego,
natomiast podamy granicg¢ stosowalno$ci wyprowadzonych wzoréw z uwagi na
zatozong stosowalno$§¢ prawa Hooke’a.

Naprezenie krytyczne w $ciance powloki (obwodowe) wynosi

r
©.) 0ok = 5, P »

zatem oznaczajac granicg sprezystosci (proporcjonalnosci) przy $ciskaniu przez S
otrzymamy réwnanie ograniczajace sprezysto$¢ wyboczenia w postaci

(6.2) — =

h Pk
r S’

Zajmiemy si¢ najpierw powlokami $redniej dtugoséci. Podstawiajac (6.2) do (3.7),
wobec (2.1) i (2.2) otrzymujemy

s, _4 ]/VV§+ 2 2V —1  10V242V+1
E 3 A I | nyvays

Roéwnanie to potraktujemy jako okreslajace zalezno§é S/E = f(4) przy parametrze
Vi odwrécimy [22]. Ostatecznie otrzymujemy

(6.3)

E

2 % 1
B S F 0 1 STy
(6.4) A=3mV ( ) B P (g)

a przy v = 0,3 mozZemy zamiast (6.4) napisaé (po obliczeniu odwrotnosci)

2
6.5 il 10591 (2% _ 1611 i UL
©.5) FouEey (rE) v rl rE

Szereg ten okreSla granice stosowalno$ci wzoru (3.7), mianowicie najwigksza war-
to$¢ stosunku //r, przy ktérej jeszcze mozna tym wzorem okresli¢ ci$nienie krytyczne
s wzglednie py. Przy problemie projektowania powlok grubo$¢ $cianki £ nie jest
znana, ale mozemy ja wyrugowaé korzystajac z (6.2). Ostatecznie znajdziemy

6.6) e 31/2;/]2(1—1:2) (i)%_VIZ(I—ﬂ) o N | (S)Z

e e, 5% E i PR

czyli przy » =0,3

6.7 P _ 1oso1[L)? 5\3 VNS ol o i
6.7) = b l(-r—) (E) =) llr—z(—E_') e o

[S]
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Wzory te okreélaja najwicksze ci$nienie krytyczne, przy ktérym wyboczenie powtoki
jest jeszoze sprezyste.

Przejdziemy do powlok dhugich. Podstawiajac (6.2) do (4.6) otrzymujemy réw-
nanie kwadratowe niezupelne wzgledem #/r, skad

h o 6Y1—92 S Z
(6.8) el e e s ST
r 3+V E 3@4+Vv)y
albo :
a3 34V
6.9) A= ‘/

l/ s W

3@+
Rugujac wreszcie hfr przy wykorzystaniu wzoru (6.2) otrzymujemy ograniczenie
przy projektowaniu powlok, czyli przy danym ci$nieniu krytycznym pg:

p,,_sVl—vz sl/s T p2

(10 E 3+v EV E  3@+0)2

Jest to najwigksza warto$¢ ci$nienia krytycznego odpowiadajaca spreZystemu wy-
boczeniu powloki diugiej.

Praktycznie biorac w powyzszych wzorach nalezy podstawia¢ warto$¢ granicy
sprezystosci S podwyzszona w przyblizeniu o 309 wobec stosowania liniowej
teorii stateczno$ci i podwyzszonego stopnia bezpieczenstwa j.

7. Ograniczenie ze wzgledu na cienkoScienno$¢ powloki

Przy danym ci$nieniu krytycznym pg, gdy poszukiwany jest stosunek A/r, mo-
Zzemy w wyniku otrzymaé tak duza warto$¢ tego stosunku, Ze stosowanie teorii
powlok cienkoS$ciennych przestaje by¢ uzasadnione. Graniczng warto$¢ ci$nienia
mozna réwniez okreslié, co pozwoli z gory ocenié, z jakiego typu powloka bedziemy
mieli do czynienia.

Oznaczmy graniczng warto$¢ stosunku h/r przez n; czgsto przyjmuje si¢ n = 0,1,
cho¢ przy wymaganiu wigkszej $cistodci obliczen ta warto$¢ graniczna moze byé
Znacznie mniejsza. Zalozymy, Ze granica sprezystosci materialu S jest tak wysoka,
iz rozgraniczenie migdzy powlokami cienko- i grubo$ciennymi lezy jeszcze w zakre-
sie wyboczenia sprezystego. Graniczna warto$é px/E moZna obliczyé wprost ze
wzordw (4.2) lub (4.6), podstawiajac h/r = 7. Otrzymujemy mianowicie dla powtok
$redniej dlugosci

Pr |72 27 —1 10/2+2V+1
) FR ]/ 7 + »+ e '
31/ 3(1 —92)%4 18(1—92) 1086V (1—2)*
natomiast dla powlok diugich
V2 3+V)2
(1.2) Dk ( )

E 3@+ T 36 -» 1
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Powyzej tych wartosei ci$nien krytycznych bedziemy mieli do czynienia z powto-
kami grubo$ciennymi.

Nalezy jednak podkreslié, Zze dla wigkszoS$ci materialéw konstrukcyjnych linie
(7.1) i (7.2) leza juz w zakresie wyboczenia niesprezystego, w zwiazku z czym
musza ulec modyfikacji. Przyjmujac jako mozliwie prosta hipoteze robocza, iz
przy wyboczeniu niesprezystym modut E nalezy zastapi¢ pewnym modulem E; za-
leznym tylko od naprezenia krytycznego (6.1), otrzymujemy zalezno$¢ typu

By
Pk
5 (%)
v

Przy danej zaleznosci Ey(pi/n)=E;(or) mozZna okresli¢ krzywa graniczna w sposdéb
efektywny. Przez f(V, 7) nalezy tu oczywiscie rozumieé prawe strony réwnan (7.1)
lub (7.2).

(7.3) f,m.

8. Zestawienie wynikow

Zestawienie wynikow przy S/E = 0,001, » = 0,3, » = 0,1 podaja rys. 1 i 2. Ry-
sunek 1 odnosi si¢ do obliczania ci$nienia krytycznego, a wiec przy danej geometrii
powloki, natomiast rys. 2 — do projektowania powlok przy zaloZonym cis$nieniu
zewngtrznym.

W przypadku projektowania powlok istotng réznice wprowadza niesprezysto$é
wyboczenia. W pracy obecnej nie zajmowali§my si¢ wyboczeniem sprezysto-pla-
stycznym, jednak obok linii ciagltych, okreS§lonych na podstawie wzoréw wypro-
wadzonych w pracy, liniami przerywanymi zaznaczono przypuszczalny przebieg
krzywych granicznych w zakresie wyboczenia niesprezystego.

Rysunki 1 i 2 daja tatwa orientacje co do mozliwosci zastosowania odpowiednie-
go wzoru, okre$lajacego ci$nienie krytyczne badz wymagana grubosé §cianki powtoki.

9. Przyklad liczbowy =

Zaprojektujemy powloke walcowa kolista przy zalozeniu, Ze promieniowe cis-
nienie krytyczne pr = 100 kG/cm2. Jest ono réwne ci$nieniu danemu, pomnozZo-
nemu przez wspolczynnik bezpieczefistwa, stosownie powigekszony ze wzgledu
na postugiwanie si¢ liniowa teorig statecznos$ci powlok. Diugosé powloki wynosi
! = 2m, promiefi r = lm, stale materiatowe E=2.1-10% kG/cm2, S = 4200 kG/cm?2
oraz » = 0,3. Bedziemy prowadzili obliczenia zasadnicze i sprawdzajace z do$é
duza doktadnoécia, aby zilustrowaé stopieni zbieznoéci szeregdw i bledy popelniane
przy przyblizeniach.

Z rysunku 2 wynika, iz przy px/E = 0,0000476, I/r = 2, powloka bedzie naleZala
do powtok $redniej dtugoéei i bedzie podlegata wyboczeniu sprezysto-plastycznemu.
Jednak odpowiednia krzywa na wykresie 2 odpowiada warto$ci parametru S/E =
= 0,001, a poniewaz w naszym przypadku S/E = 0,002, wigc sytuacja moZe ulec
zmianie. Istotnie, ze wzoru (6.7) wynika warto§¢ graniczna

k
£E— = 0,00005338 — 0,00000101 + ... = 0,00005237 ,
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zatem dana wartos$¢ stosunku p,/E jest mniejsza od wartosci granicznej i wybocze-
nie powloki bedzie wyboczeniem sprezystym.

Parametr 7 dla danej powloki wynosi V = n2/4 = 2,4674. Ze wzordw (4 3)
i (4 6) obliczamy wymagana grubo$¢ $cianki A i odpowiedni kwadrat iloSci potfal
obwodowych na dlugoéci potobwodu U:

h
TR 0,025494 (1 — 0,03344 — 0,00151 — ...) = 0,024603,

h = 24,603 mm,
U = 23,536 — 0,918+0,163 — ... = 22,781.
t/r

Powfokt cienkoscienne
dtuye,
wyboczenie sprezysle

Powfoki grubascienne

Powfoki cienkoscienne,
dtugie Powfoki cienkascrenne,
wyboczenie_sprezysio-plaslyczne Sredrig] :ﬂ/gasc A
wyboczenie -sprezys

10+

iy

/i

/ Fowtoki cienkoscienne

/ Sredruej dtugosc,

wyboczenie sprezysio- plastyczne
1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 A
Rys. 1

Naprezenie krytyczne (6.1) wynosi zatem
100

v PO Lo 2
0,024603 4064,5 kG/cm

(s P
i zgodnie z poprzednio dokonanym obliczeniem jest mniejsze od zaloZonej granicy
sprezysto$ci materiatu  S.
Powloka jest wiec zaprojektowana. Przejdziemy do obliczeri sprawdzajacych
i poréwnawczych. Ze wzoru (2.2) wynika A = 134,31, a korzystajac z szeregéw
(3.6) i (3.7) otrzymujemy
U = 23,958 — 1,312+4-0,133+ ... = 22,779,
s = 0,23784+0,01953-40,00231+ ... = 0,25968.
Réznica wartoéci U w stosunku do obliczonej poprzednio szeregiem (4.6) wynosi

zaledwie 0,01 9%, natomiast ze wzZpru (2.1) wynika P = 99,894 kG/em?2, wigc roz-
nica wynosi tu 0,106%.
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Dla poréwnania podamy jeszcze wyniki czterech innych obliczen warto$ci ci$-
nienia krytycznego. Ze wzoru podstawowego (2.13) przy U = 22,781, V = 2,4674
wynika s = 0,25988, czyli pr = 99,971 kG/cm2 — rdznica 0,029 9%, w stosunku do
wartosci zatozonej, a 0,077 % w stosunku do obliczonej wzorem (3.7). Z «petnego»
wzoru Girkmanna (2.3) otrzymujemy s = 0,25893, czyli pr = 99,605 kG/cm2;
réznica wynosi 0,366 %, w stosunku do wartosci obliczonej wzorem (2.13). Ze wzoru
Papkowicza-Ebnera, odpowiadajacego pierwszemu wyrazowi szeregu (3.7), wynika
s = 0,23784, pp = 91,492 kG/cm2; réznica 8,51% w stosunku do warto$ci zato-
zonej. Wreszcie uwzglegdnimy fakt, iz U ma by¢é kwadratem liczby catkowitej: naj-
blizszy kwadrat wynosi oczywiScie U = 25, wtedy ze wzoru (2.13) otrzymujemy

Llr
\
\\
Powdoki cienkoscienne, Powfoki cienkascienne, \ Powtoki
dtugie, atugee, \ gruboscienne
5 wybaczenie sprezyste wyboczenie: sprezysto-plastyczne '\
\
\
\
B
\
\\
L
!/ \
N
Powtoki cienkoscienne, —_— \
Sredniej dtugosti, BRI D e T S N
wyboczenie sprezyst F 5
1% Powtoki cienkascenne
Sredmie) dtugoscr,
wyboczene sprezysio-plastyczne
i A " A 1 1
0 Qo00cs 0.0001 o [E
Rys. 2

s = 0,26248, p; = 100,971 kG/cm2; r6éznica 0,971 % w stosunku do wartoéci za-
tozonej, a 1,077% w stosunku do obliczonej na podstawie szeregu (3.7).
Zwrécimy uwage na fakt, iz réznice w stosunku do wzoru Papkowicza-Ebnera
sa znacznie wigksze niz réznice miedzy wynikami innych wzoréw, w szczegdlnosci
od réznic wynikajacych stad, iz U nie jest kwadratem liczby catkowitej. OczywiScie,
réznica w stosunku do wzoru Papkowicza-Ebnera zmniejsza si¢ wraz ze zmniejsza-
niem si¢ danego ci$nienia py, gdyz wtedy wzrasta «smukto$¢ poprzeczna» powtoki.

10. Uwagi koincowe

W rozpatrywanym przypadku obciazenia réznice migdzy wynikami liniowej
i nieliniowej teorii stateczno$ci powlok nie sa zbyt znaczne i wyprowadzone wzory
moga shizyé w praktyce przy stosownie zwigkszonym stopniu bezpieczenstwa.
Moga one réwniez znalezé zastosowanie przy obliczaniu powlok wzmocnionych,
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np. przy okre§laniu optymalnego rozstawienia Zeber wzmacniajacych. Istnieje row-
niez mozliwo$¢ czgSciowego wykorzystania wyprowadzonych wzoréw przy ujeciu
nieliniowym, np. przez zatoZenie iloSci poifal obwodowych, okreslonej prostym
wzorem (3.6).
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Pe3ome

AHAJIN3 YCTOMYMBOCTU LIWJIMHAPUYECKNX OBOJIOYEK, ITOJBEPXEHHBIX
PAIVAJIBHOMY CXATHUIO, METOJAOM OBOBIIEHHBIX
CTEIIEHHBIX PsI10B

IlpuBomMMEIe B JIuTepaType GOpPMYIBI BhIpaXaroT, OOBIMHO, KPUTHYECKOE NaBIeHHE st 060-
704K B (QYHKIMH HE TONBKO TEOMETPHM OGOJIOYKM ¥ IOCTOSHHBIX MAaTepHasia, HO TaKke KOJH-
4€C1Ba OKPYXKHBIX ¥ OCEBBIX MOJYBOJIH /1 W #, BO3HMKAIOIINX NPy BeimyyuBaHud. s sddexTus-
HBIX PacyeToB HEOOXOMMMBIHM NOAGOP 3THX MApaMETPOB TaK, YTO ObI KPUTHYECKOE JABIICHHE JOC-
TATI0 MHHEMYMA, TIpu4YeM HOA00p PEeKOMEHIYeTCS NPOM3BECTH YMCIIEHHBIM WM rpaduyeckum
METOZOM.

B Hactosamei paboTe MPUBOAMTCS METOJ, AOCTATOYHO TOYHOTO, AHAJIMTHYECKOTO ONpeIesICHMs
3HAYCHMM MApaMeTPOB m M A, KOTOPBIA OETaJbHO OOCYKIAeTCsi HA NMpUMEpe paaMalbHO CKa-
TBHIX KPYIOBBIX LMIMHAPUYECKUX o0Oosouek. CpaBHMBACTCS HECKONBKO (GOpMYIT Al KpUTH-
YECKOTO [aBJCHHWS, TPWHAMAs B KavyeCTBE OCHOBHI aHamm3a Gopmysy (2.13), kotopas He3- *
HA4YATENbHO pasHuTcs oT Gopmyisl K. Tupkmanua (2.3). dns ynpomenus, B 310k dhopmyne 0603-
vaueno m2=~U, n2=V, a Ge3pa3MepHBIC BEIMYMHEL § 1 A onpexesitorest hopmynamu (2.1) u (2.2).

ITpou3BOHAS KPUTHYECKOTO TABJIEHHS, O V/ — IIOJIOXKUTENBHA, TAKAM 06Pa3oM il PACyeTOB
CIeyeT NPUHATH HAMMEHBIIEe BO3MOXKHOE 3HaYeHue V; 3TO 3Ha4YeHue ompenensieT dpopmyina (3.1).
IlpupaBHeHye K HY/IIO MPOM3BOAHON No U NPHBOAMT K anreOpamyeckoMy YPaBHEHHWIO ISITOM CTe-
nenn (3.2). DTO ypaBHEHWE peImaeTcs MyTeM Pa3jlokKEeHUsl B PSbl 0 HEKOTOPOMY MajioMy apa-
metpy 1/A. IMorydarorcst GOpMyJIbl, BEIPAXKAIOIIUE UCKOMBIE BEJIMYMHBL U ¥ 5, B BUIE 00606IICH~
HBIX CcTerneHHbIX psnoB (3.6) u (3.7). Onuako, BemmunHa U HE MOXET OBITH MeHBLIE 4; B Clly4ae,
kxorza u3 dopmyisl (3.6) nmonywaem U < 4, cnexyet mpunsite U = 4, 4TO npoBOAHUT K (opmyne
(3.11) (mmuHHBIE 060JIOYKHM).

B n. 4, Gmarogapsi rpuMEHEHMIO NeHCTBHII Ha 00OOIIECHHBIX CTENCHHBIX psimax [22], BIBOASATCS
hopmynsl s HEOGXOAUMOIM TOJMIMHBL CTEHKH OOOJIOYKH, IPH JAHHOM KPUTHYECKOM aBJICHHH.
B n. 5, maercst pasrpaHudeHEe MEXAy MTMHHBIME 000J0YKaM#u M OGOJIOYKAMM CpeIHe# IIHHBI
U TO KaK NPHW ONPENEICHHH KPHTHYECKOIO HaBJICHMs B (YHKIMH IeOMeTpud OOOJIOYKH, TAK M
IPH NPEKTHPOBAHUM 000JI0¥EK HA JAHHOE KpUTHYeCKoe maenenme. OOCYKHArOTCs TakkKe orpa-
HWYCHWSI, MMEsI BBHAY NPEANOJIOKCHNE YIPYrOCTU BBIIYYMBAHUS M IPEANONOKECHUE TOHKOCTCH-
HOCTH 00O0JIOYKH,

ConocTaBienre pe3ynbTaToB faeTcst Ha puc. 1 u 2. B pabore npuMBOOUTCS TaKXKe YHCIOBOMK
NpUMep, HUTIOCTPUPYIOLMY CTEIeHb CXOAUMOCTH PSJIOB M NOTPEIIHOCTH HPOM3BOAUMBIX TIPH-
Gmxernit. Kax mpaBuiIo 3Tl HOTPEIIHOCTH SIBIISFOTCS MEHBIIE ONHOTO NPOLEHTA.

Summary

STABILITY ANALYSIS OF RADIALLY COMPRESSED CYLINDRICAL SHELLS,
BY MEANS OF THE METHOD OF GENERALIZED POWER SERIES

Formuale given in the literature express usually the critical pressure for a shell in function of
not only the geometrical and material characteristics but also the number of circumferential and
axial semiwaves, m and n, that are formed during buckling. For actual computation, it is necessary
to select these parameters in such a manner that the critical pressure is minimum. It is recommend-
ed to do this by numerical or graphical methods.

In the present paper is proposed a method for a sufficiently accurate analytic determination
of m and n. It is discussed in detail by means of an example of radially compressed circular cy-
lindrical shells. A few formulae expressing the critical pressure are confronted, the equation
(2.13) being adopted for analysis. This equation differs insignificantly from the formula of K. Girk-
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mann (2.3). It is denoted, for simplicity m2 = U, n2 = V. The dimensionless quantities s and 4
are determined by Egs. (2.1) and (2.2).

The derivative of the critical pressure with respect to V is positive, therefore the least possi-
ble value of V should be assumed for computation. It is determined by Eq. (3.1). Setting
equal to zero the derivative with respect to U, we obtain a fifth-order algebraic equation (3.2),
which is solved by means of expansion in series of a small parameter for which 1/1 is assumed.
Formulae are obtained expressing the required values U and s in the form of generalized power
series (3.6) and (3.7). However, the quantity U cannot be less than 4. If U < 4 is obtained from
the equation (3.6), we must assume U = 4, which leads to the formula (3.11) (long shells).

In Sec. 4, by applying operations on generalized power series [22], equations are derived for
the necessary wall-thickness for a prescribed critical pressure. In Sec. 5 distinction is made between
shells of great and medium length in the case in which the critical pressure is sought-for in function
of the dimensions of the shell and also for the purpose of shell design for a prescribed critical
pressure. Also the limitations are discussed imposed by the assumption of elastic buckling and
a thin-walled shell.

Figs. 1 and 2 summarize the results. A numerical example illustrates the convergence of the
series and the approximation errors. These errors are, as a rule, less than one per cent.
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