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1. Wstep

Zagadnienie okreSlenia rozkladu naprezen, pola odksztalcern i przemieszczen
oraz wyznaczenia wartosci ci$nien krytycznych w przypadku szczeliny w o$rodku
idealnie sprezystym dla dwu lub tréjwymiarowych standw naprezenia doczekato
si¢ wielu opracowan. Byly one rozpatrywane niezaleznie przez wielu autordw i sta-
nowig bogata dziedzine literatury technicznej. Natomiast to samo zagadnienie
w przypadku ofrodkéw niesprezystych, a w szczegblnosci os$rodkoéw sprezysto-
plastycznych, jest przedmiotem zainteresowania bardzo nielicznej grupy badaczy.

Problem rozprzestrzeniania si¢ szczelin w o$rodkach, dla ktérych nie mozna
pominaé efektéw plastycznych, jest obecnie rozpatrywany z réznych punktéw wi-
dzenia. Zasadniczo mozna tu wyr6zni¢ dwa kierunki: pierwszy z nich nalezy do
«makroskopowych» teorii cial sprezysto-plastycznych, a wigc tzw. «polowych»
teorii, zakladajacy istnienie kontinuum materialnego (klasyczna teoria sprezystosci
i klasyczna teoria plastycznosci). Drugi natomiast wchodzi w zakres metod stoso-
wanych w mlodszej dziedzinie badan, jaka jest teoria dyslokacji. Wyniki uzyskane
na obydwu drogach réznia si¢ na ogét liczbowo (niekiedy do$é znacznie), tym
niemniej zgodno$¢ jakosciowa jest dobra, a wnioski wynikajace z otrzymanych
wynikow sa zbiezne.

W teoriach makroskopowych modelem szczeliny jest zazwyczaj elipsa, ktorej
mala pétos zmierza do zera lub tez ma wartos$¢ skoriczona. Pierwszym przypadkiem
zajmowali si¢ nastgpujacy autorzy: GRIFFITH [18], WESTERGAARD [48], SNEDDON
[41] (plaski problem sprezysty) oraz Jacoss ¥ [26], HuLT i McCLINTOCK [22],
StimpsoN i EaTon P [45] (plaski problem sprezysto-plastyczny). W drugim przy-
padku dla plaskiego problemu spreZystego rozwigzania mozna znalezé u INGLISA
[23], TIMOSHENKI i GOODIERA [47], DONNELLA [9], MUSCHELISZWILEGO [34], NEUBERA
[35], CookA i GOrDONA ™ [7]; natomiast dla problemu sprezysto-plastycznego
brak opracowan. Wiele interesujacych rozwiazan problemu sprezystego przy roz-
nych schematach obciazenia podat M. L. WiLL1AMS [49, 50 i 51]. Szczegbtowy prze-
glad prac dotyczacych szczelin w matematycznej teorii sprezystoéci zawieraja prace
IRWINA [24 i 25], BUECKNERA [5], BARENBLATTA [2], a takZe SNEDDONA [43 i 44].

(D Rozwiazanie uzyskane na drodze numerycznej.
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W oérodku idealnie sprezysto-plastycznym intensywno$¢ naprezefn o, = '/5,/—3_><
x}/si; sy TNie moze osiggaé wartosci nieskoficzenie duzych w poblizu punktéw kof-
cowych szczeliny (jak to ma miejsce w rozwiazaniach sprezystych problemu), lecz
moze byé co najwyzej réwna pewnej stalej materiatowej. Przyjecie takiego modelu
prowadzi do podzialu rozpatrywanego obszaru na dwa podobszary: sprezystego
i plastycznego; w kazdym z nich sa spelnione inne prawa fizyczne. Istnienie nie-
wielkiego choéby obszaru odksztalcenn trwalych ma wplyw na rozklad naprezen
w pozostalej czgSci materiatu, co znacznie komplikuje rozwigzanie. Komplikacja
ta jest jednak zrozumiala, jesli wzia¢ pod uwage, Ze uplastycznienie w poblizu

. konecdw szczeliny powstaje wtedy, gdy przylozone cis$nienie py dowolnie mato rézni
si¢ od zera: nie istnieje wigc czysto spreZyste rozwiazanie zagadnienia. Model
proponowany przez teori¢ dyslokacji dotyczy przypadku szczeliny o zerowej szero-
koéci (plaski problem sprezysto-plastyczny: BiLBY, COTTRELL i SWINDEN [3],
Witwickl i LEoNow [52]). Autorzy korzystajacy z tego modelu zakladaja, Ze na
odeinku réwnym dhugosci szczeliny opdr przeciw ruchowi dyslokacji jest réwny
zeru, natomiast poza szczeling, na jej symetrycznych przediuzeniach, odpowiada-
jacych pasmom plastycznych poélizgéw, opdr ten jest mniejszy niz naprezenie
wywolujace ruch dyslokacji: W pozostatym obszarze ruch dyslokacji jest niemozliwy.
Obraz taki jest réwnowazny modelowi ciata idealnie sprezysto-plastycznego, przyj-
mowanego przez teorie makroskopowe, jeZeli zalozy¢ a priori, Ze wymiar poprzeczny
pasm poslizgdw jest réwny zeru. Ponadto WITwICKI i LEONow [52] wykazali, Ze
tak postawiony problem sprezysto-plastyczny mozna sprowadzi¢é do problemu
czysto sprezystego z okre$lona nieciaglo$cia przemieszczen na odcinkach utozsa-
mianych z pasmami plastycznych poslizgéw. Z warunku ograniczonosci funkcji
opisujacej rozklad gestosci i dyslokacji wzdluz szczeliny oraz wzdluz towarzysza-
cych jej pasm deformacji plastycznej (funkcja ta speinia pewne réwnania catkowe)
okresla si¢ (BILBY, COTTRELL i SWINDEN [3], WiTwickI i LEoNow [52]) zalezno$é

(1.1) dhugo$é strefy plastycznej ~ przylozone obcigZenie.

W 1964 r. RUsINKO [39] rozszerzyl éw prosty model na przypadek osrodkéw
niejednorodnych, ktérych budowa jest scharakteryzowana wielko$cia g, zwana
parametrem strukturalnym materialu i utoZzsamiana zazwyczaj ze §rednica ziarna
w oérodku polikrystalicznym lub ze stala siatki krystalicznej dla sieci idealnej
(o ~ 1078 cm). Uogdlnienie to pozwolito na lepszy opis zjawisk zwiazanych z koti-
cowa faza lawinowego wzrostu pasm po'élizgéw i taczenia sig ich w obszary defor-
macji plastycznej (potwierdzone doswiadczalnie przez JAREME [27] oraz KORNILOWA
i JAREME [29]). Podstawowy wzér (1.1) jednakze nie ulegt zmianie na skutek wpro-
wadzenia niejednorodnodci okre§lonej parametrem g (pozostale wzory przechodza
odpowiednio we wzory odnoszace si¢ do o§rodka jednorodnego, gdy ¢ — 0). MoZemy
zatem przypuszczaé, Ze wzoér analogiczny do (1.1), jaki wyprowadzimy w ninigjszej
pracy dla szczeliny kotowo-symetrycznej, odnosié si¢ bedzie takze do ciat o budowie
ziarnistej, podobnie jak podaje RusiNko [39].
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Wszystkie wymienione powyZej prace dotycza plaskich stanéw odksztalcenia
lub naprezenia lub czystego $cinania, jak prace HULTA i MCCLINTOCKA [22] oraz
u BILBYE'GO, COTTRELLA i SWINDENA [3]. W niniejszej pracy przedstawimy uogdl-
nienie hipotezy DUGDALE’A, ktérej chcemy -po$wiecié osobny rozdziat, na przy-
padek tréjwymiarowego stanu napreZenia dla szczeliny osiowo-symetrycznej.

2. Hipoteza Dugdale’a

Sformutowanie hipotezy Dugdale’a (1960) poprzedzito kilkanascie ciekawych
doswiadczen, sposréd ktérych wymienimy tutaj tylko najistotniejsze. W pracach
doswiadczalnych (HEAD [19 i 20]) nad wzrostem szczeliny zmgczeniowej w plaskiej
tarczy wykonanej z ciagliwej stali i poddanej dzialaniu cyklicznie zmiennym napreze-
niom rozciagajacym zwrdécono uwage na charakterystyczny wykladniczy zwigzek
miedzy diugoscia szczeliny zmeczeniowej / a ilo$cia cykli N, mianowicie na zwiazek

2.1) I = Iy exp (kN),

gdzie ly jest poczatkowa diugoscia poldwkows szczeliny, a k odpowiednio dobrana
stalg, zalezna od wielko$ci przytoZzonych naprezen.

Podobny rezultat (4a/AN = a) otrzymatl HuULT [21] dla szczeliny zmgczeniowej
w stanie naprezenia zblizonym do czystego S$cinania (szczelina rozprzestrzeniala
si¢ wzdtuz osi symetrii ostrego nacigcia wykonanego w cylindrycznym precie skreg-
canym na maszynie zmeczeniowej, jako
materiat uzyte byto aluminium oraz stopy y
aluminium). Réwnocze$nie Heap [19 i ,
20] obserwowal zmiang diugosci strefy e
plastycznej s = a — I, wyprzedzajacej oba | i
konice szczeliny i dajacej si¢ zauwazyé
golym okiem na powierzchni dobrze
wypolerowanej tarczy, wykonanej ze stali
nisko-weglowej (w strefie pasm poslizgéw Rys. 1
dyslokacje «wychodza» na powierzchnie,
tworzac charakterystyczne schodki, ktére powoduja zmetnienie gladko wypolero-
wanej probki) lub tez jeszcze lepiej widocznej po wytrawieniu powierzchni odpo-
wiednio dobranym odczynnikiem. Strefa ta posiadata ksztalt waskiego pasma,
ktérego wymiar poprzeczny, zwlaszcza w poczatkowym stadium narastania poSliz-
gow plastycznych, mozna bylo zaniedbaé. HEAD [20] znalazi nastepujacy zwiazek
migdzy szybkoscia wzrostu szczelingy a wymiarami @ oraz [:

22) = e )1()

gdzie f (o) jest pewna funkcja zalezna tylko od przyloZonego napr¢zenia. Pordw-
nujac wyrazenia (2.1) i (2.2) mozna latwo zauwazyé, ze pierwsze z nich da si¢ otrzy-
ma¢é z drugiego, jeSli zatozyé, ze stosunek dlugosci strefy plastycznej do dlugosci
szezeliny jest staly, przy danej wielkoSci naprezenia: a/l = const, natomiast f (o) = k

Zalozenie takie potwierdzily takze badania nad rozprzestrzenianiem si¢ szczelin
wykonane przez FROSTA [12] oraz przez FROSTA i DUGDALE’A [13]. Wedlug danych
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tej ostatniej pracy autorzy rozciagali plaska tarczg (rys. 2a), mierzac w pierwszej
serii badan stosunek a/l, przy réznych dtugosciach poczatkowych szczeliny, a stalej
warto$ci naprezen rozciagajacych T (rezultat: a/l = const). W drugiej natomiast
serii badan zmierzono zalezno$é

2.3) s/l =~ T,

przy czym / oznacza tutaj albo polowe dtugosci szczeliny nacigtej w posrodku tarczy,
albo dlugo$¢ szczeliny nacigtej na brzegu tarczy.
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Rys. 2. Szczelina w plaskim stanie naprezenia oraz towarzyszace jej pasma poslizgéw plastycznych
wg hipotezy Dugdale’a

W 1960 r. DUGDALE [10] otrzymal zalezno$¢ s = s(7T), modyfikujac model
szczeliny Griffitha w plaskim stanie napreZenia przez przyjecie dodatkowych cisnien
zwierajacych konce szczeliny i rownych granicy plastycznosei przy jednoosiowym
rozcigganiu Q (rys. 2b). Dugdale obliczyl dlugo$é odcinka s, na ktérym dziata
ciénienie Q (a zatem wymiar strefy plastycznej), zadajac ograniczonosci naprezen

2.4) oy (T, Q) = oy (T)+0y (Q)

w najbardziej skrajnym punkcie strefy plastycznych poélizgéw, x = a. Otrzymany
w ten sposob prosty wzér koncowy [10]

(551
2.5) s=1 sec o 1
nadspodziewanie dobrze zgadza si¢ z do$wiadczeniem. Co wigcej, wzér ten jest
identyczny z wyprowadzonymi pozniej zwiazkami typu (1.1), wynikajacymi z teorii
dyslokacji: BiLBY, COTTRELL i SWINDEN [3] dla przypadku czystego §cinania oraz
Wirwicki, LEoNow [52] i RusiNko [39] dla plaskiego stanu naprezenia.
Mozemy zatem przypuszczaé, Ze rozwiazania uzyskane za pomoca metody wy-
korzystujacej hipotezg Dugdale’a sa réwnowazne rozwigzaniom otrzymywanym
przy zastosowaniu metod teorii dyslokacji. Nie od rzeczy bedzie wigc poswigcié
tutaj nieco uwagi poréwnaniu wynikéw, przynajmniej jesli idzie o problemy plaskie,
jakie otrzymano na dwéch odmiennych drogach, tj. 1) w teorii dyslokacji, 2) w teorii
makroskopowych cial sprezysto-plastycznych.
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Najistotniejsza réznica, ktéra rzuca si¢ w oczy, jest réznica ksztaltu strefy od-
ksztalcenia plastycznego: rozmyty obszar w przypadku rozwiazan otrzymanych
przy uzyciu teorii polowych i waskie pasmo, ktérego wymiar poprzeczny teoretycz-
nie powinien by¢ réwny zeru, jak tego chce dyslokacyjny model szczeliny. Inne
jest réwniez pole naprezen i odksztalcen w obu przypadkach. Doswiadczenie zdaje
si¢ potwierdzad, o ile idzie o problem plaski i materiat ciagliwy bez wzmocnienia (2
[o charakterystyce o = o (&) zblizonej do tej, ktéra przyjmuje si¢ dla ciala idealnie
sprezysto-plastycznego], drugi spos$réd wymienionych ksztaltéw strefy plastycznych
poslizgdw, przypominajacy «stepione ostrze» (rys. 1). Ten wynik potwierdzaja
réwniez i nowsze badania (Dixon i Visser [8] oraz JAREMA [27] i KoORNILOW,
JAREMA [29] przynajmniej w poczatkowym stadium narastania plastycznych od-
ksztalcen. W przypadku bardzo duzych obciazen (gdy 7/Q — 1), powodujacych
uplastycznienie o dalekim zasiggu (a/l — o0), wystepuja ponadto ukosne pasma
poslizgow, ktoére facza si¢ z pasmem poziomym w pewien obszar rozmyty na znacz-
nej czeSci powierzchni rozcigganej tarczy [29]. By¢é moze ta faza uplastycznienia
moglaby by¢ lepiej opisana przez teorie makroskopowe. Ogélnie mozna powiedziec,
ze im wigksze jest wzmocnienie materialéw, tym bardziej rozmyty otrzymuje si¢
obszar odksztalcen plastycznych (i niekoniecznie zorientowany w kierunku wzrostu
szczeliny ; por. prace do$wiadczalne GERBERICHA [15] oraz SWEDLOWA i GERBERICHA

[46]).
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Rys. 3. Strefa plastyczna w poblizu nacigcia (szczeliny brzegowej) w stanie czystego $cinania:

a) wg makroskopowej teorii oSrodka idealnie sprezysto-plastycznego; Hult, McClintock [22], b) wg teorii dyslokacji,
Bilby, Cottrell, Swinden [3]

Réznice ksztaltu strefy odksztalcen plastycznych, powstatej okoto konica szczeliny,
przedstawia rys. 3, na ktérym pokazano przyklad identycznego problemu sprezysto-
plastycznego (czyste $cinanie) rozwigzanego w rézny sposdb: przy uzyciu teorii
makroskopowe]j plastycznosci (rys. 3a, wg HuLt, McCLINTOCK [22]) oraz przez
teori¢ dyslokacji (rys. 3b, wg BILBY, COTTRELL, SWINDEN [3]). Warto zauwazy¢,
ze zasigg strely plastycznej w kierunku wzrostu szczeliny R, jest w obydwu przy-

@) Leonow [30] nazywa takie cialo «rzeczywistym cialem kruchymy», natomiast BARENBLATT [2]
i GERBERICH [15] uzywaja okre$lenia «ciato quasi-kruche».

Rozprawy Inzynierskie — 9
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padkach nieomal taki sam. Hult i McClintock nie podali wzoru Ry = Ry (7,)
explicite poza przedzialem malych obcigzen, gdzie

V3 7w
Q

Odpowiednie rachunki dokonczyli BiLBY, COTTRELL, SWINDEN [3] i podali obydwa
wzory, odnoszace si¢ do dowolnych wartosci 2 w postaci jawnej:

A= < 1.

(a) I I—I—AZE(n 22 )
(5 i FI—F 2 1+
oraz ®)

T
2.7 T sec; A,

gdzie @ = I+ Ry. Pierwszy z tych wzoréw wynika z rozwiazania Hulta i McClintocka
(teoria makroskopowa), drugi natomiast nalezy do Bilby’ego, Cottrella, Swindena
(teoria dyslokacji). Dla niewielkich 1 réznica migdzy wzorami jest znikoma, mia-
nowicie

(5 Pk
(2.8) - =1+2+.., —) =14+—24...
1/, al, 8

Dla 1 —1, tj. gdy strefa plastyczna si¢gga nieskoriczenie daleko, réznica miedzy
wzorami (2.6) oraz (2.7) nie przekracza 59%,. Podobny problem rozwiazali takze
LeoNnow i Szwaiko [31] rozpatrujac na podstawie modelu dyslokacyjnego pro-
pagacje stref plastycznych, powstajacych na dnie karbu wycigtego wzdluz preta
o przekroju kotlowym, poddanego skrecaniu. Autorzy ci nie podajg jednakze zalez-
nosci bezposredniej s = s (7).

Przeprowadzone powyzej poréwnanie nie jest, niestety, zadowalajace, jak diugo
nic nie mozna powiedzie¢ o iloéci energii dyssyponowanej w obszarze odksztalcert
trwalych w jednym i drugim przypadku. Zjawisko tzw. «relaksacji plastycznej»
gra podstawowa rol¢ w mechanizmie pgkania materialéw ciagliwych, dla ktérych
ci$nienie krytyczne, powodujace otwarcie szczeliny i zwiazane z wytworzeniem
nowej powierzchni (rozerwanie prébki), nie moze by¢ wyrazone ® (por. OROWAN
[37], IRwIN [24 i 25]) tylko poprzez swobodna energi¢ powierzchniowa y, zwana
tez czgsto napigciem powierzchniowym. Niestety, warto$¢ dyssyponowanej energii

) Eatwo zauwazyé, ze wzor ten jest identyczny ze wzorem Dugdale’a (2.5), choé tamten dotyczyt
innego problemu (plaski stan naprezenia). Oczywiscie, parametr obciazenia dla przypadku jedno-
osiowego rozciagania i = 7/Q.

(4) W niektérych przypadkach mechanizm wzrostu szczeliny moze byé jeszcze bardziej skompli-
kowany: précz napigcia powierzchniowego oraz pracy zuzytej na deformacje plastyczna znaczny
przyczynek moze tez pochodzi¢ od sit elektrostatycznych, jakie dzialaja migdzy naelektryzowanymi
powierzchniami, por. Bowden i Tabor [4].
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w strefie odksztalceri plastycznych nie daje si¢ latwo obliczyé. Zupetnie niedawno
GoobIER i FIELD [16] uogdlnili hipotezg¢ Dugdale’a na przypadek wolno rosnacej
szczeliny w plaskim stanie naprezenia, co umozliwilo oszacowaé dyssypacje energii,
ktéra dla szczeliny o dlugosei kilku centymetréw okazala sie o trzy rzedy wieksza
od gestosci energii powierzchniowej y, natomiast niemal réwna wartoéci y dla
bardzo krotkich szczelin o dtugosci rzgdu 10-3 cm. Obliczenia te potwierdzone
doswiadczeniami wykonanymi w MIT (USA) dotycza stali, dla ktérej E =
=2.1012 dyn cm~2, » = 0,3 oraz Q/E = 10-3. Réwnie interesujacy jest drugi
problem rozwigzany przez GOODIERA i FIELDA, ktérzy w tej samej pracy [16] za-
stosowali hipotezg¢ Dugdale’a dla przypadku dynamicznego, mianowicie dla
ruchu szczeliny w rozcigganej nieskonczonej tarczy.

Na zakonczenie niniejszego punktu wypada wspomnie¢ o hipotezach analogicz-
nych do hipotezy Dugdale’a, a majacych zastosowanie przy wyjasnieniu mechanizmu
pekania cial kruchych. Trzeba tu wymienié przede wszystkim prace ZELTOWA
i CHRISTIANOWICZA [54], BARENBEATTA [l i 2] i LEONOWA [30], a takze wczeéniejsze
prace fizykéw MOTTA [32] i FRENKIELA [11], kt6érzy wysuneli ideg zblizong do tej,
opracowanej potem szczegétowo przez BARENBLATTA i innych. Aby wyja$nié mecha-
nizm pekania cial kruchych, autorzy ci [1, 2, 54 i 30] przyjmuja model szczeliny
podobny do modelu Dugdale’a z ta jedynie réznica, Ze obszar stalego naprezenia Q
jest tutaj zastgpiony przez obszar poddany dzialaniu sit kohezji materiatu. Sily
te maja warto$¢ skonczong i stala na calym obszarze lub tez zmieniaja si¢ wedtug
jakiego$, odpowiednio dobranego prawa rozktadu. Dhugo$¢ odcinka s BARENBEATT
[112]1inni [30 i 54] okreSlaja Zadajac znikania pochodnej normalnej sktadowej
przemieszczenia w punkcie x = a. Warunek ten zapewnia réwnocze$nie skon-
czonos$¢ napreZen oy. Ponadto BARENBLATT [l i 2] wykazal, ze zadanie, aby funkcja
[oy]y—0 nie posiadata zadnych osobliwosci, jest réwnowazne zadaniu minimum
energii potencjalnej ukladu (znikanie pierwszych wariacji tej energii przy zmianie
parametréw ukladu takich, jak dtugos$¢ szczeliny, dlugo$é obszaru stalych naprezen
rozciggajacych oraz wielko$§¢ tych naprezen).

MURRELL [33] uwaza, Zze obydwa modele, zaréwno ten proponowany przez
Barenblatta (szczelina, ktérej wymiar poprzeczny jest réwny zeru, a poza punk-
tami koncowymi szczeliny znajduja si¢ strefy stalych naprezen) jak i model szczeliny
eliptycznej o skoriczonym promieniu krzywizny w punktach skrajnych elipsy, sa
réwnie dobre dla opisu zjawiska pekania ciat kruchych za pomoca rozszczepiania.
Ten ostatni model jest poprawny, o ile, jak sadzi Murrell, promie krzywizny
elipsy w jej skrajnych punktach nie jest mniejszy niz pmin = 0,81 b, gdzie b oznacza
stala sieci krystalicznej (b ~ 10~% cm).

W 1964 r. Onyszko [36], korzystajac z modelu Barenblatta i zakladajac roz-
maite rozklady sit kohezji (schodkowo zmienne), pokazal, Ze ci$nienie krytyczne pyr
otwierajace szczeling o danej dlugosci przy plaskim stanie naprezenia jest dane
za pomoca wyraZenia identycznego ze znanym klasycznym wzorem Griffitha.
Swiadezy to o tym, ze modyfikacje teorii Griffitha (Barenblatt i inni), dotyczace
mechanizmu pegkania cial kruchych, nie prowadza do powazniejszych zmian, jeéli
idzie o istotne wnioski fizykalne.
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3. Szczelina osiowo symetryczna. Problem sprezysto-plastyczny i réwnowazny mu problem sprezysty

Obecnie przyjmiemy hipotezg, Ze potwierdzone doswiadczalnie zaloZenie Dug-
dale’a odnosi sie réwniez do szczeliny osiowo-symetrycznej. Zalozymy wige, Ze nasza
szczelina posiada $rednice 2/ 1 ze w jej plaszczyZznie na pewnym obszarze / <r < a
powstaje pierscienn poslizgéw plastycznych o nieznanym na razie zasiggu s = a — L.
W pozostalej czgSci przestrzeni naprezenia maja charakter sprezysty. Podobnie
jak to zrobit Dugdale dla dwuwymiarowego stanu naprezenia, sprowadzamy zagad-
nienie sprezysto-plastyczne do réwnowaznego mu zagadnienia sprezystego. Sposrod
czterech nieznikajacych skladowych tensora naprezen oy, oy, 07 i 7y, Wyrézniamy
napreZenie normalne o, wiazZac je z
dekohezja materialu i zadajac, aby nie

4 e s przekraczalo pewnej statej wartodci Q
(granicy plastyczno$ci lub tez jej wie-
mm lokrotnosci okreslonej za posredni-
{ " ctwem tzw. wspdlczynnika skr¢powania
a plastycznego; por. [36, 2 i 16]) na
pierscieniu otaczajacym rozpatrywang
€ szczeling. W wyniku takich zatozen
Rys. 4

otrzymujemy nastepujacy problem spre-
zysty: szczelina osiowo-symetryczna
o §rednicy 2a (a nie jak poprzednio 2/) obcigzona wewnatrz ci$nieniem — g (r)
na kole o promieniu / oraz ciagnieniem sita 4-Q na pierScieniu /<<r<<a. Jak zwykle
zamiast calej przestrzeni rozpatrzymy jedynie pélprzestrzen sprezysta z > 0 (rys. 4).
Problem «zwyklej» szczeliny osiowo-symetrycznej obciaZonej ci$nieniem — g (r)
na calej jej powierzchni zostal rozpatrzony przez szereg autoréw, a rozwigzania
otrzymano na réznych drogach (Sack [40], SNepDON [41], GREEN [17], CoLLINS [6],
PAYNE [38] i KoBAvasHI [28]). W niniejszej pracy bedziemy korzysta¢ z metody
transformacji calkowej HANKELA prowadzacej w danym przypadku do dualnych
réwnan catkowych zbadanych przez TITCHMARSHA i BUSBRIDGE'A [42].

Warunki brzegowe (z = 0) naszego zagadnienia mozemy sformulowaé naste-

pujaco:
Trz — 0, Jeéli (% ? 0,
<

—plo), jesli 0O
0, jeSli- - m<p<l,

o< m,
31 a:=—gq() ={

w=0, jesli o =11,

Wprowadzili§my tutaj wspéirzedna bezwymiarowa i parametr bezwymiarowy m,
mianowicie ¢ = rfa, m = Ila; w oznacza sktadowa pola przemieszczen w kierunku
osi z. :
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Zagadnienie brzegowe z warunkami (3.1) mozemy sprowadzié¢ do ukladu na-
stepujacych dualnych réwnan calkowych (SNEDDON [41]), gdzie poszukiwanag
wielkosciag jest funkcja y (n):

~ 1—v»
fnw () Jo (on) dn = 7(](9), jesli 0<pop<1;
(3.2 e

f v o) i) 9 =B i) ok

W réwnaniach tych symbol u oznacza modul odksztalcenia postaciowego oraz
— g (p) ci$nienie na powierzchni szczeliny. Rozwigzanie powyzszego ukladu dual-
nych réwnan calkowych ma postaé

"
-~

’ 2 ~%a : xdx (=11 ¢ -8
(3.3) — oyl = o f m f s sin (ns) g (xs) ds.
i 0 0

jeéii wyznaczymy (7)), to zaréwno wszystkie wielkosci statyczne, jak i geometryczne,
znajdziemy przez odwrdcenie transformacji catkowej Hankela. Przemieszczenia
w kierunku osi z przyjma wtedy postaé

o]

(3.4) w=fw(n)[1 —L]J (on) e " dn C=i
' 8 TR ; a’

Naprezenie normalne o, bgdzie okreslone za pomoca wzoru

oo

(3.5 e TETY f 0 () GGy &7 Jo (et i
0

Poniewaz w rozpatrywanym zagadnieniu interesuja nas przede wszystkim o, dla
¢ =0, to musimy obliczyé warto$¢ catki

(3.6) [ ) Jo (o) dn.
0

Wzér (3.3) moze przyja¢ réowniez nastgpujaca postaé, ktéra otrzymujemy calkujac
przez czgsei (3.3):

=
BN vy = ( v) a f l/l s { f = [sq (xs)] cos (ns) ds — [sq (xs) cos ns](,}

Podstawiajac teraz (3.7) do wzoru na naprezenia i wykonujac catkowanie wzgledem
7 otrzymamy
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dx, (0 <s<1 -y

5 l 5 [sq(x, s)]l
(3.8) [0'2]5=0=; bf]/l — x2 Ly 2 — s2]0

0, o.<.8
min(l,0)

1
2 xdx ds
nbfl/l —5 6[ ds [sq(xs)] ]/qz—sz.
Przypu$émy obecnie, Ze
po, jeSli 0 <o <m;
(39) 40 = {

Wtedy

LA - Ty R )

—po, JeSli 0<p<m,
0, je§i m<op<l,

2 [M—V1—m? . 1 —m? "
B0 —===——— tarcisiti T = arcsin—|.,
n V1 — o2 02 —m2 0

(G.10)  [o)0=

jesli - o> 1.
Z kolei dla obciazenia pierScieniowego przyjmujacego postac:
0, jeSli 0<po<m;
(3.11) q(0) ={ st
—Q, jesi m<p<l,
otrzymujemy:
0, jeSli - 0< o <m;
0, jefli m<p<l;

2 ]/1 — m2 - 1 —m2 vk
—O|———+arcsin |/ ——|, jesli o>1.
7 02— 1 02 — m?2

3.12) oo =

Na koniec korzystamy z zasady superpozycji, ktéra tu obowiazuje, i dodajac
(3.10) do (3.12) otrzymujemy rozwiazanie naszego problemu, okreslonego przez
warunki brzegowe (3.1), mianowicie

—po, JeSli 0 < o< my

0, jesli. m<.0<1;

13 0z)i_0= . oo

( ) [Z]C—O 2Q l_(l+l)l/1_m2 AT ) l/1._.”,2
- [ Ve 1 +(14-2) arcsin 7 —

1
=2 arcsing], jesli o> 1,

gdzie A jest bezwymiarowym obcigzeniem:
(3.14) A = po/Q.
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Interesujgce jest rowniez obliczenie zasiggu strefy odksztalcen plastycznych dla
przypadku, gdy powierzchnia szczeliny, jest wolna od obciazen, a ci$nienia zostaly
przylozone w nieskonczonosci:

gy =0r =0, r=o0
(3.15) B
0z = Pos jesli  z = oo.
W zagadnieniu sprezystym odpowiedni rozklad naprezen otrzymuje si¢ natychmiast
przez proste zlozenie jednorodnego stanu (3.15) z rozwigzaniem uzyskanym uprzed-
nio przy przyjeciu niezerowych (dla stanu naprezenia) warunkéw brzegowych na
powierzchni szczelinyg. W tym przypadku jednakze musimy przedtem dokonaé
pewnej modyfikacji pola naprezen (3.13), mianowicie musimy je okre$li¢ w ten
sposob, aby naprezenie [0:]._o dla m < ¢ < 1 po zloZeniu go ze stanem jednorod-
nym (3.15) nadal bylo réwne stalej O (a nie Q — po, jakby wynikalo z prostego
dodania obydwu standw). Modyfikacja ta dotyczy wigc przede wszystkim warun-
kéw brzegowych (3.1), ktére przybiora obecnie postaé¢ (£ = 0):
Barei0; gedliz=igs 0
—p jesli 0<p<my
3.16) az={ R
Q—po JeSli m<p<l;
W =10 jesli = @ 1.
Postepujac podobnie jak poprzednio dodajemy rozwiazanie dla szczeliny obciazo-
nej na wewngtrznej czeSci powierzchni ci$nieniem — p; do rozwiazania dla szczeliny
obcigzonej na pierfcieniu m < ¢ < 1 napreZzeniem rozciagajacym Q — p,, a na-
stepnie do tak otrzymanego wyrazZenia na [o;],_, dodajemy jednorodne pole (3.15).
Otrzymujemy
(0, jesli O<o<m;
0, jesli m<pop<l;

3.17 0zlr—_0= ———— s
_( ) lozk—o 20 A_I/l_mz A . 1 —m? T
— | ———=———=—— — Aarcsin— Jarcsin |/ — s
4 Vo2 —1 0 2—m2 2|
jesli o > 1.

Wzér (3.17) okresla rozklad naprezen o, w plaszczyznie z = 0 w przypadku, gdy
powierzchnia szczeliny jest wolna od ci$nienl, a jedynym obcigZeniem jest napreze-
nie rozciagajace o, = po, przylozone w nieskornczonosci.

4. Zasieg strefy plastycznej

Punktem wyjSciowym do obliczenia zasiggu strefy plastycznej
“.1) s=a—1
sa wzory (3.13) dla przypadku obcigZenia przyloZonego na powierzchni szczeliny
oraz (3.17) dla obciazenia na zewnatrz szczeliny. Interesuje nas tutaj jedynie rozklad

naprezenia [o2],_o poza brzegiem szczeliny, a wigc dla ¢ > 1. Jednakze, aby lepiej
przedstawi¢ tok rozumowania, wykorzystamy takze wzory (3.10) oraz (3.12).
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Pierwszy z nich przedstawia rozklad naprezeri normalnych [o; (py)],_, pochodza-
cych od cisnienia py na powierzchni kota o promieniu g = m i, jak latwo widaé,
ma osobliwo$¢ w punkcie o = 1. Mianowicie

2
4.2) [0z (POlpo= ——> [ — VT —n] (g — )~P+ ...

T

Drugi sposréd wymienionych wzoréw opisuje rozklad naprezen [o;(Q)]);_o, jakie
wynikaja z zaloZenia, ze wystepuja ciagnigcia Q na pierScieniu m < ¢ < 1; réwniez
tutaj pojawia si¢ osobliwo$¢ w punkcie p = 1:

IaaBey o Y
(4.3) loz (Q)—0= _an_ Vi—m(e—1)""+...

Dodanie obydwu wyrazeni (4.2) i (4.3) pozwala okre$li¢ rozklad naprezeri normal-
nych o, w plaszczyZnie szczeliny, pochodzacych od jednoczesnego dzialania ciénien
Ppo 1 istnienia strefy plastycznej, w ktérej naprezenia o, posiadaja stala wartosé.
Ten wypadkowy rozklad bedziemy oznacza¢ symbolem [o; (py, @));_o, i korzy-
stajac z (4.2) i (4.3) napiszemy

2 ol
GO T ) V—nQ [A— A+DVT—m2) e — D™"P+....

o

Identyczne wyrazZenie otrzymalibySmy rozwijajac funkcje okreslajaca wypadkowe

naprezenia [o; (pg, @)];—o [Wz6r (3.13)] w uogdlniony szereg potegowy w otoczeniu
punktu ¢ = 1. ext

Zasieg strefy plastycznej okre$limy, podobnie jak to uczynit Dugdale dla przy-

padku dwuwymiarowego, zadajac ograniczonosci naprezen [o:],_o W punkcie

o = 1, a zatem zadajac, aby wspoélczynnik w nawiasie prostokatnym w wyrazeniu

(4.4) znikal:

(4.5) A— 1+ V1 —m2=0.
Stad pamietajac ze m = Il/a otrzymujemy
144
(4.6) e
& R

lub tez wstawiajac 4 = p,/Q oraz s = a — I dostajemy ostateczny wzér wiazacy
zasigg strefy plastycznej s z przylozonym wewnatrz szczeliny obcigZeniem p,,
mianowicie:

@.7) ¢ =1(M 1)

l/1+2Po/Q
Postepujac analogicznie, tzn. rozwijajac w uogdlniony szereg potegowy trzecia
sposréd funkeji (3.17) w otoczeniu punktu p =1,

V2 SRR
[o: (Po, Q)]c_oz _;Q_(l — ]/1 — m2) (o — 1)—1[2 af 2
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i przyréwnujac wspblczynnik przy (o — 1)~'2 do zera, otrzymujemy
. 3

4.8) : =——

lub tez

1
4.9 Sl ]
o [Vl—(po/g)z ]
Wzory (4.8) i (4.9) okreslaja zasigg strefy plastycznej dla przypadku, gdy obcigze-
nie przyloZone jest nieskonczenie daleko od szczeliny.

Przeprowadzimy obecnie krétka dyskusje otrzymanych wzoréw. Pierwszy sposrod
nich, tj. wzér (4.6) lub réwnowazny mu wzér (4.7), poréwnamy z analogicznym
wzorem dla przypadku szczeliny obciazonej wewnatrz cis$nieniem pj, uzyskanym
przez M. WNUKA [53] przy uzyciu wariacyjnych metod teorii plastycznosci (przy-
blizone rozwiazanie problemu sprezysto-plastycznego). Rozwiazanie to, jak mozna
bylo si¢ spodziewaé, daje rozmyty obszar odksztalcen plastycznych i na pierwszy
rzut oka rézni si¢ do$¢ znacznie od otrzymanego w niniejszej pracy. Poréwnamy
tu jedynie zasieg strefy plastycznej, ktéry w rozwigzaniu przyblizonym [53] zalezy
od wspolczynnika Poissona:

£ a A2 [ s Y
(4.10) rin 1+2_n2 3 sin2 p+4-4 (1 — 29)2 cos? E]w=wmx+m 5
1<l
a prosta laczaca wierzcholek szczeliny z najdalej polozonym punktem obszaru

plastycznego jest nachylona do plaszczyzny ¢ =0 pod katem
1
(4.11) ¥Ymax = -+ arccos — (1 =292

Kat ten dla » = 1/2 wynosi 90°, natomiast dla » = 0 jest réwny 70°30’. W szcze-
goélnosci dla » = 0,3 otrzymujemy pmax = 86°56’ oraz zasieg strefy plastycznej

a .
4.12) i 140,1686 A2+....
Wzér (4.6) dla malych wartoéci 4 daje
(4.13) e ot - 2
o Toae 2 “+.e .

Obydwa wzory, tj. wzér (4.6) oraz (4.12), zilustrowano graficznie, mianowicie
odpowiada im krzywa 3 oraz krzywa 4 na rys. 5.

Dla obcigzen nieskonficzenie duzych (4 = oo) ze wzoru (4.6) otrzymujemy nie-
skoniczenie duzy zasieg pierScienia poélizgéw plastycznych (a nie dla 2 = 1, jak
w przypadku obcigzen przylozonych na zewnatrz). Asymptotyczne rozwinigcie
funkcji a/l (4.6) w uogélniony szereg potegowy zmiennej 4, gdy A — oo, posiada
postaé '

re 3 51 5t{1\2
fid) %=l/§ [1 i 2(7) 3 3—2(7) +]
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W zakresie poSrednich warto§ci parametru A, tj. dla 0,5 < 4 < 2,5, funkcje (4.6)
mozna z duza dokladno$ci aproksymowaé nastepujacym, liniowym wyrazeniem:

a
(4.15) TR 0,968+-0,186 A.

a/l

160

|
[
® N LF
/

140

4 -
120 / = . -l
z >
10 / -/ f/ =
L | eleithiuca:

100 02 04 06 a8 10 12 14 pa/3
Rys. 5. Zasigeg strefy plastycznej:

obciazenie poza szczeling 1 — plaski stan naprezenia (Dugdale), 2 — tréjwymiarowy
stan napre¢zenia, wzor (4.8), obcigzenie wewnatrz szczeliny osiowo symetrycznej
3 — wzér (4.6), 4 — przyblizenie wg Wnuka [53]

Wzér (4.8) lub (4.9) jest odpowiednikiem wzoru Dugdale’a dla przypadku troj-
wymiarowego stanu naprezenia, jaki powstaje w poblizu brzegéw osiowo-symetrycz-
nej szczeling. Aby moéc lepiej poréwnaé obydwa wzory, napiszemy rOwniez ich
rozwinigcia w szeregi potggowe w otoczeniu punktu A =0 oraz 1 = 1 (obydwie
funkcje posiadaja dla 4 = 1 asymptote pionowa), mianowicie: wzér Dugdale’a (2.5)

Sm4

2
che .
1+ 3 A+788

# = A+, jesli A< 1;
(4.16 batiy o= sy [y 2=
(4.16) ;= sec 2

2
;(l — )14, jesli A —1
oraz wzér (4.8)

1 3
1+ —=24+—-24+.., jesli 1<1;
a 2 8
4.17) = (1 — )12 =

'/—5(1 ) L jesli A — 1.
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Gdy A — 1, otrzymujemy nieskorniczenie duzy zasieg strefy odksztalcen plastycz-
nych. Jest to przypadek tzw. uplastycznienia dalekiego zasiggu (zniszczenie nastepuje
woéwczas na drodze pelnego wyczerpania no$noéci granicznej materiatu), ktére
moze by¢ realizowane jedynie przy braku wzmocnienia (material idealnie sprezysto-
plastyczny) i przy bardzo wolno narastajacym obciazeniu, tak aby wplyw szybkosci
odksztalcenia na granicg plastycznosci mozna bylo pomingé. Przy wigkszych szyb-
kosciach uwalniania energii sprezystej (gdy wzrost granicy plastycznosci jest do-
stateczny, aby maksymalne naprezenia normalne osiagnely warto$¢ wytrzymatoscei
na zerwanie) uplastycznienie. dalekiego zasiegu nie wystapi i peknigcie nosi charakter
kruchy (por. prace FROSTA i PHILLIPSA [14] oraz OrowaNA [37]).

Krzywe odpowiadajace wzorom (4.16) i (4.17) przedstawia rys. 5 (krzywe 1 i 2).
Na zakoniczenie wartoéci liczbowe bezwymiarowego zasiggu strefy plastycznej
a/l dla réznych obciazen bezwymiarowych 4 = p,/Q, wynikajace ze wzoru Dug-
dale’a, ze wzoru M. WNUKA oraz z obydwu wzordéw (4.6) i (4.8), wyprowadzonych
W niniejszej pracy, zestawiono w tablicy 1.

Tablica 1. Zasieg strefy plastycznej jako funkcji obciazenia

Obciazenia przylozone Obciazenia wewnatrz

a Z Zewnatrz szczeliny
0 |

o |W#br Dugda-l o o 48) | wabr 46) | Waor 4.12)

le’a (4.16) 4 g b

all all all all

0,1 1,0124 1,0050 1,0042 1,0017
0,5 1,4142 1,1547 1,0607 1,0422
0,75 2,6131 1,5119 1,1068 1,0948
0,9 6,3938 2,2941 1,1355 1,1366
0,95 12,7519 3,2030 1,1451 1,1522
0,99 63,3071 7,0871 1,1528 1,1652
1,00 oo oo 1,1547 1,1686
1,5 = ol 1,2500 &
2,0 — s 1,3416 —
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Pe3poMme

IUIACTUYECKASL JE®OPMALIMSL BOKPYI OCECMMMETPUYECKOI TPEIVHBI,
MPEJACTABJIEHHOM MOJEJIBIO JATIAVUIS

Bo BBegenum, kpaTko, obcyxkpmaercs psi paboT ApYrMx aBTOPOB, KACAIOLIMXCS HEPacmpoc-
TPAHSIOUMXCA TPEUMH. 3aTeM MpeAIaraeTcs Crnocod ompefencHusl IIaCTHYECKOM obmacti (mo
Jlarmaiinio) B cinyyae ABYXMEPHOM 3a/aud; Jajiee OnpenesseTcsi 00IacTh pacmpeesieHus [iacTu-
YyeckuX medopMammM IS OCECHMMETPUHYECKOH TPELIMHBI B MPCCTPAHCTBE U3 WACATBHO YOPYro-
TUTACTHYECKOTO MaTepHaa.

Cocrasnero Tabnumy obnacreit mIacTHYECKON 30HBI B QyHKLMK HATPY3KH, H AUArpaMmy Ha
KOTOPOI}i CPABHMBAIOTCSI KPUBBIE PACIpPe/ieNeHHs O0MACTH IIACTHYECKOH AedopMauyu onpeneneH-
HBIE 1O YeThIpeM hopmynam.
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Summary

PLASTIC STRAIN AROUND AN AXIALLY SYMMETRIC CRACK REPRESENTED
BY THE DUGDALE MODEL

The introduction contains a brief discussion of a number of works of other authors concerning
non-propagating cracks. Next, the method for determining the plastic region (according to
Dugdale) is described in the case of the two-dimensional problem. The subsequent part of the paper
is devoted to the determination of the range of plastic strain for an axially symmetric crack in
a perfect elastic-plastic body.

The paper contains a table of the extent of plastic zone in function of the load and a diagram
confronting the curves of the distributions of plastic strain zones computed by means of four
formulae.

ZAKLAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGLYCH
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN
I POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 15 czerweca 1965 r.



