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1. Sformulowanie zagadnienia

W procesie wypierania jednej cieczy przez druga w osrodku porowatym przy
zalozeniu, Ze obie ciecze nie mieszaja si¢ ze soba, powstaje strefa przejéciowa,
w ktorej obie ciecze «przenikaja sig» nawzajem.

W obszarze strefy przejéciowej mamy do czynienia z jednoczesna filtracjg cieczy
niejednorodnych.

Przeplyw cieczy niejednorodnych w osrodkach porowatych z reguly jest nie-
ustalony. Takie parametry fizyczne cieczy, jak cigzar wlasciwy i lepko$é, sa stale,
natomiast predko$¢ filtracji, wydatek i ci$nienie ztoZowe poszczegdlnych cieczy
sa funkcjami polozenia i czasu.

W dalszych rozwazaniach przyjmujemy nast¢pujace zalozenia: 1) osrodek poro-
waty jest jednorodny i nieodksztalcalny; 2) w o$rodku porowatym wystepuja tylko
dwie ciecze przenikajace si¢ nawzajem, ale nie mieszajace si¢ ze soba, np. woda
i ropa naftowa; 3) obie ciecze sa nieci§liwe (¢ = const); 4) przeplyw kazdej cieczy
jest ciagly; 5) pole predkosci nie ma punktéw osobliwych (Zrédel i upustéw); 6) ruch
obu cieczy jest jednowymiarowy; 7) temperatura ztoza oraz przeptywajacych cieczy
jest- stala; 8) znane sa empiryczne zalezno$ci: wspélczynniki wzglednych prze-
puszczalnosci Fy (o) i Fr(o) oraz ci$nienia kapilarnego pr (o).

Przy tych zalozeniach zostanie wyprowadzone ogélne rdéwnanie rézniczkowe
opisujace rozktad wodonasycenia w strefie przejsciowe;j.

2. Wyprowadzenie ogélnego réwnania rozkladu wodonasycenia w strefie przejSciowej

W zagadnieniu wypierania jednej cieczy przez druga w osrodku porowatym
w ogdélnym przypadku bedziemy mieli pie¢ niewiadomych funkcji. Nieznanymi
funkcjami beda: ci$nienie p; (x, f) w kazdej cieczy, wektor predkosci filtracji vs (x, )
dla kazdej cieczy oraz wodonasycenie osrodka porowatego o (x, 7).

Azeby dane zagadnienie w caloéci rozwiazaé, nalezy zestawi¢ uktad tylu réwnan,
ile wystgpuje nieznanych funkcji i wyznaczyé kazda z nich jako funkcj¢ polozenia
i czasu.

Réwnaniami wyjéciowymi dla procesu wypierania np. ropy naftowej przez wodg
z ofrodka porowatego, sa nastepujace:
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réwnania ruchu

k opw
2.1) Vy = ,u — (0')( + ywsin a)
oraz
k
2.2 Vp = — ; Fr(a)( -+ y, sin a)

réwnania okreslajace ci$nienie kapilarne
opw 4 opr 0pk

(2.3) Pu{ = pr + Pk lub E = E Ox
réwnania ciaglosci

04 000Uy —n c)o' 0y

@4 e Y, MY

gdzie m oznacza wspélczynnik porowato$ci, k wspdlczynnik przepuszczalnosci

oSrodka porowatego, o (x, t) wodonasycenie w strefie przejéciowej, jako funkcje

polozenia i czasu, vy, vy predkosé filtracji odpowiednio dla ‘wody i ropy, pw, pr

ci$nienie ztozowe dla wody i ropy, pi ci$nienie kapilarne, pw, pr dynamiczny wsp6t-

czynnik lepkosci, yw, yr cigzar wlasciwy wody i ropy oraz F,, F, wspolczynniki

wzglednych fazowych przepuszczalnoéci jako funkcje wodonasycenia o (x, 7).
Odejmujac stronami réwnania (2.4); i (2.4), otrzymujemy

0
: a (‘Uw + ‘vf) - 0 ’
czyli
@:5) o = vy = v (f) = const wzgledem x,
gdzie prawa strona jako stala catkowania wzgledem x moze by¢ funkcja pozostalej

zmiennej £. W szczegdlnym przypadku wypierania stala iloscia wody (stalym nateze-
niem wtlaczanej wody) funkcja

(2.6) o (f) = const.

Poniewaz poszukujemy funkcji ¢ = o (x, t) wiec z powyzszego ukladu réwnan
musimy wyeliminowa¢ vy, 07, pw 1 Pr.
W tym celu przeksztalcamy réwnania (2.1) i (2.2):

oﬂ” = - in % PR - % sin a
ox  kFy(o) Vw — Yw SN @, 2% TE) e :
nastgpnie odejmujemy je stronami; uwzgledniajac réwnanie (2.3);, otrzymujemy
apk MUr Hw .
ox kF,-(«z)) ka () U + (yr — yw)sina.

Podstawiajac vy = v (f) — v oraz C = uw/pr znajdziemy

opr HMr Mr

Fy Y
Rl R T T (1 % CFw) wt (7’_ ”“’) siat
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Wprowadzajac oznaczenie

g e
CFy  fulo)
otrzymamy
kFr(O') [01)1; ) ] 1
7 7 + (Yyw — pr)sine | =o(7) —vwm.
Stad

kFr (0') [ ()pk

Vo= {v(t) = e + (yw — yr)sina ] lfW(G)

Mr
Rézniczkujac stronami ostatnie réwnanie otrzymamy

0T dfu 00k

2.7 §=7)(t) ———_{fw(U)Fr(o')[pk( 2

+ (yw— yr)sin a] }

Obliczona pochodng podstawiamy do réwnania (2.4); i otrzymujemy ostateczna
posta¢ poszukiwanego réwnania rézniczkowego:

i (0)

oo k
28) m—tol)———= {fw(o') Fr(G)[ g2

ot do 0x  ur ox

+ (w —y,)sina]} = 0.

Jest to ogélna postaé réwnania wyznaczajacego funkcje o (x, £) przy uwzgled-
nieniu ci$nienia kapilarnego i wplywu sit cigzkosci.

3. Szczegélne przypadki réwnania ogdlnego

Mozna zauwazyé, Ze réwnanie (2.8) obejmuje znane w literaturze rdwnania,
ktore sa szczegblnymi przypadkami wypierania jednego plynua przez drugi w oérodku
porowatym.

Istotnie, jezeli pominiemy wplyw sit grawitacji (a = 0), to otrzymamy réwnanie
Leasa — Rapoporta [1]

3.1 29,y iy IS s £ F =0,

0 "ot v do ox b c)x[f"’(o) ,(a)]

Jezeli pominiemy wplyw ci$nienia kapilarnego (p., = pr) i wplyw sit grawitacji,
to otrzymamy réwnanie Buckleya i Leveretta [2]

dfw 00
(3.2) m—+~v(z)———=0

Jezeli natomiast bedziemy rozpatrywali przypadek wchianiania jednej cieczy
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przez druga v (f) = 0 pod wplywem sil kapilarnych pi (¢) # const przy a =0,
to otrzymujemy réwnanie

Jo

k o
(3.3) e oy =2 [fw(0) Fr (c)] =

ktére posiada rozwiazanie samoodwzorowujace podane przez Ryzika [3].

4. Okreslenie typu réwnania ogoélnego

Azeby powiedzie¢ co$ na temat mozliwosci rozwigzania otrzymanego ogélnego
réwnania, nalezy okresli¢ jego typ.

Zauwazmy, Zze w réwnaniu (2.8) wyraz (y» — yr)sin a jest wielkoscig stala,
natomiast pochodng dfy/do dla danych funkcji Fy (o) i Fy (o) oraz stosunku g/ pr
mozemy traktowaé jako znana funkcje. Wobec czego wprowadzamy oznaczenia

df
(4.1) h(@) = ——, c¢=(uw—y)sina.

Uwzgledniajac (4.1) w réwnaniu (2.8) mozemy napisaé

oo do k { [Pk() ]}
4.2) m—a—t-i-v(t)h(o)?x——lu—a fw(0) Fr(0) + el ¢ =05

Obliczajac pochodna ostatniego wyrazu, otrzymujemy

0 0 k o)
69 mor+ o0 e~ || (o) || 22 + ] +

2171:( )}

+ fw(0) Fr (o) =0.

Obliczmy wystepujace w ostatnim réwnaniu pochodne cisnienia kapilarnego
P = pr(0) pamigtajac, Zze o = o(x, ). Mamy
opk dpr oo
ox  do ox
oraz

o 0 (dpk 00‘) A% (00 )2 dpk 020
0x2  ox \do ox| do2 \ox 00 ox2’

Podstawiajac obliczone pochodne do réwnania (4.3) otrzymujemy

() dfw Fy Oc
(4.4) -l—'v(t)h(o' ———{[——Fr(a)—i—fw(a) ]

dpr Oc 2py; ( do‘) dpy: 020] } -
"(Eo—ﬂ)”w("”r‘“)[daz i e 2 9
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Porzqdkujqc ostatnie réwnanie wzgledem pochodnych funkcji a (x, 1), otrzymujemy

i dpr 0
+v(t)h(o‘)— = —{3;[—5(“) +fo ( ;: az ¥ C) -
.pk. oo
+fw(0')Fr(¢7) (a) +fw(0')Fr(0') d 2 2}
i nastepnie
o0 k | dfw do
m—- {'u(t)h(a)——c _Fr(6)+fw }ax t
5 d 0
{fw(O’)Fp(O’) A2 —_l:;if(; Fr(o') +fw(0') ] pk}(a::) +

; dpk 020

‘*‘fw(U)Fr(U)W w=

Wprowadzajac oznaczenia

k | dfw dFy
Li(0) =v()h(n) — e [— Fr(0) + fuw(0) —]
2

do?

w d)
"“—[ i Fr(0)+fw(0)_ ﬂ

L, (0) = fuw(o) Fr(0) —— do ’

d,
Ly(0) = fu(0) Fylo)

otrzymujemy ostateczna postaé rownania opisujacego rozkiad wodonasycenia
w strefie przejSciowej:

2

do o 0%¢
(45) m—‘+L1(G) +L7(0‘)( ) +L3(0’)a—xz=0,

gdzie, jak tatwo zauwazy¢ z wprowadzonych oznaczen, funkcje bgdace wspol-
czynnikami w réwnaniu sa znanymi funkcjami zaleznymi od poszukiwanego roz-
kladu wodonasycenia o (x, ?).

Widzimy, ze réwnanie (4.5) jest quasi-liniowym czastkowym réwnaniem réznicz-
kowym typu parabolicznego o wsp6lczynnikach zaleznych od poszukiwanej funkcji.
Wiadomo, e w obecnym stanie nauki o réwnaniach rézniczkowych czastkowych
nie potrafimy wyznaczy¢ $cistych rozwigzan réwnania tego typu. Mozemy szukaé
rozwigzania za pomoca metod numerycznych.

5. Warunki poczatkowe i brzegowe

" Dla pelnego sformulowania problemu nalezy réwnanie (4.5) uzupelni¢ warun-
kami poczatkowymi i brzegowymi.
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Wiemy, ze przy poczatkowym styku wody z ropa istnieje strefa przejéciowa,
wewnatrz ktérej nasycenie woda maleje. Uwzgledniajac ten fakt formutujemy
nastgpujacy warunek poczatkowy: przyjmujemy, ze funkcja o jest monotonicznie

malejaca od pewnej wartoéci oy w
o4 miejscu wtlaczania x =0 do pew-
nej warto$ci granicznej o, daleko
od miejsca wtlaczania (rys. 1):
o(x,0)=g(x) dla x > 0.

Warunki brzegowe okreslamy
w sposob nastepujacy:

o(x,f) = 6y = const dla x =0,

- o(x, f) = 0, = const dla x — oo.

Rys. 1. Warunek poczatkowy rozkladu nasycenia Mamy wigc zagadnienie miesza-

ne z warunkami poczatkowymi i
brzegowymi I rodzaju. Istnienie i jednoznaczno$¢ rozwigzania réwnania réznicz-
kowego quasi-liniowego typu parabolicznego (4.5) przy sformulowanych warun-
kach poczatkowych i brzegowych dowiedziono w pracy [4].

6. Uwagi koncowe

W celu wyznaczenia efektywnego rozwiazania réwnania (4.5) ze sformutowa-
nymi warunkami poczatkowymi i brzegowymi musimy uciec si¢ do przyblizonych
metod numerycznych dla réwnan tego typu stosujac np. réznicowg metode siatek
[5] lub metode prostych [6].

Dla réznicowej metody siatek J. DoucLAs podaje w swoich pracach [7 i 8]
numeryczny sposéb rozwigzywania réwnan rézniczkowych quasi-liniowych para-
bolicznych stosujac modyfikacje Crank-Nicolsona zwyklej metody réznicowej
w celu osiagnigcia stabilno$ci rozwigzania. W pracy powyzszej jest podany dowod
stabilnoéci i zbiezno$ci proponowanej metody.

Zastosowanie metody prostych do quasi-liniowych réwnan typu parabolicznych
wraz z dowodem stabilnosci i zbiezno$ci podat B. M. Bupak [9].

Opracowanie szczegélowego numerycznego rozwigzania réwnania (4.5) dla
postawionego zagadnienia jest przedmiotem obecnej pracy autora.
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Pe3ome

JNODPEPEHIIVAJIBHBIE YVPABHEHUS ®UJIBTPALIUU
HEOJHOPO/HBIX XUAKOCTEN

JUTs NPHHATHIX “TPEIONIOKE U BBIBOAUTCS obuiee mudbepeHnuansHoe ypaBHEHHE, OMHCHI-
BAIOIEe PACMIPE/IC/ICHAE HACBILICHNS B [IEPEXOIHOM 30HE B MPOLECCE BEITECHEHMSI OMHOM XKHIKOCTH
C MOMOUIBIO APYTroii, B OMHOPOMHOM MOPHCTOM CPE/IE, IPH yYeTe KamWIISPHOTO AABJICHUS B BIIMS-
HHSI CHJI TSDKECTH.

TIoKa3aHO, YTO YACTHBIMM CIIy4asiMM, BBIBEJICHHOIO YPABHCHHS, SBISIOTCA YDABHCHMS, M3«
BECTHBIE M3 nuTepaTypsl. OOmiee ypaBHEHHE CBOXUTCS K KAHOHMYECKOM (GopMe M JOMONHSETCS
HAYaJIbHHIMH ¥ KPAaeBBIMM YCIIOBHSIMM, [UIsi PACCMATPHMBAEMOTO (DU3MYECKOTrO SIBIICHHMSI.

Summary

DIFFERENTIAL EQUATION OF FILTRATION OF A NONHOMOGENEOUS LIQUID

General differential equation is derived, with certain assumptions, for the distribution of satura-
tion in the transition zone during an expulsion process of a liquid by another one in a homogeneous
porous body, taking into consideration the capillary pressure and the influence of gravity forces.

It is shown that the equations known from the literature are particular cases of the equation
derived. The general solution is reduced to the canonical form and completed with the initial and
boundary conditions of the physical problem under consideration.
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