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l. Sformułowanie zagadnienia 

W procesie wypierania jednej cieczy przez drugą w ośrodku porowatym przy 
założeniu, że obie ciecze nie mieszają się ze sobą, powstaje strefa przejściowa, 
w której obie ciecze «przenikają się» nawzajem. 

W obszarze strefy przejściowej mamy do czynienia z jednoczesną filtracją cieczy 
niejednorodnych. 

Przepływ cieczy niejednorodnych w ośrodkach porowatych z reguły jest nie
ustalony. Takie parametry fizyczne cieczy, jak cięźar właściwy i lepkość, są stałe, 
natomiast prędkość filtracji, wydatek i ciśnienie złożowe poszczególnych cieczy 
są funkcjami położenia i czasu. 

W dalszych rozwaźaniach przyjmujemy następujące założenia: l) ośrodek poro
waty jest jednorodny i nieodkształcalny ; 2) w ośrodku porowatym występują tylko 
dwie ciecze przenikające się nawzajem, ale nie mieszające się ze sobą, np. woda 
i ropa naftowa; 3) obie ciecze są nieściśliwe (e = const); 4) przepływ każ:dej cieczy 
jest ciągły; 5) pole prędkości nie ma punktów osobliwych (źródeł i upustów); 6) ruch 
obu cieczy jest jednowymiarowy; 7) temperatura złoża oraz przepływających cieczy 
jest· stała; 8) znane są empiryczne zależności: współczynniki względnych prze
puszczalności Fw((J) i Fr«(J) oraz ciśnienia kapilarnego Pk «(J). 

Przy tych założeniach zostanie wyprowadzone ogólne równanie różniczkowe 
opisujące rozkład wodonasycenia w strefie przejściowej. 

2. Wyprowadzenie ogólnego równania rozkładu wodonasycenia w strefie przejściowej 

W zagadnieniu wypierania jednej cieczy przez drugą w ośrodku porowatym 
w ogólnym przypadku będziemy mieli pięć niewiadomych funkcji . Nieznanymi 
funkcjami będą: ciśnienie Pi (x, t) w każdej cieczy, wektor prędkości filtracji Vi (x, t) 
dla każdej cieczy oraz wodonasycenie ośrodka porowatego (J (x, t). 
Ażeby dane zagadnienie w całości rozwiązać, należy zestawić układ tylu równań, 

ile występuje nieznanych funkcji i wyznaczyć każdą z nich jako funkcję położenia 
i czasu. 

Równaniami wyjściowymi dla procesu wypierania np. ropy naftowej przez wodę 
z ośrodka porowatego, są następujące: 
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równania rucbu 

(2.1) k (OPw ) Vw = - f-tw Fw(a) a; + Yw sina 

oraz 

(2.2) k (opr ',) 
Vr = - f-tr Fr{a) Ox + Yr sma ; 

równania określające ciśnienie kapilarne 

(2.3) Pw = pr + Pk lub 

równania ciągłości 

(2.4) 
oa OVr 

m---=O ot Ox ' 

gdzie m oznacza współczynnik porowatości, k współczynnik przepuszczalności 

ośrodka porowatego, a (x, t) wodonasycenie w strefie przejściowej, jako funkcję 
położenia i czasu, vw, Vr prędkość filtracji odpowiednio dla 'wody i ropy, Pw, pr 
ciśnienie złożowe dla wody i ropy, Pk ciśnienie kapilarne, f-tw, f-tr dynamiczny współ
czynnik lepkości, Yw, Yr ciężar właściwy wody i ropy oraz Fw, Fr współczynniki 
względnych fazowych przepuszczalności jako funkcje wodonasycenia a (x, t). 
Odejmując stronami równania (2.4)1 i (2.4)z otrzymujemy 

o 

czyli 
ox (vw +vr) = O, 

(2.5) Vw = Vr = v (t) = const względem x, 

gdzie prawa strona jako stała całkowania względem x może być funkcją pozostałej 
zmiennej t. W szczególnym przypadku wypierania stałą ilością wody (stałym natęże
niem wtłaczanej wody) funkcja 

(2.6) v (t) = const . 

Ponieważ poszukujemy funkcji a = a (x, t) więc z powyższego układu równań 
musimy wyeliminować v w, Vr, pw i pr. 

W tym celu przekształcamy równania (2.1) i (2.2): 

0pw f-tw . OPr f-tr . 
~ = - kFw (a) Vw - yw sm a, Ox = - kFr(a) Vr - Yr sm a, 

następnie odejmujemy je stronami; uwzględniając równanie (2.3)1> otrzymujemy 

Podstawiając 

OPk 
ox 7" 

OPk f-tr f-tw . 
ox = kFr(v) Vr - kFw(a) Vw + (yr - Yw) sma. 

Vr = V (t) - Vw oraz C = f-tw/f-tr znajdziemy 

f-tr f-tr ( Fr ) ( ) . 
kFr(a) v(t) - kFr(a) 1 * CFw Vw + Yr - Yw Sina. 
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Wprowadzając oznaczenie 

Fr l 
1+-=--

CFw iw (a) 

otrzymamy 

Stąd 

{ 
kFr(a) [OPk . ]1 

Vw= v (t) - [tr OX + (Yw - Yr)sma fiw(a). 

Różniczkując stronami ostatnie równanie otrzymamy 

oVw diw oa k o { . [oPk(a) . ]} 
(2.7) ~ = v (t) da ~ - -;;; ox iw{a)Fr(a) ~ + {Yw- Yr)sma . 

Obliczoną pochodną podstawiamy do równania (2.4h i otrzymujemy ostateczną 
postać poszukiwanego równania różniczkowego: 

(2.8) 
011 diw 011 k o { [OPk «(1) 

m-+v(t)----- iw(a)Fr{a) --+ ot da OX /-tr OX . ox 

+ {Yw - Yr) sin a] } = O. 

Jest to ogólna postać równania wyznaczającego funkcję 11 (x, t) przy uwzględ
nieniu ciśnienia kapilarnego i wpływu sił ciężkości. 

3. Szczególne przypadki równania ogólnego 

Można zauwazyc, ze równanie (2.8) obejmuje znane w literaturze rownania, 
które są szczególnymi przypadkami wypierania jednego płynu przez drugi w ośrodku 
porowatym. 

Istotnie, jeżeli pominiemy wpływ sił grawitacji (a = O), to otrzymamy równanie 
Leasa - Rapoporta [1] 

oa diw da k o OPk 
m -;- + v (t) -d -:;- - - ~ [iw (a) Fr(I1)] ~ = O. 

ut a uX [trUX uX 
(3.1) 

Jezeli pominiemy wpływ ciśnienia kapilarnego (Pw = Pr) i wpływ sił grawitacji, 
to otrzymamy równanie Buckleya i Leveretta [2] 

(3.2) 
011 diw 011 

mi)i + v (t) dl1 OX = o. 

Jeżeli natomiast bęaziemy rozpatrywali przypadek wchłaniania jednej cieczy 
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przez drugą v (t) = O pod wpływem sił kapilarnych Pk (O') =I: const przy a = O, 
to otrzymujemy równanie 

(3.3) 
00' k o OPk 

m--;- - --:;-U'w(O')Fr(O')]--;-- = O, 
ut flr uX uX 

które posiada rozwiązanie samoodwzorowujące podane przez RYŻIKA [3]. 

4. Określenie typu równania ogólnego 

Ażeby powiedzieć coś na temat możliwości rozwiązania otrzymanego ogólnego 
równania, należy określić jego typ. 
Zauważmy, że w równaniu (2.8) wyraz (Yw - Yr) sin a jest wielkością stałą, 

natomiast pochodną d/w/dO' dla danych funkcji Fw (O') i Fr (O') oraz stosunku fl w/flr 
możemy traktować jako znaną funkcję. Wobec czego wprowadzamy oznaczenia 

(4.1) 
d/w 

h(O') = dO" e=(Yw-Yr)sina. 

Uwzględniając (4.1) w równaniu (2.8) możemy napisać 

(4.2) m 00' + v(t)h (O')~ _ ~ ~{fw(O')Fr(O') [OPk (O') + e]} = O. 
ot OX flr OX . OX 

Obliczając pochodną ostatniego wyrazu, otrzymujemy 

Oblic:łimy występujące w ostatnim równaniu pochodne ciśnienia kapilarnego 
Pk = Pk (O') pamiętając, ze O' = O'(X, t). Mamy 

OPk dpk 00' 

OX dO' ox 

oraz 

02Pk = !-. (dPk ~) = d2Pk (~)2 + dpk 020' 
Ox2 ox dO' ox d0'2 OX 00' ox2' 

Podstawiając obliczone pochodne do równania (4.3) otrzymujemy 

(4.4) 
00' 00' k {[ d/w 00' dFr 00'] 

m- + v(t)h(O')--- - - Fr(O')+/w(O')-- x 
ot ox fl r dO' OX dO' ox 
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Porządkując ostatnie równanie względem pochodnych funkcji a (x, t), otrzymujemy 

(Ja (Ja k { (Ja [d/w dFr] (dPk (Ja ) 
m-+v(t)h(a)--- -- --Fr(a) + / w(a)- --+c + 

(Jt (Jx f-tr (Jx da da da (Jx 

d2Pk ((Ja)2 dpk (J2a } + /w(a) Fr (a) da2 (Jx + / w(a) Fr (a) da (Jx2 = O 

i następnie 

{ 
d2Pk k [d/w dFr] dPk }( (Ja)2 

+ / w(a)F,.{a) da2 - f-tr da Fr(a) + / w(a) da da ~ + 

. dpk (J2a 
+ .fw(a)Fr(a) da (Jx2=O. 

Wprowadzając oznaczenia 

k l d/w dFr] 
Lt(a) = v (t) h (t) - f-tr C da Fr(a) + / w(a) da ' 

d2Pk k l d/w dFr] dpk 
L2(a) = /w(a) Fr(a) da2 - p; da Fr(a) + / w(a) da da' 

dpk 
L3 (a) = /w(a) Fr(a) da' 

otrzymujemy ostateczną postać równania opisującego rozkład wodonasycenia 
w strefie przejściowej: 

(Ja (Ja ( (Ja)2 (J2a 
(4.5) mTt+Ll(a)~ + L2(a) (Jx +L3(a) (Jx2 =O, 

gdzie, jak łatwo zauważyć z wprowadzonych oznaczeń, funkcje będące współ

czynnikami w równaniu są znanymi funkcjami zaleźnymi od poszukiwanego roz
kJadu wodo nasycenia a (x, t). 

Widzimy, że równanie (4.5) jest quasi-liniowym cząstkowym równaniem róźnicz
kowym typu parabolicznego o współczynnikach zaleŹllych od poszukiwanej funkcji. 
Wiadomo, że w obecnym stanie nauki o równaniach różniczkowych cząstkowych 
nie potrafimy wyznaczyć ścisłych rozwiązań równania tego typu. Możemy szukać 
rozwiązania za pomocą metod numerycznych. 

5. Warunki początkowe i brzegowe 

. Dla pełnego sformułowania problemu należy równanie (4.5) uzupełnić warun
kami początkowymi i brzegowymi. 
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Wiemy, że przy początkowym styku wody z ropą istnieje strefa przejsclOwa, 
wewnątrz której nasycenie wodą maleje. Uwzględniając ten fakt formułujemy 

następujący warunek poc~tkowy: przyjmujemy, że funkcja a jest monotonicznie 
malejąca od pewnej wartości a~ w 

tS ~ miejscu wtłaczania x = O do pew
nej wartości granicznej aoo daleko 

6'; od miej sca wtłaczania (rys. 1) : 
a(x, O) = g (x) dla x ~ O. 

~ --------------------

Warunki brzegowe określamy 

w sposób następujący: 

a (x, t) = a~ = const dla x = 0, 

a (x, t) = aoo = const dla x -')- 00. 

Rys. 1. Warunek początkowy rozkładu nasycenia Mamy więc zagadnienie miesza-
ne z warunkami początkowymi i 

brzegowymi I rodzaju. Istnienie i jednoznaczność rozwiązania równania różnicz

kowego quasi-liniowego typu parabolicznego (4.5) przy sformułowanych warun
kach początkowych i brzegowych dowiedziono w pracy [4]. 

6. Uwagi końcowe 

W celu wyznaczenia efektywnego rozwiązania równania (4.5) ze sformułowa

nymi warunkami początkowymi i brzegowymi musimy uciec się do przybliżonych 
metod numerycznych dla równań tego typu stC5sująC np. różnicową metodę siatek 
{5] lub metodę prostych [6]. 

Dla różnicowej metody siatek J. DOUGLAS podaje w swoich pracach [7 i 8] 
numeryczny sposób rozwiązywania równań różniczkowych quasi-liniowych para
bolicznych stosując modyfikację Crank-Nicolsona zwykłej metody różnicowej 

w celu osiągnięcia stabilności rozwiązania. W pracy powyższej jest podany dowód 
stabilności i zbieżności proponowanej metody. 

Zastosowanie metody prostych do quasi-liniowych równań typu parabolicznych 
wraz z dowodem stabilności i zbieżności podał B. M. BUOAK [9]. 

Opracowanie szczegółowego numerycznego rozwiązania równania (4.5) dla 
postawionego zagadnienia jest przedmiotem obecnej pracy autora. 
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Pe3łOMe 

,IJ;M <I> <I> EPEHI..I;IIAJIhHhIE YP ABHEHlUI <I> IDIh TP AU;MlI 
HEO,IJ;HOPO,IJ;HhIX )l(lI,IJ;KOCTEH 

,IJ;JlR lIpHHSlTbIX ·rrpe.z:\lIoJ!oJiCeHHlł BbIBO):(HTClI o6m:ee ):(HcPcPepenwraJlbHOe ypaBHeHHe, OllHCbl
BałOll\ee pacrrpeAeJleHJ1e HaCbIll\eHHSl B rrepexo.lJ.Hoi!: 30Re B rrpol\eCce BbITeCReHHSl 0.lJ.H0i!: JiCH.lJ.KOCTH 
C rrOMOll\błO .z:\pyroH, B O,n;HOPO,n;Holi: rropHCTOH cpe,n;e, rrpH y'l.eTe XarrHJIJISlpHOrO .z:\aBJIeHHSI B BJlHSI
HIDI CHn TRJiCeCTH. 

IIoxa3aHo, 'I.TO 'I.aCTHblMH cny'ialIMJI, BbIBe.u;eHHoro ypaBHeHHSl, lIBJllIłOTClI ypaBHeHID!, H3-
BeCTHble H3 JllITepaTYpbl. 061l\ee ypaBHeHHe CBO):(HTClI K KaHOIm'IeCKoi!: cPopMe H .z:\orrOJIHHeTClI 
Ha'l.aJlbHblMH H KpaeBbIMH ycnoBłIlIMJI, .z:\JIlI paCCMaTpHBaeMoro cPH3H'1.eCKOrO HBJIeHHSl. 

Summary 

DlFFERENTIAL EQUATION OF FILTRATlON OF A NONHOMOGENEOUS LIQUlD 

General differential equation is derived, with certain assumptions, for the distribution of satura
tion in the transition zone during an expulsion process of a liquid by another one in a homogeneous 
porous body, taking into consideration the capillary pressure and the influence of gravity forces. 

It is shown that the equations known from the literature are particular cases of the equation 
derived. The general solution is reduced to the canonical form and completed with the initial and 
boundary conditions of the physical problem under consideration. 
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