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1. W pracy mmeJszej zaJmlemy się zagadnieniem numerycznego wyzna
czenia wielkości statycznych (tj. momentów zginających i sil tnących) ·dla 
zginanej płyty ortotropowej . W szczególności interesować nas będą te przy
padki ortotropii, w których współczynnik Q [por. wzór (2.1)] jest mniejszy 
od jedności. Wtedy w równaniach (2.4) i (2.5) występują współczynniki 
p i 22 zespolone, co w pewnym stopniu komplikuje zadanie. . 

Otrzymane z równań różniczkowych (~.4) i (2.5) (przy pomocy zasad 
rachunku różnic skończonych) układy równań a)ge~raicznych liniowych 
o współczynnikach zespolonych rozwiązywać można drogą iteracji; w pracy 
przytoczono dwa schematy iteracyjne mogące służyć temu celowi. 

2. Równanie różniczkowe ugięcia płyty ortotropowej, obciążonej prosto
padle do swej płaszczyzny, można przedstawić w postaci, [1], 

(2.1) . 

W równaniu tym wprowadzono oznaczema 

Poza tym przez D" i Dy oznaczono sztywności płyty na zgmame ZWIą
zane z kierunkami x i y: 

a przez H wielkość związaną ze sztywnością płyty na skręcanie: 

Go jest modułem odkształcenia postaciowego materialu ortotropowej płyty, 
E" i Ey są modułami sprężystości w kierunkach osi x i !I, m" i my odwrot
nościami wspólczynników P o i s s o n a 'II)'. j 'IIIJ w tych kierunkach, h jest 
grubością płyty, p(x,y) obciążeniem oraz w ugięciem płyty. 
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Równanie (2.1) przedstawić można w postaci operatorowej 

(2.2) 

Tutaj 

(2.3) { 
fJ2 = E2«l + V l/' -1), 

"(2 = E2«l- V (l2 - 1). 

J ak wynika z równań (2.3), rozpatrzyć można trzy przypadki w zależ
ności od wielkości parametru (l. 

Przypadek 1. (l> 1. fJ2 i ..(2 są liczbami rzeczywistymi i wyrażają się 
bezpośrednio wzorami (2.3). 

Przypadek 2. (l = 1. Wtedy fJ2 =..(2 = f.2, a równanie (2.1) przez pod
stawienie x = ES przekształcić można w sposób następujący: 

Jest to równanie płyty izotropowej. 

Przypadek 3. (l < 1. [12 i "(2 są liczbami zespolonymi 
wzoramI 

gdzie 

fJ2 = Xl + i "2' 

..(2 = "1 - ix2 , 

wyrażają SIę 

W granicy, przy (l = O, co odpowiada zagadnieniu płyty ortotropowej 
posiadającej charakter gęstożebrowego rusztu, 

[12= - ..(2= if.2, 

a równanie (2.1) przybiera postać 

d4 w + E4 d
4 w = p (x, y ) . 

d!J4 dx4 Dy 

W dalszym ciągu rozpatrywać będziemy wyłącznie płyty na obwodzie 
swobodnie podparte. Warunki brzegowe są w tym przypadku 

d2 w 
w=-=O 

Clt2 

na wszystkich krawędziach płyty, przy czym n oznacza kierunek normal
nej do tych krawędzi. 

Równanie (2.1) można za pomocą związku (2.2) zastąpić nkładem rów
nań rzędu drugiego przez wprowadzenie pomocniczych funkcyj p (x, y) 

i 1fJ(X, y). Takie przekształcenie może być dokonane dwoma sposobami: 
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(2.4.1 ) 

(2.4.2) 

lub 

(2.5.1 ) 

(2.5.2) 

Na podstawie równań (2.4.2) i (2.5.2) łatwo wyrazić można pochodne 
Wxx i Wgg za pomocą funkcyj rp(x,y) oraz '!/l(x,y) : 

(2.6) 

Momenty i siły tn~ce w płycie ortotropowej obliczymy z następujących 
wzorów (por. [1]): 

Widać stąd, że zadanie sprowadzić można do wyznaczenia z równań 
(2.4.1 ) i (2.5.1) funkcyj rp(x,y) i '!/l(x,y), przy ich bowiem pomocy nie trudno 
już na podstawie zależności (2.6) i (2.7) obliczyć poszukiwane wielkości 
Jl1x , My. TX2 i Tgz ' 

3. Obecnie zajmiemy się kwestią rózwiązania równań różniczkowych 
(2.4.1 ) i (2.5.1). 

Nie będziemy się zatrzymywali nad przypadkami Q> 1 i Q = 1, gdyż 
rozwiązanie równań różniczkowych dla rp(x,y) i '!/l(x,y) uzyskać można wie
loma znanymi sposobami. Interesuje nas natomiast przypadek, gdy Q < 1, 
a równania (2.4) i (2.5) przybierają postać 

(3.1.1) 
~2rp . ~2rp P 
ćly2 + (Xl + u 2) ćl xli = Dy ' 
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91 w SI W 
(3.1.2) 9

y l + ("1 - i"2) 2x2- = q;, 

d2'I/J . d2'I/J P 
(3.2.1) """2 + (KI - Z K 2) ~ = D ' 

oy oX g 

d2 W . ~2W 
(3 .2.2) d!J2 + (Xl + ZX2) 9X2 = 'I/J. 

Ponieważ w (x, y) (ugięcl.e płyty) przybierać może tylko wartości rzeczy
wiste, to z równań (3.1.2) i (3.2.2), napisanych w postaci 

(
92W d2W) 92 w 

q; = dy2 + KI ax2 - iK2 9X2 , 

(
d2 

W 92 w) 92 
W 

'l/J = 9y2 + KI dX2 + iK2 dX2 , 

widać, że q;(x,y) i 'I/J(x,y) są funkcjami zespolonymi sprzężonymi. Wprowa
dzając więc dwie nowe fuukcje rzeczywiste iJj(x,y) i W(x,y) możemy napisać 

{
q; = iJj + i.W, 

(3.3) 'I/J = iJj - t W. 

Widać stąd, że dla wyznaczenia poszukiwanych funkcyj q; i 'I/J wystar
czy znaleźć jedną z nich [np. q; z równania (3.l.J )] i druga funkcja - w da
nym przypadku 'I/J - określona jest już w ten sposób jednoznacznie przez 
prostą zależność (3.3). Podstawiając zatem zależność (3.3) do równań (3.1.2) 
i (3.2.2) otrzymujemy wzory analogiczne do (2.6), które przedstawiają po
chodne funkcji ugięcia pJyty przez funkcje iJj (x,y) i W(x, y): 

l 
~2W W 
9 x2 = - E2 V l _ f!2 ' 

I d2 W = iJj + _ f! W. 
, dy2 Vl - f!2 

(3.4) 

Wzory powyższe upraszczają się jeszcze bardziej w przypadku szcze
gólnym f! = O (ortotropowy ruszt gęstożebrowy). Otrzymamy wtedy 

Obecnie rozpatrzymy sposoby wyznaczania wartości iJj (x,y) i W(X, y ) 

z równań różniczkowych (3.1.1) i (3.2.1). Zastąpimy te ostatnie układami 
równali algebraiczłlych liniowych posługując się znanymi zasadami rachunku 
różnic skOliczonych (por. [~] ) : 

a2 q; (x, .1/) L12 q; (x, y ) l 
9y2 ~ L1 g 2 = L12y (q;x,y+1 - 2 q;x,y + q;x,y-I ), 

d2 q; (x , y) .,12 q; (x, y) l 
9X2 ~ .1x2 = L12 X(q;X+l,y - 2q;x,y +q;x-I,y)' 

(3.5.1) 
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Znaczenie użytych tutaj symboli wyjaśnia rys. 1. 
Warunkiem brzegowym dla g> będzie - ze względu na swobodne pod

parcie brzegów płyty - g> = O na całym obwodzie. Z tego samego wa
runku wynika dalej równość g> (P) = - g>(P*), gdzie P i P* są punktami 
zwierciadlanego odbicia względem dowolnej krawędzi płyty (por. rys. 1). 

l -
I 

I 
I 

I 
I 

I 

1--, -

rpK,y.' 

rpK-',y rpK,y rp .. ,,v 

rp.,.-, 

a=2mLlx -

Rys.! 

- "'i1 
I 
I 

p !p(P) 

! 
/ 

/ 

/ I 

.....'-, -~ 
~p. 

cp(p; 

Przy większej ilości oczek siatki rozpostartej na płycie dla zwięk-
szema dokładności obliczeń - możemy posłużyć się wzorami ściślejszymi 

c2 cp(x,y) 1 . cx2 ~ 12LJ2x (- g>x+2,y + 16g>x+l,y-30 g>x,y + 16g>x-l,y-CPx-2,/J)' 

(3.5.2) a2 g>(x, y) l 
ay2 ~ 12 L12y (- g>x,y+2 + 16g>x,It+1 - 30 g>x,y+16g>x,y-l-CPx,y-2)' 

Podstawiamy teraz wyrażenia (3.5), na przykład (3.5.1), do równania 
(3.1.1). Otrzymamy w ten sposób 

(3.6) (g>x,y+l + g>x,y-l) + r2("1 + i "2)(g>X+t,!/ + g>x-l,y) + 

Tutaj 

_p(x.y) LJ2 
ąx,y---y;-- y, 

y 

+ [- 2 - 2r2("1 + i "2)] CPx,y = qx,y' 

Dla płyty prostokątnej o bokach a i b, o ilości oczek siatki 4 mn (por. 
rys. 1), będzie 

bm r=--. 
an 

Dla tak po dzielonej płyty napisać możemy (2m -1)(2n -1) równań 
typu (3.6), tj. tyle, ile jest niewiadomych wartości ' g>x,y. 
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4. Przedstawimy obecnie pierwszy sposób iteracji układu równań pię

cioczłonowych typu (3.6) nie różni/łcy się zasadniczo od sposo bu iteracji 
układów ze wspólczynnikami 

fi' 

I 
I 

1jJ. I 
I 
I 

-oi 
I rp2 

I 
I rp, 
! 

'"" 

rpJ 

rp. 

rp3 

I 

Rys. 2 

'l1 
ł 

IP, I 

I 

rp. I 

I , 
rp. I 

I 
I 
I 

,,!J 

rzeczywistymi. 
Posłużymy się prostym przykładem pły

ty kwadratowej obciążonej równomiernie. Ze 
względu na symetrię zagadnienia przy podziale 
płyty na szesnaście kwadratów otrzymamy tylko 
cztery niewiadome wa1'tości funkcji rp (rys. 2). 

Wypisujerpy równania (3.6) dla punktów 1, 
2, 3 i 4. Otrzymamy przy prostych założeniach 
Xl = O, Xz = 1 i q = 1 układ 

(4 .1 ) cpg+CPd+i(CP1+CPp~- 2(1 + i)CPk = l 

(k=1, ... ,4). 

Oznaczenia cP przyjęto według schematu 
na rys. 3. 

W układzie równań (4.1) wyrażamy kolejne CPk przez pozostałE> niewia
dome. Otrzymamy w ten sposób 

!li(I) 
l 

!p(0) 
1 

-
{JOl 

{J.I 

{J41 

-
i r., 

I 
i 1'31 

iru 

{]i (O) • !plO) I 
(Ju 2 ~r1! 2 

-ru !l!~Ol • !l!(0) I ~(Ju 2 

(O) \. {]i(O) p,,!Pa z 1'.3 li 

0)1' !P (O) -rlS!l!g ~ {J13 S 

(O) I· (O) {lu {]i4 zra!P.). 
!p(0),. !l!(0) -1'14 4 t{J14 4 

+ (JIO I ir,o 

11>(1) 
1 

·1 
i !l!ltl 

I 
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!p(0) 
2 

{JI' 

-

{Ja. 

(J •• 

I 
I 
I 

ira I 
-

-i 1'3. 

i r4! 

I 

I 
I 
, 

I , 

Tablica 1 

!p(O) 
8 

{J13 

{J.3 

-

fiu I 
I 
I 

I 
I 

,; !p(0) • a 

i 1'13 

i 1'.3 

-

i 1'43 

I 

I , 

1 2 iteracja 

11 iteracja 

i !l!~0) I przybl. ,~t~pne 

{J14 I -i 1'14 

{I •• 

I 
i r •. , układ 

{Ja. i r •• równali 

- I -

, 

, 

, 
, 

, l iteracja 

I 
1 
I - 1- 12 iteracja 



(4.2) 

fJJl = (~- + ~-i) fJJ2 + Cł - {-i) fJJs + (- t + iż) q, 

fJJ2 = ct +- *" i) fJJl + C t - -ł i) fJJ4. + C-i + i tj q, 

fJJs = ct - 1: i) fJJl + (~- + 1- i) fJJ4. + (-{ + t i) q, 

fJJ4 = Cl-t i )fJJ2 +Ct+ ł i)fJJs +C- t+ ti)q. 

Ogólny schemat iteracji układu równl1ń typu (4.2) jest 
przedstawiony w tablicy 1. Współczynnik zespolony wy
stępujący w k-tym równl1niu przy fJJm oznaczono przez 
(Jkm + iYkm' Przyjmowanie wstępnych, zerowych przy

bliżeń q;~) = (/)~?) + i Wkol omówimy w p. 6. 
Iteracja układu równań C 4.2) na liczbach szczegóło

wych jest przeprowadzona w tablicy 2. 

Tablica 2 

% 

Rys. 3 

1 0.-2"/0 I 0,20 o 1 0,2% I 0,1% I U,1% 1 błąd 

-l,171+1,17il-o,il35 

; -1,10 l+l,Hiil-o,S3 

1 +0.915 i 1- 0,91.) 

I +0,92 il - 0,9::! 

1 +°,8:15 i 1 -O 6675 I+O,łi675i 1 3 iteracja 

1 +O,ilil 'i 1 -0,665 1+0.665 i I 2 iteracja 

-l.lill+1.18il -o.8ł 1+°,91 i l- O,91 I +0,1'$4 i 1-0,67 1+0.67 i I l iteracja 

-1,311+1,31il-O,9il I +0.9il i 1- 0,93 I +0,9il i I - 0,66 I+O,li6 i I Przybliżenie 
wstępne 

P, I p. I • P3 I p, I 
I 0,5 0,5 i I U,5 -0,5 i I 

0,2:) 0,25/1 I I 0,5 -O/ii układ 

0,25 - 0,25 fi I I 0,5 O,f)i równań 

I 0,25 -0.25 i I 0,2') 0,2.ii I I 
-0.46;) -0,465 - 0,295 +0-29.-) 1- 0

.
295 +0,295 \-021 +0,21 

-0,465 +0.465 -0.295 -0,295 +0.2:1fi +0.295 +0:227 +0,227 
-0.465 +0,46:) -0.03 +O,:-l3 - 0,33 - 0.33 , -0.227 -0,227 l iteracja 
+0,465 +0,46;) +0,33 +0,33 r-O,il3 +O,3:~ -0,21 +0,21 

+ -0,25 +0,25 -0,25 +0,25 -0,:'5 +0,25 -0,25 +0.25 

-1,18 +1,18 1-0,84 +0,91 1-0,91 +0,84 1-0,G7 +0,07 

-0,42 -0,421-0,29 +0,:29 -0,29 +0,29 1-0,2075 +0,2075 
-0,455 +0,455 - 0,29 -0,:'9 +0,29 +0,-29 +0,23 +0.23 
-0,4fi5 +0,45.') --0,33fi +0,335 - 0,335 -0,3:35 -0,23 -0.23 2 iteracja 
+0,42 +0,421 +0.3~5 +033.) -0.335 +03:15 \-O,:!~75 +0,2~j5 

+ -0,25 +0,25 -0,2a +0,25 -0,25 +0.25 -0,2:> +0,2a 

1-1,16 +1,16 1-0,83 +0,92 1- 0,92 +0,83 1-0,6ti5 +0,665 

-0,415 -0,415 -0,292.') +0.29'2~ 1- 0,2925 +0,292? -0,20il7 +0,2087 
-0,46 +0,46 -0,:29'25 -0.292:> +0.-2925 +0,292,) +0,2287 +0.2287 
- 0,46 +0.46 -0,3325 +0.0325 -o 3325 -O,:i3-2ii -0.2287 -0,22il7 3 iteracja 
+0.415 +0,4 1.-, +0,C\325 +0,3~25\-0,3025 +0.3_325 -0,21)87 +0,:'087 

+ -0,25 +0,2.) -0,2.) +0,2;> -0.25 +0.2;) -0.25 +0,25 . 
1- 1,17 +1 .17 I-O,H33 +0,915 1-0.915 +0,835 1-0,fl675 +0,6675 
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5. Omówimy teraz drugi sposób 'iteracji układu równań typu (3.6). W tym 
celu, podobnie jak poprzednio, przekształcimy układ równań 

n 

~' akm fPm . qk (k = 1,2, ... , n), 
m=l 

gdzie akm są to współczynniki zespolone, na układ analogiczny do (4.2). 
Otrzymamy 

Oznaczając 

otrzymujemy 

n 

Wk + HlIk=/JkO +iykO+ ~ (/JkmWm - Ykm Wm) + i(/Jkm Wm + Ykm(])m) 
m= l 
'm*k 

(k=1,2, ... ,n) . 

Rozdzielając teraz w powyższych równaniach cz~ść rzeczywistą i urojoną 
otrzymamy; dwa układy równań w następującej postaci 

(5.1) ., 

(5.2) 

n n 

Wk = /JkO + ~ /Jkm Wm --~ Ykm Wnl) 
m = l ' m=l 
m*k m*k 

n 

m= t 
m*k 

n 

m = l 
m*k 

(k=1,2, ... , n). 

Po ustaleniu początkowych wartości W~) i ljJ~) przeprowadzamy iterację 
na przemian przy pomocy układu (5.1) i (5.2). 

W zestawieniu ze sposobem opisanym poprzednio sposób dopiero co 
przedstawiony ma tę zaletę, że pozwala uniknąć mnożenia przez sIebie liczb 
zespolonych. W związku' z tym stwarza on mniej okazji do popełnienia po
myłek liczbowych i upraszcza postępowanie rachunkowe. 

Przy kład iteracji na liczbach ogólnych podaje tablica 3, zaś szczegółowe 
obliczenia ; dla sześciu niewiadomych tablica 4. 
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Tablica 3 

l I 2 4 

W przykładzi e liczbo wy m przyję t o pły tę'" kształcie prostokąta o sto
sunku boków 4: {} (r'ys. 4), zaś wszelkie stale przy jęto w ten :;posób, że 
równanie (3.1.1) przybiera postać 

22 q; . . 22q; P 
(5.3) 2X2 + (0,6 + 0,8 ~ 2y2 = D . 

y 

- = I 
I 
I 
I 

I r 
':P5 ':PJ IJ!, I 

I 
I 

1J!6 rp. rp2 I 
I I 
I I 
I I I JJ {bo, 

i 
Rys. 4 

Dla ułatwienia podajemy gotowe wzory na obliczanie współczynników 
{Jkm i Ykm (tablica [»). 

Przy układzie punktów według rys. 3 równania (5.1) i (6.2) przybie
rają postać 

([Jk = {JkO + {Jkll(([J1 + ([Jp) + (JkP(([Jg + ([Jd) - Ykh(lJ!/ + IJ!p) - Ykv(fJ!." + IJ!d), 

Wk = i'kO + (Jkh( W/ + Wp) + (JkP(Wg + Wd) + Ykh(([J/ + ([Jp) + Ykv(([Jrl + ([Jd), 

(k=l , ~ " ", n). 

225 



Tllblica 4 

1 2 3 4. -5---6-\ 

!p(9) !li(S) (1)(7) (1)(6) !li(5) !li(4) !li(3) W(2) !lit I) !li(0) I 1-0,1,,5 -O,l~5=-~~5 -O~~ó =0:1'5 -O,hó I I ![riO) ![r(t) ![r(2) ![r(3) ![r(4) ![r(ó) ![r(6) 

----------- -------

1,364 1,863 1,36~ 1,360 1,058 1,352 1,342 1,351 1,362 1,37 !li. 0,25 0,25 IJ!I -1,05 -1,071 -1,070 -I,OSM -1,088 -1,088 - 1,089 

1,017 1,016 1,015 1,014 1,009 1,004 1,000 1,"05 1,06 !li. 0,5 0,20 
, IJ!. -0,776 -0,824 -0,830 -0,838 -0,839 -0,838 -0,888 

1,272 1,272 1.270 1,267 1,268 1,262 1,250 1,246 1,23 !lia Otb U,25 0,25 1J!3 -0,948 -0,942 - 0,958 -0,958 -0,961 -0,962 -0,961 

0,953 O,95~ 0,957 0,949 O,!!17 0,942 0,929 0,955 !li, 11 ,0 0,5 11,25 IJ!. -0,737 -0,743 -0,745 -0,748 -0,74.6 -0,746 -0,7-16 

0,910 0,910 0,908 0,910 0,907 0,903 0,881 0,8 4 !li. .O,~" 0,25 IJ!s -0,628 -0,590 -0,580 -0,577 -0,588 -0,581 -0,581 

~ 
0,695 0,692 0,695 0,693 0,693 0,693 0,6S8 0,632 • (li6 0,25 0,5 IJ!. -0,488 -0,465 -0,461 -0,466 -0,462 -0,462 -0,461 

I 

1,089 1,088 1,088 1,088 1,070 1,071 J,05 W1 lIJ125 -O,12ń !li. 1,37 I,S6l 1,35J 1,342 J,352 1,358 1,360 1,862 

0,838 0,838 0,839 0,838 0,830 0,824 0,816 IJ!. O,1!> -0,12h !li, 1,01) 1,00" 1,000 1,004 1,009 1,014 I,Olb 1,016 

0,961 0,962 0,961 0,058 0,959 0,942 0,948 ![r3 - 0,2:1 0, 125 - O, l?b !lia 1,2ii 1,246 1.200 1,262 1,268 1,267 1,270 1,272 

0,715 0,746 0,746 0,748 0,745 0,743 0,737 ![J. (I,U, O,2~ - U,125 !li, O,Ub') O,U2ti O,94~ u,947 0,(1<19 0,951 0,952 0,953 

U,581 0,581 0,088 0,577 0,580 0,5[10 0,628 !F 5 -O,l~;) U,I25 (li. 0,814 0,881 O,~Or, 0,907 0,910 0,908 0,910 0,910 

U,161 0,462 0,4.62 O, J66 0,-161 0,4M 0,488 ![r. -U,12~ U,2b !li. 0,632 0,688 O,6U3 0,693 0,693 0,695 0,694. 0,695 

-!lo'(6) -!lo'(b) -!lo'(.1) -!lo'(3) -!lo-i,) _!lo'(I) -!lo'(O) 0,~5 0,25 0,25 0,25 0,25 0,25 ([i(0) !li(I) (li(2) (li(3) (li(4) (li(5) (li(6) !li(7) 



Tutaj oznaczyliśmy 

Pkl = {Jkp = Pkh, 

Ykl = rkp = rkh, 

Pkg = {Jkd = fJkv, 
Ykg = rkd = "Ikv' 

Tablica 3 pozwala na obliczenie wielkości {J y dla równania 

dla 
(5.4) 

kit 

!rv 

1.'0 

d2rp . rJ2rp 
~+ (Xl +u2h--2 = q 
CI y~ CI X 

Tablica r, 

,1 I r 
dla 

(5.5) 

k'l1 

kh 

kO 

6. Duży wpływ na przebieg iteracji ma przyjęcie «zerowych przybliżeń" 
(czyli wielkości wstępnych) rp(O) i tp(O). Metodą naj prostszą będzie tutaj roz
wiązanie równania 

w sposób przybliżony za pomocą rozwinięcia obciążenia p (x, y) w podwójny 
szereg trygonometryczny i uwzględnienie tylko pierwszego wyrazu tego 
rozwInIęcia. 

Na przykład, zakładając dla obciążenia p(x, II ) postać przybliżoną 

. mnx . nny 
A SlD -.;-- sm 2 b ' 

OJ a, 

ustalimy współczynnik . \ z warunku 

2a 2b 

~JJ [P(X,.lI) - 4 . mnx . nny ]2 . -O :JA D ' sm ') SlD ') dxdy _ . 
\. !I ~ a *-Jb 

o O 
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Otrzymamy stąd 

2a 2b 

1 fI . mn:n . nny 
A = abD

g 
p(x, y ) SlD 2 a Slll'ib dx dl/o 

o o 

Teraz równanie różniczkowe 

a2
(fJ + ( +. ) ~2(fJ p(x, y) A . mnx . nn./f 
~. . "1 Z "2 ""2' = -D-' ~ sm --:;-- sm -2 l 
CI Y ClX!J . ~ a ) 

rozwiążemy już łatwo, przyjmując dla (fJ(x, y) następującą postać: 

. mn.x . nnll 
(fJ (x, y ) = (fJl sm ~ a SlD ~ b • 

Otrzymamy wtedy po prostych przeksztalceniach 

n 2a2 + Ul m2b2 - iu2tn2b2 

(n2a2+"lm2b2)2+l(~m4b4 , 

a w końcu 

(0)( ' . rnnx . nnl/ 
cp a::, y J = (fJl sm '""'2a sm 2b . 

Obliczenia wielkości (fJ~O) dla płyty prostokątnej obciążonej równomiernie 
można dokonać także w inny sposób. Przy pomocy tablicy 6, podającej 

stosunki qi'l/qil dla izotropowej kwadratowej płyty obciążonej równomiernie, 
możemy wyznaczyć przybliżenia wstępne stosunków CPII/(fJl rozpatrywanej 
prostokątnej ortotropowej płyty, zakładając w malo dokładnym przybliże
niu równość 

(fJ(~, 'I} ) qi (~, 'I} ) 
--- ~ --==-- . 

(fJl rpl 

Oznaczenia ~ i 'I} wyjaśnione są na rys. 5. 

====-~~dJ 

- - % 2 --

Wartość (fJl (w środku płyty) ustalić można wst,awiając do któregokolwiek 
z pięeioczlonowych równań typu (4,2) zamiast (fJk wyrażenia (fJIJ. (J. jest 
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tu odpowiednim wspólez,}'llllikiem wz i ęty m z tablicy O). Z powstałego w ten. 
sposób równania o jednej niewiadom ej obliczymy bez trudu lPl = lP~). 

Tablica 6 

x/a 

° 
----,--

0,1 I 02 I O,~ I 0,4 10.f) 

l 0 1 1,000 0,966 0,860 I 0,675 0,394 1 0 

0,1 0.966 0,934 0,833 I 0,6,)3 O,~83 l O 

.'I 0,2 0,860 0.833 0.74.4 °'5881 0,34H ° a 0,3 0.675 0,G.j3 0,588 0,469 0,28:3 O 

0.4 0,39-1- o,383

1 

0,348 0,283

1 

0,17(j O 
0)5 ° O O ° O U 

x /a 

° I 0,12;") I 0.25 I o"m> 10,G 
J. = p/g;, I x/a 

° I 1/6 I JE.J~/~ 

° 1,000 0,946 0,778 0.474 O 1 ° 1,000 1 0,904 0,592 ° I 
0,125 0,946 0,896 0,738 0,452 O 

f/ 0,25 0,778 0,738 0,612 0,381 ° a 
0,375 0,474 0,451 0,381 °1244 ° 

!! 1/ 6 0,9040 0 ,818 0/141 O 

et 1/3 0,592 0,;")41 0,36G ° 
0,5 ° ° O O O 1/ '2 O ° ° ° I I 

l!'ol'mula intel'polacyjna 

,1/ = -re [9(a + a - (7, + 7J)]. 

Okazuje się, że praktycznie do tego celu nadaj e SIę naj lepiej plerwRze
równanie, wypisane dla punktu środkowego płyty. 

W podanych wyżej przykładach iterac.ii przybliżenia zerowe, lP~O)' obli
czone zostaly właśnie opisaną metodą. 

Litel'atul'a, cytowana w tekście 

[I] ·W. N o w a c ki, Pauilo pł!Jlowe ortotropowe, Arch. Mech. Stos., 1951. 
[2] D. J. P a n o w, Sprawocznik po ezislennrmw 1'ieszclIju cliffierienc:.jalnycll I/raw

niellU jC czn8tl1?1ch }Jl'OiZIOOdlly(·7t , :Jfoskwa-Leningl'ad 19.-)1. 

P0 3 lOMO 

.I(BYC'l'A,lJ;llAJIbllhlit CIIOCOB PAC'IE'l'A HEKOTOPOI'O 'l'HIIA 
OPTOTPOIIHbIX IIJIACTI1HOK 

B pa60Te paccMoTpeHo JIp06JIeMy 'lrrCJIeHHOrO paC'le'l'a CTaTlI'leCKłlX BeJIji'lłlH -

1łsrR6aJO~x MOMeHTOB II cpeshIBaroID;Rx ClIJ! - B lI3I'lI6aeMoil: OpTOTpOJIHOil: JIJIa-
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CTllHRe. Oc060e BHllMaHlIe 06pam,eHo lia Te C.Jy'laH O}'fOTPOIIlIll , B IWTOpl>JX R09<p

<pBII;BeHT (! [cp. <pOpMyjJy (2.1)] MeHlme e,ll,BBJHl,bI. Tor,ll,a B ypaBHeBBnx (2.4) n (2.5) 
BbIcTynaIOT ROMllJIeRCBl>Je R09ą:<pHII;BeJlTbl {32 B 22, qTO, B HeROTopoii CTeneHII, YCjJOłR

BReT sa,ll,aqy. 

lloJlyqeBBl>Je npH nOMomll oeHOB HC'lBCJleHIIH ROHe'lBIJX paSBOC~I.'ei1 CBCTeMIJ 

JfBBei1BbIx a.llre6pauqeCRBX ypaBHemrit, COOTBeTcTByKm,:ae ,lI,ną:<pepeIln;IIa.II:BIJM 

ypaBHemUIM (2.4) H (2.5), pemaIO'IcR B pa60Te J\1eTO,ll,OM BTepaII;lH!. )l:JUI :)To:ł!: II;eJfB 

npBne,ll,eBIJ ,lI,Be B'I.'eranBOBEIJe CXeMIJ (n. 4 B 5), rrp:acnoC06JJeIlHl>le )1;JUl pemeB1łH 

ypaBHeRHIt c KOMnjJeKCEIJMB R09<p<pBn;BeHTar.m. 

Snmmary 

A 'rwo S'rAGE METROD OF SOLVING OR'l'HO'rROPlC PLATE VROBLB:'L:-; 

The problem of numerical calculation of statical quantities (hending mo
ments and f<hearing forces) for an orthotropie plate sllbjected to bending 
is discussed, particula1' attention being paid to cases where the coefficient f! 
(Eq. (2.1)] is less tban one. 

In such cases tbe coefficients {32 and 22, appearing ill EqR. (2.-1) and (2.f)), 

are complex num bers, wbich 1'enders the problem a littlc more complicated. 
1'he systems of linea1' algebraic equations obtained by means of the 

calculus of finite differences, which correspond to the differential equa
tions (2.4) Bnd (2.~ ), are solved by using t,he iteratioll method, for which 
two iteration procedures (Arts, -1 and o) are described f OJ" solving problems 
with complex coefficients. 

ZAKŁAD MECHANIKI OSRODKÓW OĄGŁYCH 
IPPT PAN 

PI'IICII ,~ fl"I(/llt Z{OŹOllll 1(' }led"/N}I dulfl :!:! ,ljl'lIdnill [!-I{)3 1', 
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