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1. Wstc;p 

Dwa podstawowe zagadnienia elastomechaniki, 0 kt6rych tutaj jest 
mowa, mianowicie zginanie i skr~canie pr~t6w prostych 0 przekroju pe 1-
nym. rozwazane Sq, jak wiadomo, obszernie chocia'z w spos6b nie pozba
wiony niedostatk6w, zar6wno w nauce 0 wytrzymalosci material6w, jak 
i w teorii spr~zystosci. Spos6b uj~cia obu tych zagadnien jest jednakze 
r6my w ka,zdej z wymienionych nauk, kazda z nich bowiem ma, natu
ralnie, inne, dobrze znane cele na wzgl~dzie. 

W teorii spr~zystosci, przeprowadzajqcej swoje rozwazania w spos6b 
mozliwie scisly, to znaczy zgodnie z og61nymi aksjomatami tej nauki, za
kres teI:9atyki uwarunkowany jest gl6wnie formalno-matematycznymi 
trudnosciami uzyskania rozwiqzan. 0 ile chodzi 0 teori~ skr~cania i zgi
nania, to trudnosci takie byly zapewne powodem zahamowania rozwoju 
tego dzialu elastomechaniki, kt6ry niewielkim ulegl zmianom w przeciqgu 
lat stu, jakie min~ly od prac S a, in t - V e n ant a. Uzyskane w tym okre
sie nieliczne nowe rozwiqzania, w kt6rych to lub inne zalozenie teorii 
Sa i n t - V e n ant a 1) zostalo zaniechane 2), nie ukladajq si~ jeszcze 
dotychczas w jednolitq calosc, kt6ra sklanialaby do uznania nowego do ... 
robku za uog6lnienie teorii Sa i n t - V e n ant a. Jako pewien krok na
prz6d - aczkolwie~ g16wnie 'w kierunku formalnym - uwazac mozna 
prace A. C. S t eve n son a 3). W rozwazaniach S t eve n son a rozdzie
lane cz~stokroc zjawiska «prostego» zginania i «prostego» ' skr~cania -
czego wadliwosc stwierdzono juz dawniej w teorii pr~t6w cienkoscien
nych - przedstawione zostaly w spos6b wyrazny jako szczeg61ne przy
padki zjawiska og6lnego, czyli r6wnoczesnego zginania i skr~cania. Uj~cie 
takie ulatwilo dokladniejszy wglqd w pole przemieszczen i odksztalcen 

1) Jak wiadOlmo, zalozenia teorii Sa i n t - V e n ant a sprOlWadzajq si~ do nas,t~

pujqcych trzech: (1) po!bocznica pr~ta jest wolna od si! zewn~trznych, (2) obciqzenie 
rpodstaw prE:ta nast~puje przy pOlmocy napi~c rozlozonych w srposob scisle o'kreslony, 
(3) przeikroje ulegajq swobodnej deplanacji. 

2) Por. [2]-[5]; cyt. wedlug [1]. Por. rownilez roZ'Wiqzania Foprp16w, [7], 
Timoszenki, [8], i ew. autora, [9], oraz opublikowanq niedawno prac~ [2]. 

3) Por. [10] i [11]; cyt. wedlug [1]. 
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pr~ta, szczegolnie w tych przypadkach, w ktorych przekroj pr~ta posiada 
jednq tylko lub w ogole nie posiada osi symetrii, gdy zatem znajomosc 
polozenia srodka scinania staje si~ sprawq istotnq 4). 

Inne podejscie, zasadniczo odmienne od dopiero co przedstawionego, 
cechuje elementarne teorie zginania, scinania i skr~cania, rozwijane 
w wytrzymalosci materialow. Na gruncie tej nauki - z natury rzeczy 
posilkujqcej si~ mniej subtelnymi zalozeniami i rozwazaniami, a dqzqcej 
do uzyskania rozwiqzan, oboj~tne mniej czy wi~cej scislych, lecz prostych 
i zgodnych z doswiadczeniem - kazdy z wymienionych dzialow trakto
wany byl jako oddzielna calosc. Niezaleznie od tego sztucznego - jak si~ 
\\<-ydaje - Jpodzialu u IPodstaw kaZdej z trzech teorii spoczywa jeszcze 
w wytrzymalosci materia low uklad postulatow cz~sciowo ze sobq sprzecz
nych; jest to, co prawda, dozwolone w teorii przyblizonej - szczegolnie 
gdy uzyskane wyniki Sq zgodne z doswiadczeniem - ale, oczywiscie, nie 
moze bye pozqdane z punktu widzenia metody.cznego. Znanym przykla
dem wewn~trznej sprzecznosci zalozen jest stosowanie hipotezy Be r
n 0 u 11 i ego w przypadkach, w ktorych obecnose napr~zen stycznych 
wywoluje silq rzeczy deplanacj~ przekrojow. Mimo podobnych koncesji 
na rzecz prostoty - a moze po cz~sci dzi~ki nim - zakres rozwiqzan uzy
skiwanych w wytrzymalosci materialow nie jest - z jednej s.trony -
zbyt obszerny, z drugiej zaS strony klasyczny wyklad tej nauki biegnie 
oddzielnymi, niekiedy zbyt slabo ze sobq powiqzanymi nurtami. W inte
resujqcych nas tutaj dziedzinach zginania i skr~cania wymienie mozna 
trudnosci w elementarnym okresleniu napr~zen w przekrojach niesyme
trycznych, w malo uzasadnionym rozdzieleniu teorii pr~tow pelnych 
i cienkosciennych itd. 

Z przedstawionego wyzej - znanego zresztq - obrazu zdaje si~ wy
nikae bezspornie potrzeba dalszych studiow nad poruszonymi zagadnie
niami zginania, scinania i skr~cania, posiadajqcymi duze znaczenie prak
tyczne i teoretyczne, a ktore rownoczesnie Sq - jak si~ okazuje - tak 
trudne do uogolnienia poza swoj obr~b klasyczny .. Potrzeba takich stu
diow zachodzi, oczywiscie, nie tylko w dziedzinie matematycznej teorii 
spr~zystosci, ale w rownej chyba mierze w zakresie elementarnej wytrzy
malosci materialow 5). 

Artykul niniejszy ma wlasnie t~ ostatniq nauk~ na wzgl~zie. For
muluje on mianowicie pewnq - jak si~ wydaje dose jednolitq - przy
blizonq teori~ zginania, scinania i skr~cania pr~tow prostych 0 przekroju 

4) 0 He chodzi 0 pr~ty pelne, to wypada tu wspomniec oryginalne studia L. S. 
Lejbienzona, p~r. [12] i [13]; por. r6wniez [1] , []4] i [,]5]. 

5) Ta ostatnia ulegla zresztCl ostatnio wZlbogaceniu W nowe dzialy (jak chociaz
by teori~ pr~t6w cienkosciennych). 
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stalym 1e,cz dowo1nym. Teoria ta o'bejmuje zatem zarowno pr~ty pelne, 
jak i cienkoscienne 6) i to niezaleznie od stopnia symetrii przekroju. 

Z punktu widzenia scislosci zalozeii rozwini~ta teoria przyblizona sta
nowi ogniwo posrednie pomi~dzy elementamymi teoriami wytrzymalosci 
materialow oraz matematycznq teoriq S t eve n son a. 

o ile chodzi 0 zalozenia teorii przyblizonej, to w pierwszym rz~dzie 
ogranicza ona stosowalnose hipotezy Be r n 0 u 11 i ego do przypadkow, 
w ktorych przekroje pozostajq istotnie plaskie, tzn. do przypadkow czy
stego zginania. W ten spos6b usuni~ta zostaje przyczyna, ktora, jak si~ 
wydaje, zaciqzyla nad oddzie1e.niem teorii zginania od teorii skr~cania 
w samym swym rozwoju historycznym. (Jak wiadomo, deplanacja prze
kroj6w wywierajqca niewielki wplyw na napr~zenia normalne przy zgi
naniu pr~tow posiada istotne znaczenie przy ich skr~caniu; - znana wa
dliwa koncepcja skr~cania N a vie r a). Uwzg1~dnienie spaczenia pozwala 
nie ty1ko na unifika_cj~ teorii skr~cania, scinania i zginania, ale rowniez 
na naturalne jak gdyby wyznaczenie np. srodk6w 'scinania i skr~cania, 
dose klopotliwe w teoriach elementamych. 

Niescislosci teorii przyblizonej skupiajq si~ natomiast glownie na 
dw6ch zalozeniach upraszczajqcych, wedlug kt6rych (1) deplanacja prze
kroj6w przebiega rownomiernie w kierunku dlugosci pr~ta, (2) przekroje 
poprzeczne za.chowujq si~ jak sztywne w swych plaszczyznach. Pierwsze 
z tych zalozeii oznacza, ze zamiast zginania czystego - ktore dzi~ki hipo
tezie B ern 0 u 11 i ego wytrzymalose materialow ekstrapoluje na zgi
nanie og61ne - rozwaza si~ zginanie nierownomieme, urzeczywistnione 
przez obciqzenie pr~ta wspomikowego silq dzialajqcq na jego koiicu 
wolnym. Dochodzi si~ w ten sposob do pewnego stanowiska posredniego 
pomi~dzy brakiem deplanacji (teoria element am a) oraz deplana,cjq do
wolnie zmiennq w kierunku osi pr~ta (nieistniejqca jeszcze teoria scisla; 
por. m. in. [21]). 

Drugie zalozenie upraszczajqce zapozyczone jest, jak si~ okazuje, 
z elementamej teorii zginania, gdzie jest przyjmowane milczqco. Zaloze
nie to nie pozostaje, co prawda, w zgodzie ze (scislq) teoriq zginania 
Sa in t - V e n ant a, natomiast zgodne jest z opracowanq przez niego te
oriq skr~cania, z ktorej, jak latwo sprawdzie, wynika zachowanie si~ prze
krojow poprzecznych takie, jakby przedstawialy one tarcze nieodksztalcal
ne w swych plaszczyznach. W zwiqzku z tym, 0 ile chodzi 0 skr~canie, 

wnioski teorii przyblizonej Sq scisle (w zrozumieniu ocz.ywiscie teorii 
Sa i n t - V en ant a). Natomiast dla scinania zalozenie, ze licz'ba Po i s
son a jest nader mala, prowadzi w niekt6rych przypadkach do dase 
znacznych rozbieinosci z wynikami teorii scislejszej i 0 tym nalezy pami~
tae przy ocenie przydatnosci teorii przyblizonej w tym przypadku. 

S) Por. [16] i [17] . 
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2. Zlllozenill i WZOI'Y podstnwowe 

Rozpaltrzmy pr~t prosty 0 stalym, lecz dowolnym (a wi~c w ogale nie
symetrycznym) przekroju pelnym. Przyj mij my, ze jedna podstawa pr~
ta zostaje przytwierdzona do sciany nieodksztalcalnej w sposob swobod
ny 7), drug a zas jest obciqzona napi~ciami stycznymi, ktore skladajq si~ 

y 

x 

p 

Rys.l 

na sil~ prostopadlq do osi pr~
ta, polO'zonq zresztq dowolnie 

. w plaszczyznie tej podstawy (na 
koncu wolnym), oraz napi~cia
mi normalnymi rownomiernie 
rozlozonymi. Zwiqimy z pr~

tem uklad prostokqtnych wspol
rz~dnych kartezjanskich w ten 
sposob, aby osie x i y stanowi
ly glowne srodkowe osie bez
wladnosci przekroju oporowego 

z i aby os z pokrywala si~ z. osiq 
pr~ta (rys. 1). 

Oznaczmy skladowe calko
witego przemieszczenia cZqstek pr~ta przez u, v i w. Zakladajqc, ze prze
kroje poprzeczne zachowujq si~ tak, jakby byly doskonale sztywne (nie
odksztalcalne) w swych plaszczyznach (ale tylko w tych plaszczyznach), 
mamy prawo przemiesz'czenia u i v przekroju przedstawic tymi samymi 
wzorami, co przemieszczenia hryly sztywnej plaskiej w ruchu plaskim. 
Jezeli za biegun ruchu przyjmiemy srodek ci~zkosci przekroju (lezqcy na 
osi z), to faktyczne przemieszczenie przekroju mozna zastqpic obrotem 
dokola bieguna 0 kqt {}(z) oraz przesuni~ciem IPOst~powym bieguna (czyli 
przesuni~ciem calego przekroju) 0 skladowym Uo (z) i Vo (z). Ostatecznie 
mamy dla u = u (y, z) i v = v (x, z) 

(2.1.1) 

(2.1.2) 

u = U o (z) -{} (z) y, 

v = Vo (z) + {} (z) x. 

Naturalnie, zalezn.osc funkcji uo, Vo i {} wylqcznie od zmiennej z wyplywa 
z podstawowego zalozenia 0 nieodksztalcalnosci przekrojow w swych 

) 

plaszczyznach. 0 ile chodzi 0 skladoiWq w przemieszczenia, to dla uzyska-
nia odpowiedniego wzoru zginanie pr~ta dzielimy na dwie fazy. W pierw-

7) Przy tyro typie utwierdzenia przekroj pelny (lub cienkoscienny zamkni~ty) 
~tyka si~ ze scianq w .trzech punktach. Warunek taki jest warunkiem czysto geome
trycznym, gdyz o<idziafjrwanie sciany na pr~t zachodzi nie iPrzez punkty zetkni~cia. 
lecz przy pomocy napi~c rozloionych w sposOb ciq,gly na podstawie utwierdzonej 
pr~ta. Blizsze uwagi na ten temat znalezc mozna w pracach autora [16] i [18]. 
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szej z nich przyjmujemy, ze hipoteza Be r n 0 u 11 i ego nie traci waz
no.sci, wobec czego otrzymujemy w og61nym przypadku - przy zginaniu 
ukosnym - dla w wielkosc 

duo duo --x-- y 
dz d z ' 

WielkosG t~ uzupclniamy nast~pnie funkcjq przedstawiajqcq spaczenie 
Ws =Ws (x, y) oraz wyrazem liniowo zaleZnym od zmiennej z (przemie
szczenie przekroj6w jako calosci w kierunku osi podluznej). Otrzymuje
my w ten spos6b ostatecznie 

(2.1.3) 

Tutaj, naturalnie, jest w = W (x, y, z) funkcjq wszystkich trzech wsp61-
rz~d.nych, ale - zgodnie z naszym zalozeniem - samo spaczenie Ws jest 
jednakowe dla wszystkich przek10j6w (tzn. nie zalezy od zmiennej z). 
Na podstawie zasadniczych zwiqzk6w (2.1.1) - (2.1.3) latwo obliczyc skla
dowe stanu odksztalcenia. Przedstawiajq je nast~pujqce wzory Ca u
ch y' ego · ohrazujqce specyficznq w danym razie «struktur~» materialu 
pr~ta , przyj~tq za podstaw~ rozwijanej teorii przybliZonej: 

ou 
r Bx= ox = 0, 

I ov 
{ By= oy = O, 

I d 2 d2 
l uo Vo 

Ez = - dZ2 x - dZ2 y + Eo , 

(2.2) 

ou Ov 
Yxy= oy+ ox=O, 

_ ou+ow_ows d{} 
Yzx - OZ ox - ox - dz Y' 

= 0 v + 0 w = a Ws + d {} x 
Yzy oz ay 0 Y dz' 

Dla sfolfmulowania zwiqzk6w H ° 0 k e' a pomi~dzy sklaldowymi stanu 
odksztalcenia i napr~zenia zarniechamy uzycia odpowiednich zaleznosci 
teorii dal izotropowych, lecz uwzgl~d.nimy szczeg6lnq «struktur~» ma
terialu pr~ta. Struktura ta odpowiada tzw. izotropii transwersalnej, kt6-
rej os pokrywa si~ z osiq z ukladu, Jak wiadomo, w ciele obdarzooym izo
tropiq transwersalnq wszystkie kierunki prostopadle do pewnej osi (osi 
symetrii spr~zystej rz~du nieskonczonego) Sq r6wnouprawnione pod 
wzgl~dem spr~zystym. W danym razie kierunki te lezq w plaszczyznach 
przekroj6w poprz.ecznych. Jezeli oznaczyc modul You n g a w kierunku 
osi z przez E, a w plaszczyznach izotropii przez E', zas liczb~ Po i s son a 
dla przew~zenia w plaszczyznie izotropii przy wydluzeniu w kierunku 
osi z oraz w tejze plaszczYZnie odpowiednio przez v oraz v', to zwiqzki 
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Hook e' a dla ciala transwersalnie izotropowego przybierajq postac na
st~pujqCq 8): 

(2.3) 
1 

Yzx = G Tzx, 

tutaj G jest modulem odksztalcenia postaciowego w plaszczyznach pro
stopadlych do plaszczyzny izotropii. Zgodnie z przyj~tymi zalozeniami 
co do struktury materialu pr~ta nalezy odrzucic mozliwosc odksztalcen 
w plaszczyznach przekroj6w (kt6re nabierajq cech izotropii «adeforma
cyjnej», sama zas izotropia transwersalna staje si~ izotropiq transwer
salnq «adeformacyjnq»). Odpowiada to ,przyj~ciu, ze w granicy E' = 00 

oraz v = (Vi =) o. W granicy zatem, przy uwzgl~dnieniu (2.2), uzyskuje
my tOZsamosciowe spelnienie pierwszego, drugiego i czwartego zwiqzku 
(2.3), a z pozostalych mamy 

(2.4.1) 

(2.4.2) 
(

OWS dO) 
l"zx = G a x - dz Y , 

(2.4.3) (0 Ws dO) 
l"zy = G' ay + dz x . 

Przyj mij my, ze w16kna podluzne nie oddzialywajq na siebie ani normal
nie za posrednictwem napr~zen (Ix i (ly, ani za posrednictwem napr~zen 
stycznych Txy. Zalozenie takie, r6wnoznaczne przyj~ciu 

(2.5) (Ix = (ly = l"xy = 0 , 

nie jest sprzeczne z wnioskami uzyskanymi dopiero co z dyskusji zwiqz
k6w (2.3). Wobec tego z r6wnan r6wno·wagi N a vie r a otrzymujemy 
kolejno 

(2.6.1) 

(2.6.2) o Tzy = 0 
a z ' 

{2.6.3} ~ Tzx + 0 Tzy + 0 (lz = 0 . ox ay dz 

8) Por. [19] . 
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o ile uwzgl~dnic (2.4.2) i (2.4.3), to pierwsze dwa z rownan powyzszych 
Sq spelnione, gdy przyjmiemy ponadto, ze 

{2.7} 
dO 
dz =const, 

albowiem zalozyliSmy juz poprzednio, ze Ws nie jest funkcjq zmiennej z. 
Rowniez (2.7) wskazuje, ze jednostkowy kqt skr~cania jest staly, co ma 
miejsce, jak wiadomo, dla skr~cania stalym momentem skr~cajqcym 9). 

Niezalemie od rownowagi napr~zen, dzialajqcych na element prostopa
dloscienny pr~ta, zespol napr~zen dzialajqcych w przekrojach poprzecz
nych powinien zast~owac dzialanie sH Q (Qx, Qy) i P, przylozonych na 
koncu pr~ta 10). Odpowiednie rownania rzutow si! na osie ukladu wspol
rz~dnych oraz momentow sH wzgl~dem osi srodkowych rownoleglych do 
osi ukladu przybierajq illast~pujqCq postac; 

(2.8.1) 

(2.8.2) 

f (JzdF = P, 
F 

f TzxdF=Qx, 
F 

f (fzxdF=-My, 
F 

f TzydF= Qy, 
F 

f(TZyX-Tzxy)dF =Mz. 
F 

Tutaj Qx i Qy oznaczajq, jak powiedzielismy, skladowe sHy poprzecznej, 
P sH~ podluznq, a F pole przekroju pr~ta. 

Pierwsze z rownan (2.8.1) jest spelnione. gdyz za osie x i y obrano 
gl6wne srodkowe osie bezwladnosci przekroju; poza tym zas przyjmuje
my, ze Bo=P,EF. Dwa pozostale warunki (2.8.1) mozna latwo przeksztal, 
cic do postaci 

Yb 

f {ws[y,x2 (y)]-ws[y,x1 (y)]}dy=Qx, 
Ya 

(2.9) 
xb 

f {ws [x, Y2 (x)] - Ws [x, Yt (x)]} dx = Qy. 
Xa 

9) Zauwaz.my, Ze ze wzoru na lokalny Kqt obrotu w plaszczyznie przekroju po
przecznego 

przy uwzgl~nieniu wzor6w (2.1) wynika,:le wz = .tJ. • -oznacza to, ze - zgodnie 
z przyj~tymi przez nas zalozeniami - przekr6j pr~ta oIbraca si~ w swej plaszczyz
nie jak sztywna calose. 

10) ZaloZone istnienie poclluZnej siJy obciqzajqcej uog61nia teori~ przybliionq 
r6wniez na zjawiska rozciqgania sciskania. 
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Znaczenie przyj~tych tutaj 'symboli jest zroZlUmiale z rys. 2. Wantnki po
wyzsze Sq nieistotne dla dalszych rozwazan. Po,winna je jednak spelniac 
w kazdym szczeg61nym przypadku funkcja spaczenia W s , wyznaczona 

y 

· X 

z zagadnienia brzegowego, 0 ktorym 
dalej b~dzie mowa. 

Z pierwszych dw6ch warunk6w 
(2.8.2) otrzymujemy po prostych prze
ksztalceniach (dla obranego ukladu 
wsp61rz~dnych) 

I 
d 2UO My 
Tz2=EIy ' 

d2vo Mx 
----cJ:Z2 = - E Ix . 

(2.10) 

Rys. 2 Otrzymalismy w ten spos6'b znane 
wzory na przyblizone wartosci krzy

wizny rzut6w osi oidksztalcone~ na plaszczyzny ukladu xz i yz. Jak widac, 
wzory te obowiqzujq r6wniez wtedy, gdy uwzgl~dnia si~ spaczenie prze
kroj6w (jezeli tylko jest ' ono niezalezne od wsp61rz~dnej z) . Oczywiscie, 
na podstawie wzor6w (2.10) mozemy rozwinqc calq teori~ zginania belek, 
t~k jak to si~ czyni -w wytrzymalosci material6w. Podobnie, podstawia
jqC wyrazenia (2.10) do (2.4.1) i uwzgl~dniajqc warto,sc eo otrzymujemy 
znany wz6r z elementarnej teorii zginania 

(2.11) 
Mx My P 

az=Tx Y- -Y; x + F"' 

W danym razie wz6r ten zachowuje SWq wa~nosc r6wniez w przypadku 
zginania polqczonego ze skr~caniem. 

Z ostatniego ze wzor6w (2.8.2) mozna obliczyc jednostkowy kqt skr~
cenia, jeZeli znane jest spaczenie: 

(2.12) d {} = _ 1 [Mz _ J (a W s x --..-: a W s ) dF] . 
dz Ix+Iy G ay ax Y 

F 

Dla przekroju kolowego, na :przyklad, kt6ry, jak wiadomo, nie ulega spa
czeniu przy czystym skr~caniul jest z powyzszego wzoru 

,gdzie Ip jest moment em beZIWladnosci biegunowym, zas Mz zastqpilismy 
przez Ms, gdyz, skoro mowa 0 czystym skrE}ceniu, to moze istniec jedynie 



moment pary sil, ktory oznaczamy przez -Ms'- [Wowczas, ' naturalnie, 
Mz* :=? Ms dla kazdej osi z* r6wnoleglej do z,' az (2,9) wynika, ze 
Qx= Qy = 0, jak bye powinno], 

Zastosujmy obecnie uzyskane wzory w podstawowych szczeg6lnych 
przypadkach, jakie stanowiq proste skr~canie i proste zginanie, RozumiEi
my pod tymi nazwami takie przypadki, w kt6rych odpowiednio 

(2,14.1) Qx=Qy=O Mz = Ms =I=- 0 

oraz '. 
(2.14.2) i (lub) zas 

Zauwazmy, ze w przypadku (2.14,2) moze bye zar6wno Mz * 0, jak 
i Mz = O. Z drugiej zas strony nie ma powod6w do przypuszczenia, ze je
zeli Mz = 0, to d{)/dz = 0 [por. wz6r (2.12)]; innymi slowy., gdy na koniec 
pr~ta dziala sUa Q (Qx, Qy), a nie dziala para si! (m. in. gdy sUa Q prze
bija os pr~ta), to nie nalezy wykluczae powstania skr~cenia pr~ta, 

3. Zginanie proste 

W tym przypadku Qbowiqzujq, jak m6wilismy, warunki (2.14.2). Zatem 
Mx i (lub) My Sq r6zne od zera i w przekrojach pr~ta pojawiajq si~ n:;t-
pr~zenia normalne wedlug wzoru (2.115. ; J :., 

R6wnoczesnie wzory dla skladowych napr~zeit scinajqcych (2.4.2) 
i (2.4.3) przybierajq postae uproszczonq 

(3.1) 
OWs 

<zx = G ox ' dws 
<zy =G ay .. 

Podstawmy powyzsze wyrazenia dla napr~zen oraz (2.11) . do 
niezuzytkowanego dotychczas dstatniego z·~ wzor6w (2.6). Poniewiii 
Qx = - dMy/dz i Qy = dMx/dz, wi~c ostatecznie otrzymujemy 

(3.2) 

jest to r6wnanie r6zniczkowe' P () is s () n a . . Do zblizonego r6wn::ini~ 
P 0 i s son a dochodzi si~ w scislej teor.ii scinania,. [8], jednpkze tutaj po 
prawej stronie wyst~puje dodatkowa fmikcja nle zaana, ktorq ~ypada' d~
bierae z warunku brzegowego. Rownoczesnie z8_zwiq,zk6w (3.1) wynika,.ze 
funkcj~ spaczenia Ws mozna uwazae za sui generis funkcj~ napr~zeit przy 
zginaniu. Funkcja ta powinna bye dobrana w ten spos6b, aby' wew'riqtrz 
pola przekroju napr~zenia sCinajqce (a wi~c i pochodne cZqstkowe funk
cji w s) posiadaly wartose SkOI1.CZOnq i byly funkcjami ciqglymizmiennych 
xi y. Na 'konturze L przekroju wypadkowa napr~zeii scinajqcych powin-



na bye skierowana stycznie do konturu (gdyz pobocznica pr~ta jest z za
lozenia nie obciqzona). Otrzymujemy w ten sposob warunek brzegowy 

(3.3) 

oWs 

dy oy 
dx= oWs 

Ox 

na konturze L. 

Zauwazmy, ze ze wzor6w (3.1) i (3.2) lub wprost z (2.6.3) moma, na
turalnie, przejse do znanego wzoru na napr~zenia scinajqce w przekr0ju 
prostokqtnym wedlug elementarnej teorii scinania (wzor ten nazywajq 
niekiedy wzorem Z u raw ski ego, [20]). Przyjmijmy w tym celu, ze 
sHa dziala w kierunku osi y (ze zatem Qx = 0, a Qy =F 0). Przyjmijmy po
nadto, ze spaczenie jest funkcjq samej tylko zmiennej y, to jest ze 
Ws = Ws (y). Z (3.2) otrzymujemy wobec tego 

(3.4) 

a po wykonaniu calkowania i uwzgl~dnieniu (3.1) 

y 

(3.5) 7:zy=- ~: J ydy + C. 
o 

Stalq (!alkowania wyznaczamy ze zrozumialego warunku brzegowego 
[7:ZY]Y=h = 0 (2h= wysokose przekroju), wobec czego ostatecznie (przy 
szerokosci przekroju stalej i rownej b) 

h 

(3.6) 7:zy = ~LJ ybdy, c. b. d. o. 

y 

Niechaj sHa Q przechodzi przez punkt przekroju 0 wsp6lrz~dnych 

Xo i Yo; mamy w6wczas 

(3.7) 

W przypadku zginania prostego Mz musi posiadae takq wartose 

(3.8) 

aby prawa strona (2.12) byla r6wna zeru. Oznacza to, :le sHa Q przecho
dzi przez pewien punkt 0 wspolrz~dnych Xsp i YSP; punkt ten przedstawia 
tzw. srodek scinania {czyli srodek sH poprzecznych; stqd oznaczenie sym
boliczne SP). Poniewaz zginanie rozpatruje si~ zwykle oddzielnie dla sHy 
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obchrzajqcej rownoleglej do osi x i oddzielnie dla rownoleglej do osi y, 
wi~c z rownania (2.12) otrzymujemy wspolrz~dne srodka scinania rowne 

dla sHy zginajqcej Qy (i Qx = 0) 

J
aws dF+J,awS xdF ox y ay 

(3.9.1) 
F F 

a dla sHy zginajqcej Qx (i Qy = 0) 

J
aws dF + Jaws xdF ox y ay 

F F 
(3.9.2) YSP= - Jaw -_S dF 

ox 
F 

Oczywiscie, wspolrz~dne te nie zalezq od wielkosci obciqzenia. 
Obliczymy obecnie wspolrz~dne srodka scinania przekroju w ksztal

cie polowy kola (rys. 3) zuZytkowujqc dalej wprowadzonq dla przekroju 
ko!owego (przyklad 3.1) funkcj~ spa-

y czenia (3.1.1). Wolno tak postqpic, 

x 
J- J----=.}--9'-- -t-

Rys. 3 

gdyz 0 ile na przekroj kolowy dziala 
sUa Qy w srodku ci~zkosci 0 (rys. 4), 

y 

Rys. 4 

to pomi~dzy obiema polowami kola nie ma wzajemnych oddzialywan 
(rzx = 0 dla x = 0 z rys. 4). Wobec tego funkcja (3.1.1) spelnia warunek 
brzegowy (3.3) na obwodzie polkola i napr~zenia (3.1.2) przedstawiajq na
pr~zenia w przekroju rozpatrywanym (rys. 3), obciqzonym sHq Qy. Aby 
nie nast~powalo skr~cenie pr~ta, sHa Qy powinna przechodzic przez sro-
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dek scipan~a SP; , przekroju. Obliczmy wsp61rz~dn,! xsP tegQ punktu ze 
~zoru (3.9.1) pami~taj,!cl :le ze wzgl~du na sy\metri~ przekroju wzgl~dem 
osi x jest ysp=O. 

Otrzymujemy po uporz'!dkowaniu 

: J X S dF +. 5 J X y2 dF 
\ F F · 

xsp= 3 
3 Ix + .Iy -2 :n:a4 

(3.10) 

Bior,!c pod uwag~, ze x=r(cosrp-a), y=rsinrp i d.F=rdrdrp, 
a poza tym Ix = 0,40 a4 i Iy = 0,11 a\ otrzymujemy po wykonaniu pro
stego calkowania 

(3.11) xsp=0,12a. 

W zor scisly na odleglose e'= a r + X sp srodka scinania od srednicy pionowej 
rozpatrywanego przekroju, [8], uzalezniony jest od liczby Po i ss 0 n a v: 

8 ·3+4'1' 
e= 15:n: l+-;-a. (3.12) 

Dla . v = 0,2~ . otrzymuj emy z tego wzo~u wartosc x 5,P rowiIl'! (z dokladno
sci,! do dwoch znakow dziesi~tnych) 0,12, czyli takq sam,! jak obliczonq 
d~piero co w~rt~sc (3.11). '. . 
" Wspomnijmy jeszcze 0 interesuj'!cym zwi,!zku l'!cz'!cym funkcj~ spa
czenia Ws (x, y) , z funkcj,! ~, (x, y) wprowadzon,! przez L. S. Le j b i e n
~ 0 n a, [12], dla zagadnien zginania ' pr~tow pelnych. Skladowe napr~ze
ilia ' scinaj,!ce przedstawiaj,! W zaleznosci od tej funkcji nast~puj,!ce 
wzory: 

(3.13.1) 
alP 

'tzx=G ax' 

(3.13.2) (
alP 2 v Qx ) 

'tzy=G ay - Ely xy , 

o ile uW'Zgl~dnic, dla prostoty, dzialanie jednej tylko skladowej Qx 
obci,!zenia. . 

Jak widac, gdy zalozymy w przybli:leniu. ze liczba v jest bardzo mala 
i :le ostatni wyraz w (2.13.2) moze bye pomini~ty, to funkcja lP Le j b i e n
Z 0 n a przeobraza siEi" w nasz'! funkcj~ spaczenia Ws (x, y). Jest oczywiste, 
ze w6wczas pierwsza z tych funkcji spelnia rownanie rozniczkowe 
Po i s son a (3.2) zamiast wlasciwego jej rownania scislejszego 

r 
(3.14) 

ktore dla ' v ~= '0 (czyb G = E/2) przyjmuje wlasnie rpostac (3.2). 
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Podamy obecnie rozwiqz:mie kilku przyklad6w i por6wnamy uzyska
ne wyniki z rozwiqzaniem scislym. 

Przyklad 3.1. Pr~t 0 przekroju kolowym zginany silq Qy (rys. 4). R6w
nanie r6zniczkowe (3.2) spelnia w tym przypadk~ funkcja spaczenia 

(3.1.1) Ws= 8~I [(3a2 - x2)y_y3] . 

Na konturze przekroju jest x 2 + y2 = a2 i dy/dx = - x/y. Poniewaz t~ 
samq wartose otrzymuje si~ na konturze dla stosunku iJws/iJy do iJws/iJx, 
zatem warunek brzegowy (3.3) jest spelniony. 

Z (3 .1) obliczamy skladolWe napr~zenia styczne: 

(3.1.2) 
Qy 

i zx. = -4]xy , . - Qy (3 2 2 3 2) i zy - 81 a - x - y . 

Rozwiqzanie scisle 11) daje w tym przypadku 

(3.1.3) 

(1+2y)Qy 

li ZX = - 4 (1 + Y) I xy, 

_ (3 + 2 y) Qy ( 2 _ 1 - 2 Y 2 _ 2) 
izy - 8 (1 + Y) I a 3 + 2 Y x y. 

OtrzymaliSmy zatem wzory identyczne z rozwiqzaniem scislym, 0 ile 
w tym ostatnim przyjqe y = O. 

Najwi~k:sze napr~zenie scinajqce wypada w srodku kola. Tutaj z roz
wiqzania scislego (przy y=O,25) otrzymujemy wartose [.Zy]=y=o=1,4 Qy/F, 
podczas gdy dla rozwiqzania przyblizonego jest [.zy]x=y=o=1,5 Qy/F (blqd 
okolo 7%). Na koncach sl'ednicy poziomej otrzymujemy dla rozwiqzania 
scislego [izy]x=±a= 1,2 Qy/F, dla rozwiqzania przyblizonego natomiast Qy/F 

y=o 
(blqd dose znaczny: przeszlo 16%). 
Przypomnijmy, ze .elementarna teoria 
zginania, oparta na znanym wzorze dla 
napr~zen stycznych przy scinaniu, daj.e 
w danym razie maksymalnq wartose 
napr~zen r6wnq 1,33 Q/F, a wi~c dose 
bliskq wartosci «dokladnej» (blqd nieco 
wi~kszy niz 5%). 

Przyklad 3.2. Pr~t 0 przekroju elip
tycznym zginany silq Qy (rys. 5). Szu
kamy w tym przypadku funkcji spa

y 

..Q , 

1/ 

a 

Rys. 5 

czenia w postaci wielomianu, ktory powinien zawierae parzyste pot~gi 
zmiennej x, a nieparzyste zmiennej y (co . odpowiada symetrii dzialania 

11) P or . np. [8] , s . 320. 
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sHy). t.atwo stwierdzic, ie wielomian spelniajqcy rownanie (3.2) posiada 
w danym razie postac 

(3.2.1) 

Wielomian ten spelnia warunek brzegowy (3.3) na konturze przekroju 
eliptycznego, dla ktorego jest dy/dx = - b2x /a2y. 

Skladowe napr~zenia styczne Sq odpowiednio rowne 

Q b2 

I
TZX = - (a2 +Y3 b2) Ix xy, . 

_ Qy (a
2 + 2 b

2
) ( b2 + b

2 2 + 2) 
Tzy - - 2 (a2 + 3 b2) Ix - a 2 + 2 b2 X y. 

(3.2.2) 

Te same wyrazenia otrzymuje si~ ze wzorow scislych, jezeli w nich za
lozyc 'V = 0 12). Napr~zenie maksymalne w srodku przekroju jest rowne 

(3.2.3) 

i dla przekroju kolowego przybiera wartosc podanq w przykladzie 3.1. 
o He b jest bardzo male w porownaniu z a, to mozemy pominqc b2/a2 

wobec jednosci i otrzymujemy 

(3.2.4) [T:Y] max = ~YI~2 = 2 ~ 

w porownaniu z wartosciq scislq rownq 2Qy/F (1 + 'V). Zatem dla 'V = 0,25 
jest w ostatnim przypadku Tmax = 1,6 Qy/F wobec 1,34 Qy/F wedlug teorii 
elementarnej. Jak widac, wartoSc rozwiqzania scislego jest tutaj zawar
ta pomi~dzy wartosciami rozwiqzania przyblizonego i elementarnego, 
przy czym blqd tych rozwiqzan wynosi odpowiednio 25% i przeszlo 16%. 
o ile a jest bardzo male w porownaniu z b, to mozemy pominqc a2/b2 

wobec jednosci i otrzymujemy 

(3.2.5) 

tzn. wartosc scislq, zgodnq zresztq rowniez z rozwiqzaniem elementarnej 
teorii scinania. 

Przyklad 3.3. Przekroj prostokqtny 0 wysokosci 2h w kierunku osi y 
zginany silq Qy. Funkcja spacz~mia spelniajqca rownanie (3.2) i warunki 
brzegowe jest w danym razie rowna 

12) Par. np. [8] , s. 320. 
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(3.3.1) 

wobec czego dla napr~zen otrzymujemy nast~pujqce wzory : 

(3.3.2) 'lzx = 0, Qy (h2 2) 
'lzy = 2Ix -y. 

Sq to wzory znane z elementarnej teorii scinania. J ak wiadomo, dla prze
kroju prostokqtnego scisla teoria scinania prowadzi do wartosci napr~
zen zaleznej od stosunku bok6w 
przekroju. Dla prostokqt6w wy
dluZonych :w plaszczyznie zgina
nia najwi~ksze napr~zenie scina
jqce w SI"odku przekroju nie r6zni 
si~ wiele 13) od wartosci przybli
zonej r6wnej wedlug (3.3.2) 

Przyklad 3.4. Pl"Z'ekr6j syme
tryczny nader wydluzony zginany 
silq Qy prostopadlq do osi symetrii 
(rys. 6). To zadanie nie da si~ juz, 
na turalnie, rozwiqzae w spos6b 
elementarny; r6wniez w teorii 
spr~zystosci nastr~cza ono powaz
ne trudnosci i zostalo rozwiqzane 
metodq wariacyjnq w [12]. Teoria 

a 

b 

y 

o x 

y 

A' 

K 

A" 

Rys. 6 

przyblizona daje r6wniez pewne wartosci przybHzone, dose, jak si~ wy
daje, bliskie wartosci uzyskanych przez L. S. Le j b i e n z 0 n a. 

Rozwazmy zatem przekr6j nader wydluzony (na rys. 6a w postaci tzw. 
profilu lotniczego) 0 osi symetrii x, obciqzony silq Qy przylozoTIq w srodku 
scinania. 

Niech r6wnanie konturu b~dzie odpowiednio 

(3.4.1) { 
dla cz~sci g6rnej 

dla cz~sci dolnej 

y = q; (x), 

y=-q;(X). 

P rzyjmiemy za Le j b i en z 0 n e m, [12], ze wobec znacznego wydlu
zenia przekroju w kierunku osi x normalna do konturu jest na wi~kszei 

13) Por. [8] , &. 326. 
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jego cz~sci prawie rownolegla do osi y i ze wobec tego mozna przyjqC 
w przyblizeniu na calym konturze 

(3.4.2) 7:zy = 0 dla y = +ep(x). 

Warunek powyzszy b~dzie spelniony, jezeli przyjqc funkcj~ spaczenia 
w postaci 

(3.4.3) Ws (x, y) = [y2 - 3 ep2 (x)] yf (x), 

gdzie f (x) jest na razie nie znanq funkcjq. 
Podstawiajqc (3.4.3) do (3.1) i (3.2) otrzymujemy 

(3.4.4) 

(3.4.5) 

{ 

7:zx = G [- 6 epep' f + (y'J - 3 ep2) 1'] y, 

7:zy = 3 G [y2 - ep2] f, 

2 f" + 4 ' f' + 2 "f + 2 ( '2 - 1) f = ~ ep epep epep ep 3 G Ix' 

Biorqc pod uwag~ znaczne wydluzenie (splaszczenie) przekroju w kie
runku osi x mozemy pominqc wartosc kwadratu funkcji ep' wobec 1 i poza 
tym uznac ep" za nader male. Przy tych zalozeniach upraszczajqcych row
na'11ie (3.4.5) przyjmuje po·stac 

(3.4.6) ep21" + 4 ep ep' f - 2 f = 3 '3Ix 

i ' r6zni si~ od rownania Le j b i e n z 0 n a (0 ile w tym ostatnim przyjqC 
11 rowne zeru) wsp6lczynnikami lkzbowymi przy pierwszej i drugiej 
pochodnej ;poszukiwanej funkcji f (x): 

(3.4.7) 0,81' cp21" + 1,42· 4epq/ f - 2 f = 3~Ix' 

Wypada zaznaczyc, ze rownanie L e j Ib i e n z 0 n a wyprowadzone zo
stalo metodq wariacyjnq. 

Rozpatrzmy teraz dla skonkretyzQwania rozwazaii przekroj w postaci 
wydluZonego trojkqta rownobocznego (rys. 6b). 

W tym przypadku mamy 

(3.4.8) cp (x) = (x + 23
b

) tg a = kt, 

o He oznaczyc tg a = k oraz x + (2b!3) = t. Wobec tego, ze 

(3.4.9) cp'=k, ep" = 0, 

to rownanie rozniczkowe zagadnienia (3.4.6) przyjmuje postac 

3 0) 2 f" + 4 f' 2 f - Qy ( .4.1 t t - k2 - 3GIx k 2' 
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pr~y ·czym kreski oznaczaj~ tutaj rozniczkowanie wzgl~em nowej zmien
nej t. Rozwiq.zaniem rownania (3.4.10) typu E u 1 era jest 

(3.4.11) 

gdzie 

(3.4.12) 

Poniewaz /l2 < 0 (oczywiscie, /ll > 0), to dla t --* 0, czyli dla x --* - 2b/3, 
odpowiedni wyraz w (3.4.11) d~zy do nieskonczonosci. Aby unikn~c 
w tym przypadku nieogranic:wnego WZfOstu skladowych napr~zen (3.4.4), 
musimy przyj~c C2 =0. Jezeli nazwiemy wobec tego /l=/l] , to mamy 
w dalszym ciqgu 

(3.4.13) f(t) -C t!·-~ 
- 1 6 GIx ' 

Pozostaje obliczenie stalej Cl' W tym celu zauwa'zmy, ze wdbec przyj~cia 
funkcji spa'czenia w postaci (3.4.3) warunek brzegowy (3.4.2) na dluzszych 
bokach konturu (tzn. na bokach OlA' i OlA") jest w przyblizeniu spelnio
ny. Rowniez w przyblizeniu spelnimy warunek brzegowy 

(3.4.14) 

I 

na boku krotszym A' A", gdyz, jak wynika z pierwszego wzoru (3.4.4), sci
sle spl:!lnienie warunku (3.4.14) nie jest w danym razie mozliwe. Zado
wolimy si~ zatem «zlagodzeniem» warunku hrzegowego i zaz~damy, aby' 

(3.4.15) 
k 

f ['t'ZX]X=b/Sdy = O. 
o 

Jezeli do powyzszego wzoru podstawimy (3.4.4) i wykonamy calkowa"'-. 
nie, to po odpowiednich przeksztalceniach otrzymamy 

(3.4.16) C - Qy 

1 - G Ix bl" ( 6 + ~ /l r 
Ostatecznie zatem z (3.4.13) i (3.4.16) otrzymujemy 

(3.4.17) f(t)=~r.Lp(6: _H -a 
Zadanie jest tym samym rozwiqzane, gdyz z (3.4.4) mozemy juz bez tru
du obliczyc napr~zenia. Sprobujmy zatem dla przykladu obliczyc moment 
skr~cajqcy, jaki przeniesc moze rozpatrywany przekroj trojkqtny. 
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Z ostatniego ze wzorow (2.8.2) otrzymujemy po podstawieniu (3.4.4) 

b/3 <]>(x) 

(3.4.17.1) Mz=G J dxJ [3(y2_tp2)fX+6q)(P'f y2_(yS-3tp2 y )f'y]dy. 
-2b,3 -<]>(x) 

Uwzgl~dnienie (3.4.9), zamiana zmiennej i jednokrotne calkowanie do
prowadza do nast~pujltcego wzoru: 

b 

(3.4.18) Mz =4G J[k5 t 4 (f+ ~f')-kS tS(t_23b)f]dt. 
o 

Wezmy pod uwag~, ze zalozone znaczne wydluzenie przekroju w kie
runku osi x wymaga, aby stosunek najwi~kszych wymiarow przekroju, 
A'A": 0 10 2, nie byl wi~kszy niz np. 1/5. Wobec tego mozna przyjqc za 
L e j b i e n Z 0 n e m, ze 

(3.4.19) k < 1 
= 10' 

Jezeli tak jest, to wyraZenie zawierajqceczynnik k 5 w funkcji podcalko
wej (3.4.18) mozna pominqc jako male wobec wyrazenia zawierajqcego 
czynnik k 3• 

Ostatecznie zatem zamiast (3.4.18) otrzymujemy 

(3.4.20) Qy ] 
180 GIx ' 

a po uwzgl~nieniu (3.4.16) oS'tateczni~ 

(3.4.21) 
kS b5 Qy 

Mz = 45 Ix (1 - e), 

gdzie 

(3.4.22) 

Wyrazenie wyst~ujqce przed nawiasem okrqglym w (3.4.21) przedsta
wia wielkosc Mz otbliczonq przez Le j b i e n z 0 n a, [12], jezeli pominqc 
w odpowiednim wzorze wyraz zalezny od 'V. [Wzor L e j b i eo n z 0 n a za
lezy w duZym stopniu od wartosci liczby P 0 i s son a i np. dla 'V = 1/10 
trzeba by wprowadzic w tym wzorze dodatkowy wspolczynnik rowny 0,8 ; 
dla 'V wi~kszych wspolczynnik ten jest j eszcze mniejezy. Z tego wzgl~du 
nasz wzor przyblizony (3.4.21) uwazac trzeba w danym razie za wzor ra
czej szacunkowy, 0 ile wzor Le j b i e n z 0 n a - mimo wielu poczynio
nych zalozeii upraszczajqcych - uznac nalezy za wzor sciSlejszy]. 

344 



Dla przyj~tej przez nas granicznej wartosci k = 0,1 jest {l = 12,7, 
wobec czego w tym przypadku e = 0,08. W danym razie wartoM: M z 

wedlug (3.4.21) rozni si~ wi~c od wartosci obliczonej przez L e j b i e n
Z 0 n a (0 ile, powtarzamy, przyjqc we wzorze tego autora ,,=0) 0 okolo 8%' 

4. Skr~canie proste 

W tym przypadku szczeg6lnym, jak m6wilismy na wst~pie, rozW1m~

ta tutaj teoria przyblizona nie r6zni si~ niczym od klasycznej teorii 
S a i n t - V e n ant a. Mi~dzy innymi zamiaSlt r6wnania P 0 i s son a 
(3.2), kt6re otrzymaliSmy dla funkcji spaczenia przy zginaniu prostym, 
otrzymujemy w danym przypadku znane r6wnanie Lap 1 ace' a 

(4.1) 

kt6re zwykle zapisuje si~ ,dla tzw. funkcji skr~cenia cp (x, y) = 

= W s (x, y)/{d{)/dz) (tutaj, naturalnie, d{)/dz = const) . 
Nie ma wi~c potrzeby przytaczania rozumowan, kt6re znalezc mozna 

w podr~znikach teorii spr~zysto§ci. 

;. Skr~canie i zginanie pr~t6w cienkosciennych 

Poniewaz zalozenie nieodksztalcalnosci przekroj6w w swych pla
szczyznach, sformulowane przy pomocy wzor6w (2.1.1) i (2.1.2), stanowi 
podstawowe zalozenie teorii pr~t6w cienkosciennY'ch, wi~c poslugujqc si£: 
wyrazeniami dla skladowych przemieszczenia (2.1.1) - (2.1.3) mozna wy
prowadzic calq teori£: pr~t6w cienkosciennych, zar6wno 0 przekroju 
zamkni~tym, jak i 0 przekroju otwartym. Zwazywszy, ze odpowiednia 
teoria jest znana (por. chociazby [18] i [22]), nie b~dziemy jej tutaj roz
wijali. 
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Pe3JOMe 

o HEKOTOPOYi IIPHBJIHJREHHOrr TEOPHH H3DHBA H }{PYY:EHHH 
IIPHMbIX CTEPJRHEYl CIIJIOIIIHODO CEY:EHHH 

B pa50Te paCCMaTpJ1BaeTCR rrpJ16JIJtDKeHHaR TeOpJ1R J13rJroa, cW3J1ra 

J1 KpyqeHJ1R npJIMbIX CTep:>KHei1: nOCTORH'HOfO, HO np0J13BOJIhHOro CeqeHJ1R. 

TaKJ1M 06pa30M OHa OXBaTbIBaeT CnJIOIllHble, paBHO KaK J1 TOHKOCTeHHble 

CTep:>KHJ1, He3aBJ1CJ1MO OT CTeneHJ1 CJ1MMeTpJ1J1 CeQeHJ1R. HeTO~OCTJ1 Teo

pJ1J1 cocpe~OTOQeHbI, fJIaBHbIM 06pa30M, B ~yx ynpo~aIO~J1X npewroJIO

:>KeHJ1RX: 1(1) ~enJIaHaU;J1R CeQeHJ1i1: npOTeKaeT paBHOMepHo B OCeBOM Ha

npaBJIeHJ1J1 CTep:>KrHR:, 1(2) nOrnepeQHble Ce'IeHJ1R [Be~yT ce6R KaK 6Y~TO 
:>KeCTKJ1e B CBOJ1X nJIOCKOCTRX. IIepBoe J13 3TJ1X npe~noJIo:>KeHJ1i1: o603Ha

QaeT, . ~o BMeCTO 'fJ1CTOI'O J13rJ16a (KaK B COnpOTJ1BJIeHJ1J1 MaTepJ1aJIOB) 

paCCMaTpJ1BaeTCR HepaBHoMepHbrn J13rn6 (J13rn6cJ1JIoi1: Ha KOHu;e KOHCOJIJ1). 

BTopoe ynpo~aJo~ee rrpe~OJIO:>KeHJ1e npJ1HJ1MaeTCR MOJIQaJlJ1BO B canpo-
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TMBJIeHHH MaTepHaJIOB H npHBOAHT K HecorJIaCmo c _TeopHeH H3rH6a C e H
B eH a H a, HO corJIacyeTcR C TeopHeH KpyqeHHR TOrO-JKe aBTopa. ITpeA
nOJIOJKeHHe, qTO npH cABHre qHCJl'O IT Y a c co H a paBHO HYJIW, BbI3bIBaeT 
AOBOJIbHO 60JIbIIlHe norpeIIlHocTH B HeKOTopbIX CJIyqaRX, ° qeM CJIeAyeT 
nOMHHTb, npHMeHRR paCCMaTpMBaeMYW TeopHW. 

J13 OCHOBHbIX <P0PMYJI (2.1), npHHHMaR CTpyKTypy CTepJKHR TpaHc
BepCaJIbHO-H30TpOnHOH [<p0PMYJIbI (2.3)], nOJIyqaWTCR, npeAnOJIaraR, qTO 
v = v' = 0, <P0PMYJIbI AJIR HanpRJKeHHH (2.4). 

ITepByw H3 9THX <P0PMYJI JIerKO npMBeCTH K BHAY (2.11), la TaKJKe 
nOJIYqHTb <P0PMYJIY AJIR eAHIDf'l'HOrO yrJIa KpyqeHHR (2.12). 3aTeM pac
cMaTpHBaeTcR qHCTbIH H3rn6 ({) = 0), <PYHKQHR AenJIaHaU;HH KOToporo 
YAOBJIeTBOpReT ypaBHeHHIO IT y a cc 0 H a (3.2). KooPAHHaTbI u;eHTpa H3-
rH6a, B o6r.u;eM cJIyqae, AaHbI <p0pMYJIaMH (3.9). MOJKHO npoBepHTb, qTO 
AJIR ')I = 0 <PYHKU;HR (fJ, npMBOAHMaR JI e H 6 e H 3 0 H 0 M B [12], npe06-
pa3YeTCR B HaIIlY <PYHKU;HIO AenJIaHaU;HH Ws. PeIIleHbI CJI€Aywr.u;He npH
MepbI AJIR CABHra CHJIOH Qy: CTepJKeHb KpyrJIOro CeqeHHR, CTepJKeHb 
3JIJIHTITHqecKoro CeqeHHR, CTepJKeHb npm,ToyrOJIbHOrO CeqeHHR H CTep
)KeHb OqeHb i'AJIHHeHHOro CHMMeTpHqeCKoro CeqeHHR (plfC. 6). 

Summary 

AN APPROXIMATE T!HEORY OF BEil'lDING AND TORSION OF STRAIGHT 

SOLID BARS 

An eJppwximate theory of bending, shear and torsion of skaighit hars 
of constant arbitrary cross-sections is developed, solid ,bars being discuss
ed as well as thin-walled bars, independently af the degree of symmetry 
of the cross-section. The inaccuracies of the theory are chiefly due to the 
following two sa.mplifying assumptions: (1) the warping of the CIiOSS
sections is uniform along the axis of the bar, (2) the cross-sections behave 
as rigid in their planes. The first assumption signifies that bending by 
terminal loads is considered instead of pure bending (treated in Strength 
of Materials). The second is the tacit assumption of Strength of Materials 
and leads to discrepancies with S a in i-V en ant's theory of bending, 
the accordance with his theory of torsion being pl1eserved, however. The 
assumption that in the theory of shear Po i ss 0 n' s ratio is equal 
to zero resu1~, in some cases, in considenable errors, which should be 
remembered when this theory is ibeingaipplied. 

Assuming the structure to be transversaay-isotropic, Eqs. (2.3), we 
obtain, from the basic relatioll'lS. (2.1), the eqruations for stresses (2.4) under 
the assumption of v = ')I' = O. The first of ,these equatiJOns can easily be 
transformed into (2.11). The equation (2.12) for unit angle of twist can be 
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obtained in an equally easy manner. Next, the problem of simple bending 
(() = 0) is discussed in the case where the warping function satisfies 
P 0 i S son's equation (3.2). The c();ordinates of the centre of shear 
are determined by the general equations (3.9). It can be verified that for 
11 = 0, the function (/J proposed by L e i ben Z 0 n, [12], ,becomes our 
warping function WS' 

The cases of circular, elliptic and rectangu1ar iba'rs subjected to shear 
with the force Q}. are considered as well as a bar of narrow, symmetrical 
cross-section (Fig. 6). 

ZAKl.AD MECHANIKI OSRODKOW CL\GI.YCH 
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