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W wieIu przypadkach dla zwi~kszenia · wytrzymaIosci i sztyw
nosci powlok stosuje si~ wzmocnienia w postaci zeber, ktore dIa powloki 
o srodlrowej powierzchni b~dqcej powierzchniq obrotowq przebiegajl1 
z reguIy wzdluz r6wnoIeznik6w i poludnik<;'>w tej powierzchni. Gdy zebra 
wzmaoniajqce powlok~ Sq umieszczone dostateczn'ie g~sto, powlO'kp, takq 
mozna roz.patrywac jako ortotrO'Powq, kt6rej spos6b obliczenia wykazuje 
jednakze pewne r6znice w por6wnaniu ze sposobem obliczenia powl~i 
wykonanej z materiaIu 0 wlasnosciach ortotropowych 0 staIej g,rubosci. 
Celem niniejszej pracy jest podanie metody obliczenia powloki stozkowej 
wzmocnionej zebrami. symetrycznie polozolllymi w stosupku do jej srod
kowej powierzchni i poddanej dziaIaniu kolowo symetrycznegO' obciqzenia. 

Polozenie dowoInego punktu na Srodkowej powierzchni powloki stoz
kowej mozemy okreslic za pomocq dw6ch parametrow: odleglosci y mie
rzonej od wierzcholka stozka wzdluz tworzqcej oraz kqta e odmierzanegO' 
w pIaszczyznie prostopadlej dO' osi S1tozka, tak jak to pokazano na rys. la. 
POilliewaz rozpatrywac b~dziemy przypadek symetrycznego o'bciqzenia 
powloki, sHy wewn~trzne wywolane tym obciqz,eniem nie b~dq zaIezaly 
od kqta e i b~dq jedynie funkcjami parametru y. Hys. lb przedstawia 
element wyci~y mysIowo z pow£oki normaInymi poprowadzonymi wzdIuz 
linii y = const, y + dy = const, 
e = const i e + de = const; na 
rysunku tym zaznaczono r6w- a 
niez sily wewn~trzne dziaIajq-
ce w odpowiednich przekro
jach. Zgodnie z powyiszym ry
sunkiem uiywac b~dziemy da
Iej nast~pujqcych oznaczen: N y 

oznacza jednostkowq sil~ nor
maInq w przekroju y = cO'nst, 
Q y j ednostkowq sil~ tnqcq 
w prz-ekroju y = const, My jed
nostkowy moment gnqcy 

o 

b 

Rys. 1 

w tymze przekroju, NB jednostkowq sil~ normalnq w przekroju e = const, 
Me jednostkowy moment gnqcy w tymze przekroju; Y i Z oznaczajq 
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skladowe obciqzenia zewn~trznego odpowiednio wzdlui tworzqcej 
i wzdluZ normalnej do srodkowej pow1erzchni powloki, odniesi'One do 
jednostki pola tej powierzchni. 

R6wnania rownowagi rozpatrywanego elementu lP.owloki stozkowej , 
b~dqce szczeg6lnym przypadkiem r6willaii r6wnowagi dla powloki obro
tow.ej Oibciqzonej symetrycznie, majq nast~pujqCq postac: 

(1) 

d 
dy (Ny y) - N8 + yy=O , 

N6cosa +sina dd
y 

(Qyy) + yZ = O, 

d 
dy (My y)-M8 - Qyy=0. 

W r6wnaniach tych a oznacza kqt, pod kt6rym tworzq.ce s tozka Sq na
chylone do jeg.o osi (rys. la). Pierwsze dwa z pOwyZszychrownan otrzy
mujemy przyrownujq,c do zera sumy rzut6w sH dzialajqcych na element 
powloki na tworzqcq oraz na normalnq do powierzchni stozka; trzecie 
r6wnanie jest r6wnan~em moment6w. 

Poniewaz w ukladzie trzech r6wnaii r6zniczkowych (1) wyst~puje 

pi~c niewiadomych funkcji, naleiy wyrazic zgodnie z przybl~zonymi za
lozeniami ogoJ.nej teorii powlok sHy wewn~trzne Ny, Ne, My i Me przez 
skladowe przemieszczeii punktow srodkowej powierzchni powloki. Ozna
czamy przez ey i e8 wydluzenie wZgU~dne elemen!tu srodkowej po
wierzchni powtoki w kierunku tworzq.cej i kierunku obwodowym, a przez 
"y i "8 odpowiednie zmiany krzywizny powstale wskutek odksZltal
cenia powloki. Wydluzenia w~l~dne eUement6w polozonych w odleglosci 
z od powierzchni srodkowej b~dq okreruone wowczas nast~pud qcymi wzo
rami: 

(2) e(Z) = e +" z y . y y' 

Przyjrnujqc nast~pnie, ze w sciance powloki panuje dwukierunkowy stan 
napr~zenia, a w zebmch wzmacniajqcych stan jednokierunko'wy, napr~
zenia normalne w odleglosci z od powierzchni srodkowej okreSlone b~dq 
jak nast~puje: 

w sciance powloki 

E 
a (Z) = -- (e(Z) + Jl e (Z) ) 

y 1-v2 y 8 ' 

w zebrach wzdluznych 

(3.1) 
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w zebrach obwodowych 

(3.2) a(z)'-E .. (z) 
8 - <>8· 

OznaczajqC przez 81 i 82 podzialki rozstawienia zelber wzdluznych i ob
wodowych (rys. 2), a przez h grubosc scianki powloki, srednie wartooci 
jednostkowych sil normalnych i momentow gnqcych wyrazimy, jak na
st~puje: 

h/2 

(4) 

r Ny= f a~)dz + !1 f atZ)' dF, 

1 
-h/2 F, 

hj2 F, 

My=fza(Z)dZ + J:...-fza(Z)' dF y ~ y , 

-hj2 F, 

iDrugie z calek wyst~pujqcych 
po prawej stronie powy.zszych 
rownan odnoszq si~ do zelber po
<Hui;nych i po.przecznych powloki 
i obszar calkowania jest rozciqg
ni~ty wdbec tego na powierzchnie 
przekroju poprzecznego odpowied
nich zeber. Powierzchnie te zosta
ly g~sto zakreskowane na ry
sunku 2. Oznaczajqc zgodnie ze 

h/2 

N""=J a(Z)dz+J:...- J a(Z)'dF '" 8 82 @ , 

-hj2 F, 

h/2 

Me =J Za~)dz+~Jza~)'dF. 
• 82 

-hj2 G 

wzorami (4) przez F1 pole prze- Rys. 2 

kroju poprzecznego 'zebra wzdluz-
nego, przez F2 pole przekroju poprzecznego, zebra obwodowego, a przez 
J 1 i J2 momenty 'bezwladnooci przekrojow powyZszych zeber, po podsta
wieniu wzorow (3) do. rownan (4) i wykonaniu calkowania otrzymujemy 

(5) 
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(6) 

h 
K1.2 = K2,1 = v -I 2' 

-V 

wwry (5) moilemy przepisac w postaci: 

(7) { 
Ny = K1 By + K1.2 Bf), 

My= D1 "y+ Du "8, 

N@=K2B@+K2.1By, 

M@= D2 "@ + Du "y . 

W powyzszych zaleznosciach K1 i Kz oznacza'jq zast~pcze sztywnosci 
rozciq,gania powloki w kierunku tworz,qcej i w kierunku obwodowym, zas 
D1 i D2 odpowiednie sztywnosci zginania. W przypadku powloki niezebro
wanej podstawiajqc J 1 = Jz = 0 oraz Ft = F z = 0, otrzymujemy 

Eh E~ 

(7.1) 1 Kl= K2= 1_;2~ D
1

= D
2

= 12(1;:s2) , 

K1,2 = Kn = V 1- v2' D1,2 = DZ.1 =v 12 (1- v2) . 

Latwo wykazac, ze zalezno'sci typu (7) stosujq si~ r6wniez dla powlo
ki niezebrowanej ,wykonanej z materialu 0 kolowo symetrycznej ortotro
pii. Zapisujqc bowiem uog61nione prawo Ho 0 ok e' a w postaci 

po wykonaniu prostych rachunkow dochodzimy do wzor6w w postaci (7) , 
przy czym otrzymujemy w tym przypadku 

K 
_ El h E I h3 

1 - , D t = --,---"'------,,-
1- VI Vz 12 (1- VI V2) , 

(7.2) 

Biorqc pod uwag~ zaleznosc VJ /E1 = v2/Ez mamy tak jak poprzednio 
K1,2 = K2,1, D1,2 = D2,l . 
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Ze wzor6w (6) wynika, ze w przypadku gdy scianka powloki ma stab'l 
grubosc (h = const), zasu=;pcze sztywnosci w kierunku obwodowym tj. 
K2 i D2 b~dq stale, jezeH podzialka zeber obwodowych 82 i przekr6j tych 
zeber b~dq niezmienne. Co si~ tyczy odpowiednich sztywnosci w kierun
ku tworzqcej, to z uwagi na to, ze przy syme.trycznym rozlozeniu zeber 
wzdluznych 8 1 wzrasta proporcjona.lnie do odleglosci od wie.rzcholka stoz
ka, zast~pcze sztywnosci Kl i Dt b~dq pozostawaly stale (czyli niezalezne 
od zmiennej y) tylko w przyipadku, gdy przekr6j zeber wzdluznych b~dzie; 

zmienial si~ w odpowiedni <:posOb. Przy stalej wysokosci wspomnianych 
.ieber uzy.skamy stale sztywno'sci Kt i DJ, jezeli szerokosci zeber wzdluz-

_ nych b~dq proporcjonalne do odleglosci y od wierzcholka stozka. W przy
blizeniu uzyskujemy r6wniez stale sztywnosci w oma,wianym kierunku, 
jezeli zebra wzdluine majq niezmi,enny przekr6j, a ich liczba na obwo
dzie powloki stopniowo wzrasta wraz z O'dleglosciq od wierzcholka. W :tym 
ostatnim przypadku nalezy brac pod uwag~ wartosci srednie. W dalszych 
naszych rozwazaniach b~dziemy zakladaIi, ze sztywnosci rozciqgania i zgi
nania zar6wno w kierunku obwodowym jak i w kierunku tworzqcych Sq stale. 

Wzory (7) podajq zwiqzki mi~dzy silami wewn~trznymi w powloce 
i wydluzeniami wzgl~dnymi oraz zmianami g16wnych krzywizn srodko
wej powierzchni powloki. Te osta tnie wielkosci daj q 
si~ wyrazic z lmlei 'W zaleznosci od skladowych prze
mieszczeii punkt6w srodkowej powierzchni. Oznacza
jqC przez v i w (rys. 3) .skladowe przemieszczenie 
wzdlui tworzqoej oraz wzdluQ; normalnej do srodko
wej rpowierzchni mamy, [1], 

(8) 
1 dw 

~e=y dy' 
Rys. 3 

Po rozwiqzaniu pierwszych dw6ch rownan (7) wzgl~dem By i Be 
uwzgl~dniajqc wyzej podane zaleZnosci otrzymujemy 

1 

By=~=K2Ny-K1'22N(f9 , 
(9) dy K1K2-K1,2 

v w KN-K N BeJ= - --ctga= 1 eJ 1.2 Y 

Y Y K1 K 2 - Ki,2 

MnoZqc stronami drugie . z powyzszych r6wnaii przez y tg a i r6znicz
kujqc je nast~pnie wzgl~dem zmiennej y znajdujemy 

dv tga_ dW __ tga d 'I --"'-----;:- -d [y (K1 Ne - K1.2 N y) . 
d y d Y K1 K2 - Ki,2 Y . 
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Z otrzymanego wyzej rownania i pierwszego r6wnania (9) wyzna1:!za
my pochodnq dw/dy: 

(10) 

Wpro'Wa<izimy no we zmienne U i V, tzw. zmienne Me is s ne ra, [1] , 
okreslone j ak nast~puj e: 

(11) 
. dw 
V= dy . 

W zaleznosci od zmiennej U mozemy wyrazic niewiadome sHy jednost
kowe Ny i Ne. Na podstawie drugiego z rownan rownowagi (1) mamy 

dU Z 
(12.1) Ne =-tga - -y-- . 

dy cos a 

Podstawiajqc powyz~ wyrazenie do pierwszego rownania rownowagi 
i calkujqc nast~pnie to rownanie wzgl~dem y znajdujemy 

y y 

Nyy + Utga+ _1_ JYZd Y + JYYdY+Po= O, 
cos a 

y. y . 

gdzie Po jest stalq calkowania. Ostatnie rownanie mozna otrzymac 'bez
posrednio, ukladajqc warunek rzut6w na os stoi1ka dla si! dzialajqcych na 
cz~sc powloki odci~tq przekrojem y = oonst. Jak latwo przekonac si~. 

stala Po oznacza wypadkowq si! przylozonych do g6rnego brzegu powloki 
(Yo = 1:!onst). Z otrzymanego wyzej rownania znajdujemy 

y y 

(12.2) Ny = -~tga- 1 JYZdY-~JYYdY - p o. 
y yeos a y y 

y. y. 

Podstawiajqe do rownania (10) wyrazenie (12.1) i (12.2) okreslajl:!ce 
Ny oraz N9 w zaleinosci od nowej zmiennej U otrzymujemy nast~pujqee 
rownanie r6Zniczkowe: 

(13) d2 U + dU _ K2 ~= K1 K2-Kt2 V+f( ). 
y dy2 dy Kl Y Kltg2a y 

Wyst~pujqca z prawej strony powyi:szego rownania funkeja zmien
nej y zalezy od skladowyeh Y i Z obciqzenia zewn~trznego powloki i ma 
postac 

y 

f(y)= s~a {~~ ~ [J y(z+ YeOSa)dY + Po]-y(2Z+ Y :!) + 
y. 

+ K1.2 Y } . 
~ ycosa . 
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Aby otrzymac drugie rownanie tozniczkowe sluzqce do okreslenia nie
wiadomych funkcyj U i V, podstawiamy do trzeciego z rownan rowno
wagi (1) wyrazenia na momenty gnqce; wyra,zenia te po uwzgl~dnieniu 
zwiqzkow (7), (8) i (11) przybierajq nast~pujqCq postac: 

dV V V dV 
(14) M = - D --D12 - M8=-D - -D12-. 

1 1 dy ' y , 2 Y . dy 

Po podstawieniu powyzszych wyrazen do wymienionego poprzednio 
r6wnania r6wnowagi j wykonaniu prostych przeksZltalcen otrzymujemy 

d2 V dV D2 V 1 
(15) y - + - - --=-- - U 

d y2 d Y Dl Y D 1 ' 

R6wnania (13) i (15) stanowiq uklad r6wnan r6zniczkowych liniowych 
niejednorodnych, ktorych ogolne rozwiqzania r6wne Sq sumom rozwiqzan 
szczegolnych rownan niejednorodnych i rozwiqzan ogolnych odpowied
niego ukladu rownan jednomdny'ch. Rozwiq,zania szczeg61ne zalezq od 
postad funkcji fey), kt6ra z koI.ei lZalezy od zewn~trz.IlJego obciqzenia po
wloki. Jako rozwiqzanie szczegolne dla rozpatrywanego przypadku mozna . 
w przyblizeniu przyjqc rozwiqzanie odpowiadajqce blonowemu stanowi 
napi~cia w powloce, dla ktorego My = M8 = Qy = O. SHy wewn~trzne dla 
tego przypadku wyznacza si~ bezposrednio z pierwszych dWoch rownan • 
ukladu (1), ktore przyjmujq wowczas postac 

d 
(16) dy (Ny y)-N8+YY=O, N6cos a +yZ=O. 

Rozwiqzania ukladu rownan jednorodnych odpowiadajq tzw. efekto
wi brze,gowemu, to jest 5tanowi napi~cia pojawiajqcemu si~ wtedy, gdy 
powloka obciqzona jest tylko na brzegach silami rozlozonymi rowno
miernie i prostopadlymi do osi powloki oraz rownomiernie rozlozonymi 
momentami zginajqcymi. 

Jednorodne rownania r6zniczkowe dla rozpatrywanego przypadku na 
podstawie (13) i (15) majq nast~pujqCq postac: 

d2 U dU K2 U 

I y d y2 + d Y - Kt -y= AJ V , 

d
2
V + d V _ D2 ~ = _ A U 

Y d y2 d Y Dl Y 2' 

(17) 

W r6wnaniach tych wprowadzono nast~ujqce oznaczenia: 

1 
A2 = Dl . (18) 

K 1 K 2-Kt2 
Al = Kl tg2 a ' 

Gdy stosunek sztywnosci rozciqgania w kierunku obwodowym do 
sztywnosci rozciqgania w kierunku tworzqcej rowny jest stosunkowi od-
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Po.wiednich sztywno.sci zginania, ro.zwi~zanie ukladu r6wnaii. rozniczko.
wych sprowadzic mo.zna meto.dq Po.danq przez M e i s s n era do. ro.z
wiqzania jedriego r6wnania r6zniczko.wego rz~du dru,giego.. Oznaczajqc 
wowczas przez m wspolnq warto.sc tych sto.sunk6w, tj. przyjmujqc 

K2 D2 
m=-=--

KJ Dl 

oraz zakladajqc, ze 

(19) 

otrzymujemy dla funkcji U nast~pujqce rownania rozniczko.we: 

d
2 
U + d U U +. quo 

y d y~ d y - my - t f1.~ = . 

Identy,czne r6wnania spelnia o.czywiscie r6wniez funkcj,a V. 
Z rownaii. (19) znajdujemy 

(20) 

Kazde z ro.zwiqzaii. r6wnaii. {20) o.raz analo.gicznych r.ownaii. dla funk
cji V spelnia uklad r6wnaii. r6iimicmco.wych (17). Po.niewaz r6wnania (20) 
Sq wz.gl~dem siebie sprz~zo.ne, gdyz r6zni~ si~ 1ylko znaki,em przy wy
razie i p2 U, to. cz~sc rzeczywista jak i cz~sc urojona ro.zwiqzania kt6rego.
ko.lwiek z r6~aii.. (20) jest takze ro.zwiqzaniem ukladu rownaii. {17). Wy
starczy wo.bec tego. znalezc dwa niezalezne o.d siebie ro.'Zwiqzania szczeg61-
ne jednego. Z r6wnaii. (20), a linio.wa ko.mbinacja cz~ci rzeczywistych 
i uro.jo.nych tych ro.zwiqzaii. b~dzie Po.szukiwanym ro.zwiqzaniem o.g61nym 
rownania. 

Wpro.wadzaj~c no.Wq zmiennq niezaleznq 

(21) 

i biorqc Po.d uwag~ pierwsze Z r6wnaii. {20) o.trzymujemy po. pro.stych 
przeksztalceniach nast~pujqce r6wnanie r6Zniczko.w.e: 

(22) d2 
U + ~ cl U + (1- 4m) U . 0 . 

drl 'YJ d'YJ 'YJ2 

.J est to. r6wnanie B e s s e 1 a rz~du. p = 2 v' m, kt6rego. ro.zwiqzanie wy
raza si~ w znany sPo.s6b przez fun1kcj,e wale-o.we. Ogolne ro.zwiq,zanie r6w
nania dla funkcji U o.trzymujemy nast~pnie w Po.dany poprzednio. sPo.s6b. 
Funkcje V o.kreslamy z pierwszego. r6wnania (17), na Po.dstawie ktorego. 
znajdziemy 



R6wnanie r6zniczkowe (22), a tym samym i rozwiqz'anie dla sz.czeg61-
nego przypadku stozkowej powloki zebrowanej, dla kt6rej K2/KJ=DjD1 = 
= m, pokrywa si~ z rozwiqzaniem uzyskanym przez S t e u e r m ann a, [2] l 
dla powloki 0 stalej grubosci z materialu ortotropowego 1), 

Zgodnie ze wzorami (7.2) mamy bowiem w6wczas 

Rozpatrzony poprzednio przypadek jest dla powloki zebmwanej przy
padkiem wyjqtkowym, gdyz jak wynika ze wzor6w (6) na og61 
K2/K1 =1= D2/D1 • 

R6wnania r6zniczkowe (17) nie dajq si~ w6wczas scalkowac ,w poda
ny poprzednio spos6b i Sq r6wnaniami tego samego typu, co otrzymane 
przez L 0 v e' a, [3], przy badaniu izotropowej powloki stozkowej 0 sta
lej grubosci niesymetrycznie 0 bciqzonej. Wpr·owadzaj qC ' nOWq zmiennq 

(23) 

uklad r6wnan r6zniczkowych (17) otrzymamy w postaci: 

(24) 

RugujqC z powyzszych dw6ch r6wnan funkcj~ V otrzymujemy dla 
funkcja. U nast~pujqce r6wnanie r6zniczkowe czwartego trz~du: 

Rozwiqzania szcz·eg61nego powyiszego r6wnania poszukiwac b~dzie
my w posrtaci 

(26) U=er~u . 

1) R6wnanie r6zniczkowe uzyskane przez S t e u e r m ann a w cytowanej 
pracy pokrywa sj.E: z r6wnaniem (22) po uwzglE:dnieniu og61nej zaleznoscivJ/E1 =V2/E2. 
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Funkcja u musi spelniac nast~pujqce rownanie r6zniczkowe: 

(27) 

-Gdy wprowadzimy jeszcze raz nowq zmiennq niezaleznq Z = 1/C, to 
otrzymane r6wnanie przYlbierze postac: 

d
4 

u d
3
u { (28) Z8 dz4 + [12 Z7 - (4r + 2z) Z6] dz3 + 36 Z6 - 6 (4r + 2z) Z5 + 

+[6r2+6rZ-(1+4 ~: +4 ~:)Z2]Z4}~Z~ + {24Z5- 6(4r+2Z)Z4+ 

+ 2 r 6r2 + 6rz - (1 + 4 ~: + 4 ~:) Z] Z3 _ [4r3 + 6r2 Z - 2r( 1 + 4 ~: + 

+4 ~:)Z2+(1+12 ~: - 4 ~:)Z3]Z2} ~~ + [r4 + A1 AZ +2r3Z -

-rZ (I+4 Kz + 4P~)Z2+r(1+12 Kz - 4 DZ)Z3_ 16KZ (1 _ DZ) Z4] u = o. 
Kl DJ Kl DJ K, D1 

ZaloZymy teraz, ze rozwi'lZanie szczeg61ne powyzszego r6wnania r6znicz
kowego ma postac _nast~pujqcego szeregu: 

(29) 
1 

z=T' 

Po,dstawiajqc It-en szeroeg do rownania (28) i przyrownujqc do zera 
ws;polczynniki przy kolejnych pot~ach zmiennej Z mozemy obliczye 
wspolczynniki al> a2 , ... w zaleznosci od wspOlczynnika ao, kt.6ry moze bye 
pn:yj~ty dowolnie. Przy zn i zn+l otrzymujemy nast~pujq.ce wspolozynnik.i: 
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Stqd wynika, i.Z aby istnialo rozwiqzanie w postaci szeregu (29), mUSZq bye 
spelnione nast~pujqce dwa zwiqzki: 

1 
n=-· 

2 
(30) 

Otrzymujemy wi~c cztery niezalezne rozwiqzania szczegolne rowna
nia (25) posiadajqce postae (26) i odpo'wiadajqce czterem pierwiastkom 
zespolonym pierwszego z rownan {30), a tym samym mamy wyznaczone 
ogolne rozwiqzanie dla funkcji U. 

N alezy zaznaczye, ze szereg o. postaci '(29) okresla tzw. a,symptotyczne 
przedstawienie rozwiqzania rownania (28). Ogrankzajqc si~ do, skonczonej 
licz:by wyrazow tego szeregu moma z wystarczajqcq dokladnosciq obli
czyc wartose funkcji u pomimo tego, ze szereg (29) jest na ogol rozbiez
ny, [3], [4]. 

Gdy mamy juz ogolne ro.zwiq,zanie dla funkcji U (C), drugq niewia
domq funkcj~ V(C) zna,jdujemy ,bezposrednio z pierwszego rownania (24). 

Po okresleniu funkcji U(C) i V(C) momenty gnqce w powloce znaj
dujemy z rownan (14) biorqc pod uwag~, ze C = 2 Vy. 

SHy Ny i Ne wyznaczamy na podstawie zaleznosci (12.1) i (12.2), kto
re w rozpatrywanym przypadku (Y = Z = P o = 0) przybierajq postae 

(31) 
U Ny=-tga - . 
y 

Podany powyzej sposob rozwiqzania zagadnienia wymaga zmudnych 
rachunkow liczbowych, zwlaszcza przy obLiczaniu wsp61czynnik6w sze
regu (29). Dlatego tez dla okreslenia efektu brzegowego dla kraw~dzi le
zqcej w duzej odleglosci od wierzcholka stozka mOZna uciec si~ do metody 
asymptotycmego calkowania ukladu rownan rozniczkowych (17), stoso
wanej z powo"dzeniem do powlok obrotowych izotropowych 0 stalej gru
bosci, [5]. W tym celu w rownaniach (24) wprowadzimy nOWq zmiennq 
niezaleznq 

(32) 

gdzie 

(33) 

oraz nowe niewiadome funkcje U 1 i V 1 okreslone poniZsz.ymi zalezno
sciami: 

(34) 
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Poniewaz w powloce obciqzonej tylko na brzegach sily wewn~trzne 
i odksztalcenia malejq bardzo sZyJbko w miar~ oddalania si~ od obciqzo
nego brzegu, przeto w punktach odleglych od wierzcholka stozka drugie 
pochodne funkcji V 1 i V 1 Sq znacznie wi~ksze od wartosci samych funk
cji podzielonych przez e2

• Stqd wynika, ze w r6wnaniach (35) mozna 
w lewych stronach pominqc wyrazy, w kt6rych wyst~pujq funkcje Vt i V 1 

i pozostawic tylko drugie pochodne. R6wnania (35) zostajq zastqpione 
w6wczas nast~pujqcymi przyblizonymi r6wnaniami wystarczajqco do
kladnymi dla punkt6w lezqcych w duzej odleglosci od wierzcholka stozka: 

( ) 
d2 V 1 At d2 V 1 A2 

36 ~= P~ V 1 , ae~ =- P~ VI· 

Ruguj qC z powyzszych r6wnaii. V 1 otrzymuj emy r6wnanie r6zniczkowe 
czwartego rz~du okreslajqce funkcj~ V 1 : 

d4 V 
(37) d~/+4Vl=O. 

Og61ne rozwiqzanie powyzszego r6wnania jest nast~pujqce: 

(38.1) V 1 = eS (Cl cos ~ + c2 sin e) + e-s (cs cos ~ + c, sin e) . 

Z pierwszego r6wnania ukladu (36) znajdujemy nast~pnie VI: 

2 d2 V 2 2 
(382) V

1 
= ~ __ 1 = ~ [es(- Cl sin e+c2 cos e) +e-s (cs sin e- c4 cos e)]. 

. Al de Al . 

Po okresleniu funkcji V 1 i V l mozemy wyznaczyc wszystkie sily we
wn~trzne w rozwazanej powloce. Biorqc pod uwag~, ze ~ = 2 PI Vy, 
i uwzgl~dniajqc zaleznoSci (34) na podstawie r6wnaii. (31) znajdujemy: 

(39.1) e2 
J' ~ I Ny= - 4p.i tg a :;-leS(c1 cos ~+c2sine) + e-s(cs cos e+c4 sinm, 
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N8=-2p~tg a e;s~ {C1 [(1- 21~ )cos~-Sine]+c2[(1- 21~) x 

X sin ~ + cos e] } + 2 p~ tg a ;;; {Cs [ ( 1 + 21 ~ ) cos e + sin e] + 

+ C4 [ ( 1 ~ 21e) sin e - cos. e] } . 



Opierajqc si~ na wzorach (14) otrzymujemy dalej nast~pujqce wyra
zenia na momenty gnqce: 

(39.2) 

My = ~~1{Cl [(1- 21~) sin~+ cos~ + ; r;;~2 sin~] + 

[ ( 1) . 2 Dl,2 1:] } + c2 - 1- 2 ~ cos ~ + sm ~ - T ----n; cos!> + 

+ e-
s {c. [(1+~)sin~-cos~-~ DUsin~]+ 

~VI 3 2~ ~ Dl 

+ C4 [- ( 1 + 21 ~ ) cos ~ - sin ~ + ~ ~;2 cos ~]}, 

Me = ~ ~1 { Cl [; ~: sin ~ + i:2 (sin ~ - 21 ~ sin ~ + cos ~)] + 

[ 
2 D2 I: DJ ,2 ( 1 . 1:)] } . +c2 -1" Dl cos!>-~ cos~- 2~ cos~-sm!> + 

+ e-s { [ 2 D2 . I: + Du (. I: + 1 . I: 1:)] + 
~Jl1 Cs -1" Dl sm!> ~ sm\,' 2~ sm\,'- cos\,' 

[ 
2 D2 I: Dl 2 ( 1 .)] } + C4 T Dl cos!> - D~ cos ~ + 2 ~ cos ~ + sm ~ . 

Wzory (39.1) i (39.2) okreslajq sHy wewn~trzne w powloce dla du
zych wartosci zmiennej E. Mozemy je wobec tego dalej jeszcze uproscic 
pomijajqc w nawiasach te wyrazy, w ktorych wyst~puje ~ w mianowniku. 
Mamy wowczas 

Ny = - 4 p.~ tg a ~ res (Cl COS ~+C2 sin~) +e-€ (cs cos ~+C4 sin ~)], 
~f~ . 

Ne r -2p.itga .~_ reS [cl(cos~-sin~)+c2(sin~+cosm
~ JI ~ 

(40) ~ - e-qcs (cos ~ + sin~) + c4 (sin ~ - cos~)]} , 

My = .~_ reS [Cl(Sin~+COS~)-C2(COS~-sinE)] + 
~ JI ~ 

M - Du M 
@- Dl Y' 

+ e-s [cs (sin ~ - cos~) - c4 (cos ~ + sin ~)]} , 

Zgodnie z wprowadzonymi poprzednio oZlIlaczeniami ·zmienna ~ wy
raza si~ przez odleglo5c y od wierzcholka stozka w sposob nast~pujqcy: 

-V K 1K 2-Kt2,C-
~- 4 KDt 2 JlY' 

1 1 g a 
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W zaleznoSci od Ny i N8 mozemy oheslic przyro.st promienia dowol
nego kola rownoleznikowego na srodkowej powierzchni powloki. Ozna
czajqc powyzszy przyrost przez 15 mamy 

15 = y sin a B8 , 

a stqd na podstawie wzorow (9) i (31) 

(41) 
ysina 

15= K K -K2 (K1N8- K u Ny). 
1 2 1,2 

Otrzymane powyzej wzory okreslaj qce sily wewn~trzne w powloce odpo
wiadajq asymptotycz-nym wyrazeniom, do kt6rych dochodzi si~ przy ba
daniu izotropowej powloki stozkowej 0 stalej grubooci, [6]. Z rownail (40) 
wynika, ze w przy,padku zebrowanej powloki stozkowej w jej cz~sci od
leglej od wierz.cholka sHy i momenty wewn~trzne praktycznie nie za
lezq od sztywnosci zginania w kierunku obwodowym (tj. od D2). 

Podohnie j ak dla powloki izotropowej moment gnqcy Me ma tu zna
czenie drugorz~dne jako zmllcznie mniejszy od My, gdyz Du/ Dt ~ 1. 
W omowionych wyi.ej wzorach (40) wyslt~pujq c~tery stale dowolne, ~to
re wyznaczyc mozemy z czterech warunkow brz·egowych dla obu brze
gow powloki w przypadku, gdy ma ona ksztalt stozka sci~tego. J ez-eli 
powloika jest' dostatecznie d1lliga, obciqienia zewn~tNne przylozone do 
jednego brzegu nie wplywajq praktycznie na sHy wewn~tr·zne w ,poblizu 
drugiego brzegu i zagadnie-ni-e efektu brzegowego mozna rozwiqzywac nie
zaleznie" dla kazdego z brzegow powloki. Dla brzegu polozonego blizej 
wierzcholka stozka (Yo = const, rys. 1) nalezy wziqc pod uwag~ te cz~sci 
wyrazeil (40), w ktorych wyst~puje czynnik e- s, a wi~c rozwiqzanie odpo
wiadajqc-e stalym Ca i C4 , natomiast dla brzegu polozonego dalej od wierz
cholka nalezy wziqc pod uwag~ wyrazenia odpowiadajqce Cl i C2 • 

Podane wyzej rozwiqzanie odnosilo si~ do powloki zebrowanej, dla 
ktoTej zaS't~pcze sztywnosci zginania i rozciqgania w obu glownych kie
runkach byly stale. Gdy zebra wzmacniajqce, biegnqce wzdluz tworzq
cych stozka, majq - j.ak to si~ najcz~sciej spotyka - staly przekroj po
prz.eczny, powyZszy warunek nie j,est spelniony. W przypadku tym mozna 
jednakze podzielic powlok~ na cz~sci 0 postaci stozk6w sci~tych i zastoso
wac do kazdej z tych cz~sci otrzymane poprzednio wzory przyjmujqc 
srednie wartosci sztywnosci Kt i Dt • Stale calkowania wyst~pujqce w roz
wiqzanLa'ch rownail rozniczkowych odnoszqcych si~ do poszcZle.golnych 
cz~sci, na ktore zostala podzielona powloka, wyznaczamy z warunkow ciq-
glosci odksztalceil i sH w-ewn~trznych mi~dzy sqsiadujq.cymi ze sOIbq cz~
sciami powloki. 
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Pe310Me 

TIP0 4HOCTb ROHH4ECROPI OBOJI04RH C PEBPA!MIH lRECTl-tOCTH, 

HAfPYlREHHOPI OCE)CHMMETPH4HO 

B pa60Te paCcMaTPJ1BaeTCSI CJIY'laH OCeCJ1MMeTpJ1'lHOH HarpY3KJ1 KO
HJ1'IeCKOH 060JIO'lKJ1 C pe6paMl1 ~eCTKOCTJ1, paCIIOJl'O:>KeHHbIMJ1 no oKpY:>K
HOCTSIM J1 no 06pa3YIO~M. 3a,n;a'la pellIeHa IIpJ1 IIpe,n;nOJIO:>KeIIJ1'J1, 'ITO pe6-
pa pa3Me~eHbl ,n;OCTaTO'lHO rycTO, BCJIe,n;CTBJ1e 'lero o6oJIO'lKY MO:>KHO C'lJ1-
TaTb OPTOTPOIIHOH. BbIBO,n;SlTCSI 06~J1e ,n;J1Cp<pepeHll;J1aJIbHble ypaBHeHJ1S1, 
a TaK:>Ke rrpJ1BO,n;J1TCSI MeTO,n; orrrpe,n;eJIeHJ1S1 aCJ1MllTOTJ1'lecKJ1X pellIeHJ1H 
3TJ1X ypaBHeIIJ1H. B oc06eHHOCTJ1, Kor,n;a OTHOllIeHJ1e :>KeCTKOCTeH paCTSI
:>KeHJ1S1 B rJIaBHbIX HallpaBJIeHJ1SIX paBHO OTHOllIeHJ1IO COOTBeT'CTBylO~J1X 

:>KeCTKOCTeH J13rJ16a, 1I0JIY'laeTCSI TaROe :>Ke pellIeHJ1e, KaK J1 ,n;JlSI KOHJ1'leC
KOH 060JIO'lKJ1 IIOCTOSlHHOH TOJI~J1Hbl, J13rOTOBJIeHHOH J13 OPTOTpOIIHoro 
MaTepJ1aJIa. BbIBO,n;SlTCSI TaK:>Ke - B o6~eM cJIy'lae - rrpJ16JIJ1:>KeHHble 
<pOPMYJIbl ,n;JISI orrpe,n;eJIeHJ1S1 BHyTpeHIIJ1X CJ1JI B 060JIO'lKe, aHaJIOrl1'lHble 
<P0PMY JIaM, IIOJIY'laeMbIM IIpJ1 J1CCJIe,n;OBaHl1'J1 l130TPOIIHbIX KOHJ1'lecKJ1X 
o60JIo'leK IIOCTOSlHHOH TOJI~bl. 

Summary 

THE STRENGTH OF A CONICAL SHELL WITH RIBS SUBJECTED . 

TO AN AXIALLY SYMMETRICAL LOAD 

The case of an axiall~ symmetrical loading of a conical shell rein
forced with circumferential and longitudinal ribs (along the generators) 
is considered. The problem is solv'ed assuming that the ribs a·re closely 
spaced so that the shell can be treated as orthotropic. General different-
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ial equations are derived and .a method {llf determining asymptotic 
solutions of these equations is developed. In particular, when the ratio 
of the ,tensile rigidities in both principal directions is equal to that of 
the corresponding flexural rigidities, the solution is the same as' in the . 
case of a conical o-rthotropic shell of constant thickness. In the general 
case approximate relations are derived. These relations determine the 
internal forces in the shell and are analogous to those f{lr isotropic 
conical shells of ·constant thickness. 

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 21 grudnia 1955 r . 
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