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Wazniejsze oznaczenia

modul sprezystosci betonu,

modut sprezystosci stali,

powierzchnia przekroju poprzecznego betonu,
powierzchnia przekroju poprzecznego stali,
moment bezwladnos$ci czesci betonowej prze-
kroju poprzecznego wzgledem osi poziomej
przechodzacej przez jej srodek ciezkosci,
moment zginajacy -w uktadzie podstawowym:
od obcigzenia nadliczbowg X; =1,

moment zginajacy w ukladzie podstawowym
od obcigzenia zewnetrznego,

sita normalna w ukladzie podstawowym od
obcigzenia nadliczbowg X;=1,

sita mormalna w ukladzie podstawowym od
obcigzenia zewnetrznego,

sila sprezajgca w kablu oznaczonym licz—
ba k, '

odlegtos¢ kabla od srodka ciezkosci czesci be-
tonowej przekroju,

wspo6tczynniki w réwnaniach warunkowych
metody sil,

modut petzania betonu.

1. WSTEP

1.1. Pelzanie betonu i procesy zachodzace w mlodym betonie

Pelzaniem betonu nazywamy narastanie z biegiem czasu odksztalcen
plastycznych zaleznych od obcigzen. Rysunek 1 przedstawia typowy
wykres zalezno$ci odksztalcenia jednostkowego & betonu od czasu.
W chwili t = 0, w ktoérej obciazono beton, powstaja odksztalcenia spre-
zyste &,; rosngce odksztalcenia plastyczne e, daza do pewnej wartosSci
maksymalnej, ktérej osiagniecie oznacza zakonczenie procesu pelzania.
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Liczne badania do$wiadczalne, [1] i [2], pozwolily na okre$lenie czynnikéw
wplywajacych na omawiane zjawisko. Wyliczymy naprzéd te, ktére z sa-
mej swej istoty lub nieuchwytnos$ci nie posiadaja znaczenia dla teorii
pelzania.

(1) Zawarto$é cementu w betonie: im chudszy jest beton, tym wieksze
pelzanie. '

(2) Wilgotnos¢ wzgledna otaczajacego powietrza: im wieksza jest wil-
gotnosé, tym mniejsze pelzanie. Z tych samych przyczyn odksztalcenia
plastyczne betonu zanurzonego w wodzie sa znacznie mniejsze niz w be-
tonie znajdujacym sie na powietrzu.

(3) Wiasciwosci cementu uzytego do zwigzania betonu.

(4) Rodzaj kruszywa.

Najwazniejsze stwierdzone doswiadczalnie wlasnosci pelzania betonu,
dajgce matematyczne podstawy teorii, sg nastepujace.

(1) Zalezno$¢ pelzania od naprezen. Wielko§é odksztalcen plastycznych
jest proporcjonalna do dzialajgcych naprezen (rys. 2). Zalezno$¢ ta po-
zwala stosowaé zasade superpozycji obcigzen i sprawia, ze zjawiska po-
wodowane pelzaniem betonu maja (traktowane jako funkcja obcigzen)
charakter liniowy ?).

Ert) b epre) )
< Fq(t)
£
foit)
! s o cals
t, t,
Rys. 1 Rys-2 Rys. 3

(2) Zaleznos¢ pelzania od chwili obcigzenia. Na rysunku 3 przedstawio-
no odksztalcenia plastyczne jako funkcje czasu przy statych naprezeniach.
Krzywa f(t) odpowiada obcigzeniu w chwili t = 0, krzywa f, () obcigzeniu
w chwili t = t, . Jak widaé, im p6zniej obcigzony jest beton, tym mniejsze
wykazuje odksztalcenia plastyczne. Stwierdzono, [3], ze kolejne krzywe
f1(t),f2(t), ... mozna uzyskaé przesuwajac pionowo krzywa f(t), czyli ze:

(1-1-1) f1 (t)—_—f(t)_f(tﬁ), fz‘(t)=f(t)—f(t2) itd.
Wprowadzamy pojecie modutu pelzania ¢ (t).

') Przy naprezeniach bardzo duzych, przekraczajacych naprezenia dopuszczalne,
mozliwe sa odchylenia od takiej zalezno$ci.
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Modutem pelzania nazywaé¢ bedziemy stosunek odksztalcenia pla-
stycznego do sprezystego, okreflony przy statych (dzialtajacych od chwi-
li t = 0) naprezeniach:

t)
(1.1.2) o(t) = 1@ g
&9
Zatem przy obciazeniu w chwili ¢t = 0 pelne odksztalcenie jednostkowe
wynosi
(1.1.3) e, =g [1+¢ ().

- W przypadku gdy obcigzenie dziala od chwili t = t,, otrzymamy
uwzgledniajgc zaleznoéci (1.1.1) nastepujacy wzér na odksztalcenia jed-
nostkowe (przy zalozeniu, ze modul sprezysto$ci betonu jest wielkoScig
stalg):

(1.1.3.1) =2ty [14+9t)—e(t)].
Réiniczkowanie wyrazes (1.1.3) i (1.1.3.1) daje
(1.1.4) Qe deg . d(p(t).

dt _ dt o gt

Zalezno$¢ (1.1.4) wyraza inaczej omowiona wyzej wilasnos¢ druga
i wraz z zalozeniem liniowosci stanowi podstawe podanej przez D i-
schingera, [4] i [5], teorii pelzania betonu.

Wzory (1.1.3), (1.1.3.1) oraz (1.1.4) mozna bezposrednio zastosowaé
do badania wszelkich proceséw dajacych sie opisaé¢ liniowymi funkcjami
obciazen, a w szczegélnosci do badania odksztalcen ukladéw statycz-
nych.

Proces pelzania trwa do czterech lat, a nawet diuzej. Wielkosé modutu
pelzania moze dochodzi¢ do szeiciu. Nalezy jednak pamietaé, ze przewa-
zajgca czesSé odksztalcen plastycznych powstaje w stosunkowo niedlugim
czasie po stezeniu betonu, natomiast naprezenia
i, co za tym idzie, pelzanie pojawiajg sie w kon-
strukcjach pretowych dopiero po ich rozszalowa-
niu. Z tego wzgledu w praktyce nigdy nie przyj-
muje sie do obliczen warto$ci wiekszych niz
@ = 4, najczesciej za$§ ¢ = 2-3.

W mlodym betonie zachodzg poza tym dwa
procesy niezalezne od obcigzen. Pierwszym z nich Rys. 4
jest skurcz; wykres jednostkowych odksztatcen
skurczowych w zalezno$ci od czasu przedstawia rys. 4. Czas skurczu trwa
do kilku lat. Dla celéw praktycznych mozna przyjaé, ze krzywa es(t)
jest podobna do krzywej f(t) na rys. 3, czyli ze

Esrt)

Es

(1.1.5) &s (t)=ssﬂg.
or
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W powyzszym wzorze ¢ oznacza maksymalng przewidywang wiel-
ko$¢ modulu pelzania, zas e maksymalne odksztalcenia skurczowe.
Drugim z omawianych proceséw jest tzw. twardnienie betonu, czyli
narastanie jego modulu sprezystosci (rys. 5). W chwili t = 0 modut wy-
nosi E,, nastepnie rosnie i jest funkcja czasu E(t).
Wplywem zmienno$ci modulu sprezysto$ci nie
bedziemy sie zajmowali, poniewaz jest nieistot-
/__ ny i zmiany, jakie powoduje, zawieraja sie na ogét
w granicach dokladnos$ci zalozen.
Dotychczas moéwiliSmy o naprezeniach statych.
W przypadku naprezen zmiennych o(t) (oraz,
Rys. 5 w ogolniejszym zaltozeniu, zmiennego modulu
sprezystosci) otrzymamy wz6ér na zmienne od-
ksztalcenia jednostkowe &(t) sumujac wpltywy elementarnych przyrostow
do(t). Kazdy z tych przyrostéw jest od chwili t, naprezeniem statym,
zatem

)

€

t t

el= [ 25 Tt b [ 25 o0 —pieald,
0 0

Rézniczkujac wzgledem t otrzymamy

de T de ' o(t) do
(1.1.6) it || o [ARE R T

Drugi wyraz w tym wzorze jest identyczny z (1.1.4), za§ pierwszy
przedstawia odksztalcenia sprezyste.

Na podstawie wzoréw (1.1.4) i (1.1.6) stwierdzamy, co nastepuje: pred-
kos¢ narastania odksztalcen plastycznych przy obcigzeniu stalym Ilub
zmiennym oraz przy stalym lub zmiennym module sprezystosci betonu
zalezy jedynie od wielko$ci dzialajacych w danej chwili naprezen, na-
tomiast sposéb ich narastania nie ma na nig wplywu; predko$é¢ ta okre-
$lona jest wzorem (1.1.4).

1.2. Przedmiot pracy

W ustrojach jednorodnych (betonowych) statycznie wyznaczalnych
i liniowych pelzanie zmienia jedynie odksztalcenia, natomiast nie ma
wplywu na stan naprezen. To samo odnosi sie do ustrojow statycznie nie-
wyznaczalnych znajdujacych sie pod dzialaniem obcigzen zewnetrznych 2).

2) Dowod dla ukladéow pretowych mozna przeprowadzi¢ samodzielnie po zapozna-

niu sie z treScia rozdzialu drugiego. Dowo6d dla tréjosiowego stanu naprezen przy
pewnych zalozeniach ograniczajacych podaje Arutiunian, [6].
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Natomiast pelzanie zmienia bardzo wydatnie naprezenia wywolane takimi
przyczynami, jak zmiana temperatury, skurcz betonu, osiadanie podpér.

W ustrojach niejednorodnych, jakimi sg konstrukcje zelbetowe spre-
zone lub zespolone, pelzanie betonu zmieniajgc odksztalcenia wplywa na
stan naprezen niezaleznie od przyczyn, ktére go wywotaly.

W pracy niniejszej omawiamy szczegbélowo wplyw pelzania betonu na
ustroje sprezone. Wszystkie rozwazania zostalty oparte na zalozeniach po-
danych w p. 1.1 oraz na podstawowych zalozeniach klasycznej wytrzy-
matosci materialéw lub teorii zelbetu, takich jak zasada plaskich prze-
krojow, liniowy rozklad naprezen, zasada Saint-Venanta itd
Przyjecie liniowego rozkladu naprezen jest uzasadnione, poniewaz zaj-
mowact sie bedziemy jedynie rzeczywistym stanem konstrukeji pomijajac
zagadnienia no$nosci granicznej.

G16wng cze$é pracy stanowiag rozdzialy drugi i trzeci. W rozdziale dru-
gim przedstawiona jest teoria ukladéw sprezonych kablami swobodnymi,
za$§ w rozdziale trzecim teoria ukladéw z kablami obetonowanymi, ktéra
obejmuje réwniez ustroje zelbetowe pracujgce w pierwszej fazie. Dla
kazdego z wymienionych typéw konstrukecji podano rozwigzanie dla ob-
cigzen statych ?), dla skurczu betonu oraz dla osiadania podpér. W roz-
dziale czwartym podane sa uwagi odnoszace sie do rozwigzywania ukla-
doéw mieszanych, bedgecych kombinacjami obu omoéwionych poprzednio
rodzajow konstrukeyjnych. Poza tym rozpatrzone sg tu dalsze zagadnie-
nia ogblne, miedzy innymi wplyw zbrojenia zelazem miekkim oraz wplyw
tarcia w ukladach sprezonych kablami swobodnymi. Wszystkie metody
objasniono przykladami liczbowymi, ktére utatwiajg orientacje w tech-
nice przeprowadzenia obliczen. Przyklady obliczone sa w ukladzie jed-
nostek: tona, metr.

Rozwiazania Sciste omawianych zagadnien sa, z wyjatkiem najprost-
szych przypadkéw, nieprzydatne do praktycznego uzytku z powodu to-
warzyszgcych im z reguly trudno$ci rachunkowych i duzej nieprzejrzy-
stosci. Z tego wzgledu szczeg6lng troska autora bylo podanie takich me-
tod, ktérych stosowanie byloby mozliwe dla inzyniera i ktére jednocze$nie
mnie odbiegatyby od schematow rozwiagzan stosowanych w zwyczainej sta-
tyce budowli. Postulat ten zostal osiggniety. w zupelno$ci dzieki zastoso-
waniu szeregow potegowych, przez co mozna uzyska¢ w latwy stosun-
kowo sposdb dowolnie dokladne przyblizenie rozwiazania Scistego, oraz
dzieki pelnej arytmetyzacji obliczen. Nalezy pamieta¢, ze wszelkie uwagi
dotyczace dokladnos$ci podanych metod i zbieznoSci szeregéw stosujg sie
jedynie do przedziatu 0 < ¢ << 4, wieksze bowiem warto$ci modulu pelza-
mia praktycznie nie wchodza w rachube, jak o tym juz powyzej wspomniano.

3) Sciéle bioragc, obcigzenia ruchome réwniez moga mieé pewien wplyw, jednak
z powodu krétkotrwatosei tych obcigzen mozna go pominaé
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Pozostaje jeszcze do omoéwienia celowosé i potrzeba prowadzenia ob-
liczen z uwzglednieniem pelzania betonu. Otéz wplywy tego czynnika sg
na tyle duze, Ze przy obecnych wygérowanych naprezeniach dopuszczal-
nych musza by¢ brane pod tiwage, tym bardziej iz w konstrukecjach spre-
zonych konieczna jest pewnos¢, ze nie powstang rysy. Zagadnienie zatem -
polega nie na tym, czy pelzanie betonu uwzglednia¢, lecz z jaka doktad-
no$cig nalezy to robi¢. Jasne jest, ze obliczenie uwzgledniajgce pelzanie
jest w poréwnaniu z zasadniczym obliczeniem . statycznym elementem
drugorzednym. Poza tym nalezy sobie zdawaé sprawe z faktu, ze doktadne
okre$lenie modutu pelzania nie jest praktycznie mozliwe, chotby z po-
wodu wplywu jaki nan majg zmiany klimatyczne. Dlatego dokladnosé
wynoszaca np. dziesie¢ procent moze by¢ uznana za zupelnie wystarcza-
jaca. Jezeli nawet inzynier nie ma zaufania do zalozonej wielko$ci modutu
¢, to znajomo$¢ kierunku, charakteru i rzedu wielkoéci zmian zwigza-
nych z pelzaniem betonu w ukladzie sit wewnetrznych konstrukeji
utatwi mu prawidlowe jej zaprojektowanie.

2. USTROJE SPREZONE KABLAMI SWOBODNYMI

W rozdziale tym rozpatruje sie uklady sprezone kablami przebiegaja-
cymi w kanatach wykonanych w belce lub przepuszczonymi na zewnagtrz
belki. Rozwiazanie uzyskamy przy zalozeniu braku tarcia miedzy ka-
blami i lozyskiem oraz przyjmujac, ze sprezeniu podlega- jednorodny
ustr6éj betonowy niezbrojony. Sposoby ewentualnego uwzglednienia tar-
cia oraz zbrojenia podane sg w rozdziale czwartym. Pojecie statycznej
niewyznaczalno$ci odnosi sie do ukladéw sprezanych, tzn. rozpatrywa-
nych z pominieciem kabli.

2.1. Uklady statycznie wyznaczalne

Rozwazymy naprzéd prosty przypadek belki sprezonej jednym ka-
blem (rys. 6a). Zalozymy, ze napiecie kabla nastepuje w chwili t =10,
ktérej odpowiada ¢ = 0. Wskutek sprezenia belka podnosi sie na ruszto-
waniu, co powoduje jednoczesne wejsScie do akeji jej ciezaru wlasnego.
Naprezenia w betonie powoduja w chwili t = 0 odksztalcenia sprezyste,
do ktoérych z biegiem czasu dochodzg odksztalcenia plastyczne zgodnie ze
schematem podanym w rozdziale 1. Odksztalcenia plastyczne belki po-
woduja z kolei odksztatcenia kabla i w rezultacie zmiane naciagu.

Poczatkowy naciag kabla w chwili t = 0 nazwiemy S, %), przyrost sity
w kablu bedacy funkcja czasu oznaczymy przez X,, znaki dodatnie obu

4) Przy sprezeniu jednym kablem indeks przy literze S nie jest potrzebny, zo-
stal jednak podany ze wzgledu na zwigzek z oznaczeniami przesunieé 4 oraz dla

analogii z oznaczeniami stosowanymi w przypadku kilku kabli.
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wielkosci odpowiada¢ beda rozciaganiu. W celu utozenia odpowiedniego
réwnania rozwaza¢ bedziemy réwniez uklad podstawowy statycznie wy-
znaczalny, za ktory przyjmujemy uktad powstaly z poprzedniego po roz-
cieciu kabla (rys. 6b). Ustréj ten znajduje sie w dowolnej chwili ¢ pod
dzialaniem nastepujacych obcigzen:

(1) obciazen stalych, mianowicie ciezaru stalego i sity S,

(2) obciazenia zmiennego X;.

Funkcje X, nalezy tak dobraé¢, aby w kazdej chwili t rozsuniecie
wzgledne d;, koncéw rozcietego kabla bylo réwne zeru. Warunek powyz-
szy mozna okre$li¢ albo w odniesieniu do matego przyrostu czasu dt,
albo tez odpowiadajgcego mu przyrostu de¢ funkecji ¢. W obrebie tego

przyrostu sila X, zmienia si¢ o malg wielko$é dX,, ktéra powoduje spre--

2yste odksztalcenia kabla i belki, a w rezultacie przyrost rozsuniecia réw-
ny dX, d,,. Pozostale obcigzenia dajg jedynie przyrost odksztalcen pla-
stycznych czesci betonowej. Naciag poczatkowy S, daje w chwili ¢t =0
rozsuniecie S, d,;,, przy czym wielko§é d,; mozna przedstawi¢ jako sume
dwu skladnikéw przedstawiajgcych wplyw odksztalcen betonu i stali:
d,, =07, +0f,. Zatem przyrost rozsuniecia powodowany silag S; wynosi
zgodnie ze wzorem (1.1.4) S,6% d ¢. Podobnie przyrost rozsuniecia spowo-
dowany sila X, wynosi X, ¢}, d¢p,a przyrost rozsuniecia pod wplywem
ciezaru stalego jest rowny d,,d¢.
Sumujac wymienione wielko$ci otrzymamy réwnanie rézniczkowe

dX iy
(2.1.1) -—&;‘ oy + X, 85 +8,85+ 6,,=0 ,
: \ /
Rozwigzaniem réwnania jednorodnego 2 4
jest funkcja X, = Ce™, gdzie a=—06{,/d,,"

Rozwigzaniem szczegbélnym réwnania nie-

jednorodnego jest: R

' Se+Xy - 4
X1 = — (S, ~+— ?TO) . R
\ 11 Rys. 6
Ostatecznie przy uwzglednieniu warunku brzegowego [X;] Y 4o~

staniemy

(2.1.2) X, =— (S1 + g]TO) (1 —e%?).
11
Ze wzoru powyzszego widaé, ze spadek sprezenia powodowany pelza-
niem jest tym mniejszy, im nmiejsza jest powierzchnia przekroju po-
przecznego stali sprezajgcej. Poniewaz wielko$¢ 6;,jest zawsze ujemna,
przeto teoretycznie zachodzi mozliwo$é zwiekszania sie silty sprezajgcej
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wskutek pelzania betonu. Dla celéw praktycznych fakt fen nie ma oczy-
wiScie znaczenia, co najwyzej mozna by uzyska¢ stale sprezenie (X, = 0)
w konstrukeji pracujacej jedynie na obcigzenie state.

W tym celu nalezy przy danej sile S, tak dobraé¢ trase kabla lub
przy zalozonej trasie tak dobra¢ sile S, aby bylo S;=-—4,,/d},. Straty na-
ciggu nie rosna nieograniczenie; gdy ¢—co, X, dazy asymptotycznie
do wartosci — (S, + d,4/6%,).

Przyktad liczbowy 1. Obliczymy wplyw pelzania betonu na belke
przedstawiong mna rysunku 7. Dane liczbowe: moduly sprezystosSci
E, =3:10°t/m?, E, = 1,9-107 t/m? powierzchnia przekroju poprzeczne-
go kabla F, = 39,82 cm?, poczatkowy nacigg S, = 360 t, obcigzenie sta-
te p = 41t/mb. Przyjmujemy réwniez, ze trasa kabla jest paraboliczna.
Wykresy momentéw zginajacych i sit normalnych od poszczegblnych ob-
cigzen przedstawiono na rys. 7.

° 2
3 L £ 40
[T 18,00

OO
e

Rys. 7

-

Wspétczynniki 6 oblicza sie ze wzorow metody sil:

s M1M0 .___ . —b5
bo=| g, ds=—— 66096107,
Y =f—Mids+f N, ds=—3,263-10-°
4 EyJp EyFp ? :

—0 ] N%z e —b
by =04+ | g ds=27,077-10°.
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Stad
_ T
a= M0TT 0,1205, 6{’1 = — 202,61,
zatem .
X, =—157,4(1 — e 012059)

Wykres X,(p) przedstawiono na rys. 8, za$ wartosci zestawione sa
w tablicy 1. Jak wida¢, zaleznos¢ jest prawie liniowa nawet dla duzych
stosunkowo wartosci ¢.

Tablica 1
@ 1 2 3 4
- 4 —17,8 —337 — a7 — 60,2
X1 100 —4,94 —9,36 —~18,2 —16,7

Si

Rozwazymy obecnie bardziej ogélny przypadek ukladu statycznie wy-
znaczalnego sprezonego m kablami, w ktérych poczatkowe naciggi wy-
noszg Sy, ..., Sk, ...y Sp. Wskutek pelza-
nia betonu naciggi te zmieniajg sie X
o wielko$ci X, ..., X, ..., X,, bedace 60
funkcjami czasu. Dla kazdego z kabli
nalezy ulozy¢ jedno réwnanie roéz- -40 -
niczkowe zbudowane podobnie jak
réwnanie (2.1.1) i otrzymane z
uwzglednienia odksztalcen uktadu

-20 -

podstawowego powstalego po roz- =5 ? 3 « 9
cieciu kabli 5): Rys. 8

dX dX d

St e L X"al,,+x B, b Ml
- + X, 08, +88,+...45,08,+..+858, +6,=0,

dX dXx d

Sy ik Skt e

i Xndfm—l—Sl 8,0+ .1 8,8,+0,==0

Rozwigzanie ogélne ukladu réwnan jednorodnych przyjmujemy
w postaci -
X3 =Cye;

’) W rozpatrywanym ukladzie podstawowym zawsze mamy 6,’-’k =4d;, dla iFk;
dlatego indeks b pozostawiono tylk® dla i = k.

Rozprawy Inzynierskie — 5 2317




Podstawiajac te funkcje do réwnan (2.1.3) otrzymamy uklad n réwnan
jednorodnych:

' C,(6},+ ad) +...+C, (0,,+ ady,) + ...+ C,(6,, + ad,,) =0,

)
l Cy(8,y+ ad,) + ... +C,(8,,+ aé,,) + ...+ C, (82, +ad,,) = 0.
Uklad ten da niebanalne rozwiazanie na state Cy, jezeli jego wyznacz-
nik bedzie réwny zeru:
' (6% +adyy) ... (0,, + @dy,) ...(8,, 1+ @dy,)
(2.1.5) ] ................ =0
i i
% (6nl+ aanl) (ank+a6nk)"'(6fm+a6nn)
Otrzymamy stad réwnanie charakterystyczne n stopnia, z ktérego na-

lezy wyznaczy¢ n pierwiastkow a;. Zatem rozwigzanie réwnan jednorod-
nych przyjmuje postaé:

X—Cne""’-f- Tc,, g%, +c1,,e

Kg=—==0Cr1e ke + .o + Chi jeci® + + Cnn e“n?,

State Ci; (k = 1,2, ... , m) nie sa niezalezne. Dzielgc np. (n — 1) pierw-
szych rownan (2.1.4) przez Cy;, podstawiajac o = a; oraz przyjmujac
Chri
oy

otrzymamy dla kazdego i uklad (n — 1) réwnan:

I 6?1""1 dy,) —{—y21(612+a 0p0) + .. + ¥4 (64, +@; 8y) + .. +
| + 9, (84, +,6,,)=0,
(2.1.6) s e e e -, L, L,
l ('5(,1 1)1+“ Oy 1)1) i ylt(é(n-——1)2+a1 6(n—-1j2)+ ¥ (6(11-1)k+
+e 6(n——1)k) + ot 9,0 ety T 20 yad =0

Rozwigzanie n ukladéw rownan typu (2.1.6) daje n (n—1) wspoblczyn-
nikéw y,, .
Rozwigzania szczegélne ukladu (2.1.3) przyjmiemy jako wielko$ci
state:
Xs=As,



ktére mozna obliczy¢ [po wstawieniu Ay do ukladu réwnan (2.1.3)] z na-
stepujacego ukladu réwnan:

A 611+ +A 61k+ +An ‘51n+s ‘5 "-’ITSk 51;;+---+ 1n+510 ’

A 6 1+ +Ak 6nk+ _LAn °£,z+s1 anl+ Sk 6nk+ e Sn 6;[:n+6nl)

Ostatecznie po wprowadzeniu oznaczenia Cy; = C; rozwiazanie przed-
stawia sie w postaci

i

| Xl —— C1e""' + e + (8 e“"" s C” e"nq” —+—A1 ;
(2.1.7)

l X, =C V™t .. by e L C oy oA

Warunki brzegowe zagadnienia sa nastepujace: dla ¢ =0, X; = 0.
Stad mamy uklad réwnan, z ktérego obliczymy state Ci:

lcl' ‘}-C, 4‘ +CIZ+A1_0
(2.1.8) .
|//I1C| % }"}Mc e '}J,,,,C +A =M

Przyktad liczbowy 2. Opisany powyzej tok obliczen objasnimy na
przyktadzie belki sprezonej dwo-
ma kablami (rys. 9). Wymiary
belki, jej ciezar oraz trasa i dane <
wytrzymalo$ciowe kabla 1 sg ta-
kie same, jak w przykladzie
pierwszym, dodano jedynie ka-
bel drugi o trasie parabolicznej,
powierzchni przekroju poprzecz-
nego F, =11,06 cm® i naciggu
poczatkowym S, = 100 t.

Obliczymy brakujagce wspo6l-

czynniki:
= e [2%

6”24—] = ds = 44,130 107,

ds=1,272-10—5

E.F.,
e MlMﬂ ds +ng:ds—0911 10-5
L M0 g I
&y o f El ds——170,52-10~5.



Otrzymamy kolejno: uklad rownan (2.1.4)

C, (3,263 + 27,077 a) + C, (0,911 + 0,911 a) =0,
C, (0,911 + 0,911 a) + C, (1,272 + 44,130 a) = 0;

rownanie charakterystyczne
(3,263 + 27,077 a) (1,272 + 44,130 @) — (0,911 + 0,911 a)> =0 ;
jego rozwigzanie
a; ——0,12597, a; = —0,022076 ;

wsholezynniki yp
3,263 — 27,077 -0,12597
0,911 —0,911-0,12597

~3,263—27,077-0,022076
0,911—0,911-0,022076

e =0,18575 ,

—2,9910;

Foz ==
wyrazy wolne uktadu réwnan (2.1.3)
S, 6% + S, 0,, + 6,,=10604,84-10"5,
S, 8,y + S, 05, + 6,9 = 384,64-10"5;
uktad réwnan do wyznaczenia wielkoéci Ay

3,263 4, + 0,911 4, + 604,84 =0,
0,911 4, +1,272 4, + 384,64 =0 ;

rozwigzanie tego ukladu daje

% A, =—126,17, Ay = —212,03;

- 60 —

uklad rownan do wyznaczania sta-
-0 tych
X C.+C;—126,17=0,
. 0,18575C, — 2,991 C, — 212,03 = 0;
3 1 2 3 5 73 stad stale
Rys. 10 C,=185,52, C,=—"59,36.

Zatem rozwigzanie ma postac

X,=185,52 ¢ %1%¢ 50 36 ¢ %%y — 126,17,
X, = 34,46 e~ 01269 | 177,54 e 0221y — 21203 .
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Zestawienie warto$ci X, (p) oraz X,(p) zawiera tablica 2.

Tablica 2
® 1 2 = 3 4
X — 20,67 — 38,71 - 54,55 - 68,44
Xs — 7,96 — 15,36 92,96 — 28,70
7" 100 = 58 =107 == 15.2 —19,3
S,
2 100 —. 8,0 — 15,4 —22.4 — 26,0

S,

Wykresy X, (p) i X,(p) przedstawiono na rys. 10.

2.2. Uklady statycznie niewyznaczalne

Podane rozwigzanie dla dowolnej ilosci kabli sprezajacych uklad sta-
tycznie wyznaczalny mozna bezposrednio przenie$é na ustroje statycz-
nie niewyznaczalne. W dowolnej chwili na uklad podstawowy dzialajg:
ciezar staly, sily w kablach Sr + Xr(p) i wielkosci nadliczbowe
X? + X, (p), gdzie X? oznacza wielko$é sily nadliczbowej X; dla ¢ = 0,
pojawiajacej sie pod wplywem obcigzenia i sprezenia. Dla ukltadu p-krot-
nie statycznie niewyznaczalnego sprezanego n kablami otrzymamy p + n
réwnafn. Przy oznaczeniu niewiadomych w kablach wskaznikami
1,..,k, .., n, awielkoSci nadliczbowych wskaznikamin + 1, ..., %, ..., n + p,
uklad réwnan rézniczkowych przedstawia sie nastepujaco:

d d dX

e +dX” b+ T b it
dX dX,

+ e S0 et — P X8+ o+ X Oyt o+ X0y, +

+Xn(—1 lni+ +X611+ +'Xan ln-hr;_l—S(s + +
+ 8,0y + o + 8,0, + X040y oy o+ X0+
+Xn +p ln p+610=

(2.2.1)

dX, d X dX
dg dnirat ot g "an+pk+ g dnennt

d X, dX; dXn,
+#6rn+p,n 1‘,‘-~-+ d lan p:+ T (pp 611 p.nt p+

+ Xl 6/1 +p,1 + +Xk 6,; Jp,k+--- + Xn (sn+p,n+ Xn+1 61:»% p,u+1+ +
+Xibnip,it .+ Xnipbnipnip+ S10nip1+ . + Sk bnipe + ... +
+ 8500100+ XaitOnipnia T T XSy ot

. oE X?l»#pan»%p,lﬂ-p—{_611‘1’,():0'
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Rozwigzanie powyzszego ukiadu przeprowadza sie za pomocag wzo-
row (2.1.4) - (2.1.8). :

Zajmiemy sie obecnie blizej najwazniejszym praktycznie przypad-
kiem, tzn. belkami cigglymi ¢). Uklad podstawowy najwygodniejszy tak
dla obliczen statycznych, jak i w ogélnym przypadku dla naszych celéow,
przedstawiony jest na rys. 11; niewiadomymi wielko$ciami nadliczbowy-
mi X; sa tu momenty zginajgce nad podporami. W ogélnym przypadku
nalezy korzysta¢ z ukladu rownan (2.2.1).W praktyce jednak kable czesto
prowadzi sie w pewien specjalny sposéb, mianowicie tak, ze sprezenie
nie wywoluje reakcji podporowych; woéwczas moment zginajgcy spre-
zenia k-tym kablem oblicza sie jak w belce wolnopodpartej, co oznacza
(rys. 12), ze
(2.2.2) M@y = — Sk Yx .

Takie prowadzenie kabla zwane wspélbieznym daje duze ulatwienia
w obliczeniach, a przy tym zazwyczaj nie koliduje z wymogami kon-
strukeyjnymi i statycznymi.

l \L/Xf‘)ﬂ L)/Xf‘)g
% , Py 7T j
T = "

Rys. 11

Rys. 12

W celu uzyskania opisanego efektu dla k-go kabla nalezy jego trase
tak zaprojektowa¢, aby dla kazdego i speiniony byl warunek
MiMw ,
Eydy ds=20.
We wzorze powyzszym M; przedstawia, zgodnie z naszymi oznacze-
niami, wykres momentéw zginajacych od obcigZenia i-t3 wielko$cig nad-
liczbowa 7), za§ M) nalezy bra¢ wedlug wzoru (2.2.2).

(2.2.3)

%) Rozwaza¢ bedziemy belki ciggle, w ktérych wszystkie przesia oraz kierunki
przesuwania podpor przesuwnych sg poziome.

7) Przy projektowaniu wygodniejsze jest uzywanie warunku mniej ogélnego.
wystarczajacego lecz niekoniecznego; polega on na tym, ze wzér (2.2.3) spelnia sie
na odcinku kazdego przesta z osobna niezaleznie.
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Przyjmijmy dla belki sprezonej uklad podstawowy, w ktorym wiel-
koéciami nadliczbowymi beda reakcje podporowe.

Zalézmy, ze wszystkie kable poprowadzono tak, iz spelniony jest dla
kazdego z nich warunek (2.2.3). Wtedy w ukladzie (2.2.1) znikng wszyst-
kie wspoélczynniki dix i1 otrzymamy dwa niezalezne uklady réwnan réz-
niczkowych: _
d_X1 5 ka 2.0

L N I R
(2.2.4.1) + X, 61k+ e 6ln+s 5 +..+8 élk .. +8,0;,+6,=0,
dX dX dX
do l6'11_*4 + = nk+ -+ ,_"6”” i X] nl+ ek

X500 e X 6fm+S16n1 + o F¥80,,+.F8,8 +8.,=0

dX, dX. dXuy
—’+'6n+1n 1““ + 6/1411+--- ‘i“*‘—‘jﬂau-rl,uip_*‘
de de

+Xnilan+1 n+1+"'+ i n+1:+ +Xn p n~f1 n p+
(2‘2'4'2) +X0+1 nitl,n- 1+ +Xoéu 11+ +X0 Lp n+1/z p+6n—+1,0:07

dXn. dX
dtp lan p.n 1+ + :

' dX, .,
6}1 pl+ + (;pon pnp‘}"

dX;
+anlan‘pnl+ + :

Xml T
5n+p,i =it W—p Onip.nip +

+Xn+1 nrln}p+ +X061H-pt+ +Xn+p n pn+p+6u-‘p,0=0‘
Poniewaz wielkosci nadliczbowe X? speiniajg uklad réwnan

X?1+16n+1n i ' hid +Xoan+11+ +X0Lp n- 1n+p+6u~1.0=0’

X?r‘ian p.n 1+"'+X(i)6n+p,i+' Xo 0 +6n‘p,0:O’

ntp U nip,nip
zatem ukiad (2.2.4.2) daje jedynie rozwigzanie
Xn»!1=---=Xi=..-=Xn :-p=0.

Stwierdzamy wiec, ze w przypadku wspolbieznego prowadzenia
wszystkich kabli rozwigzanie zagadnienia przedstawia uklad réwnan
rézniczkowych (2.2.4.1), czyli obliczenie nalezy przeprowadzi¢ jak dla
uktadu statycznie wyznaczalnego.
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2.3. Rozwiazania przyblizone

Scisle rozwigzania podane poprzednio nadaja sie do praktycznego
uzytku jedynie w przypadku jednej lub co najwyzej dwu niewiadomych
funkcji. Przy wiekszej liczbie funkcji naklad pracy rachunkowej rosnie
niepomiernie, a poza tym nalezy oblicza¢ pierwiastki réwnan algebraicz-
nych wysokiego stopnia. Z tego powodu konieczne jest podanie przybli-
zonych metod rozwigzywania ukladéw réwnan (2.1.3) lub (2.2.1).

Rozwigzanie takie, o dowolnej zreszta dokladnosci, uzyskamy naj-
latwiej przez zastosowanie szeregéw potegowych. Metods objasnimy na
ukladzie réwnan (2.1.3). Zalézmy, ze niewiadome funkcje dadza sie
przedstawi¢ nastepujacymi szeregami spelniajacymi warunki brzegowe
zagadnienia:

Xi@=x1,19¢ + 120"+ ... + ¢+ ...,
(2.3.1)
Xn ((p) = Tn, 1@ —|— Xn,2 (p2+ + x,,,,w’ + el

Po wstawieniu tych funkeji do réwnan (2.1.3) otrzymamy
D0y (g H2X 0+ o+ Dy, 0 )+
#=1

+ Z 8, @, ;¢ +,,¢° +..tx, ¢ +..) + B =0,
(2.3.2) k=1

2 do, (o, + 22, o= Da,. o +)+
=1
4 2 e 22 O F ot &y @+ ) Ba =1
k=1

Wprowadzone nowe wielkoSci B oznaczajg wyrazy wolne w odpowied-
nich réwnaniach uktadu (2.1.3). Grupujac wyrazy przy kolejnych pote-
gach ¢ otrzymamy dla wyznaczenia kazdej grupy wspoétczynnikéw
T,y (r=1,2,...) jeden uklad réwnann o m niewiadomych, mianowicie
uktad réwnan do wyznaczenia wspotezynnikéw xr,1,

‘ Z 8Ty +B1=0,

Zankxk1+B"_O

(2.3.3.1)
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uklad réwnan do wyznaczenia wspélezynnikéw x, ,,

Z‘slkxkz leikxkl_o
Zankxk2+ Zankxki

k=1

(2.3.3.2)

Ogolnie méwigc wspoélczynniki przy potedze r-ej dadza sie obliczyé,
jezeli znane sg wspétezynniki przy potedze (r—1):

l Z 04 Ty, + Z A Zy (—1)=0,
I 2 6nkxk r+ Z 6nkxk (r—l)

Jak wida¢, w przypadku gdy konieczne jest obliczanie duzej iloSci
wyrazéw szeregu, wygodniej bedzie wyznaczy¢é macierz sprzezong dla
macierzy wspoélczynnikow d,, stojacych pod pierwszymi znakami sumo-
wania w réwnaniach (2.3.3.3), poniewaz pozwala to na unikniecie rozwig-
zywania kolejnych uktadéw réwnan.

Warto zauwazy¢, ze pierwsze przyblizenie uzyskuje sie bez uzycia
wspoélczynnikéw 6f,. SciSle biorac jest ono dokltadnym rozwigzaniem
ukladu réwnan rézniczkowych, w ktérych wspoéleczynniki te przyjeto za
réwne zeru, czyli napisanych z pominieciem wplywu zmiany sily spreza-
jacej na odksztalcenia plastyczne. Tego rodzaju rozwigzanie mozna latwo
uzyskaé stosujgc metode sit i zakladajac, ze dla ¢ = ¢’ odksztalcenia pla-
styczne ukladu sg ¢'-krotnie wieksze od odksztalcen sprezystych dla
¢ =0. Nastepne przyblizenia posiadaja réwniez prosta interpretacje fi-
zyczng, mianowicie kazde z nich uwzglednia odksztalcenie plastyczne
powodowane przez sily w kablach (lub nadliczbowe), zmieniajace sie
wedlug przybliZzenia poprzedniego. Podobna interpretacja fizyczna bedzie
towarzyszyla wszystkim podanym w dalszym ciagu rozwigzaniom w po-
staci szeregow.

(2.3.3.3)

Przyktad liczbowy 3. Rozwiazemy za pomoca szeregow przykladow 2.
Réwnania do wyznaczenia wspoélezynnikéw xry sg nastepujace:

27,077 1,1 + 0,911 4,2 + 604,84 =0,
0,911 x1,1 + 44,130 4,2 + 384,64 =0.

Po rozwiazaniu otrzymujemy pierwsze przybliZenie:
X =—22,060¢, X{) = —8,261 ¢.
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W tablicy 3 zestawiono wartosci X{!(¢), X\ (@) i procenty btedu obli-
czone w odniesieniu do rozwigzania $cistego oraz w odniesieniu do war-
toSci naciggéw poczatkowych S; i S,.

Tablica 3
Tt : 1 R 8 SRBUNOE.

x{» — 22,06 —— 4412 — 66,18 —— 88,24
1

xP —x,

——=100 — 6,7 . —138 —21,2 —289
Xy
1

x{P — x, i

————100 — 04 — 15 — 3,2 — 35

el e L 5 PR T

x{H — 826 — 16,52 — 24,78 -~ 33,04
1

30 x

100 1.8 —15 —11,3 — 183

Xy
1

X)) — X,

- 2100 i 0,3 1,8 = i
Sy

Uktad rownan dla wyznaczenia wspélczynnikéw z, , jest nastepujacy:

27,077 x1,2 + 0,911 3,2— 39,755=10,

0,911 1,2 + 44,130 22,5 —15,300=0;
stad
€£y,9~== 1,4576 ’ X2,2 = 0,3167 .

Zatem drugie przyblizenie jest nastepujace:

X® = — 22,060 ¢ + 1,4576 ¢*, XP =—8,261¢+0,3167¢*. .,
Tablica 4
o Fe > - 1 2 L AT
x — 20,60 — 38,29 — 53,06 — 64,91
xP —x
R 2 4+ 03 + 12 + 27 + 5.1
Xy
(2)
xP —x
—it R + 04 + 1,0
Sy
x S — 15,26 — 21,93 - 21,97
2)
X2 —x.
=128 + 02 + 06 + 15 + 25
Xy
x —x,
s VLI 7 15501 + 03 + 0,7
Sy
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Uklad réwnan do wyznaczenia wspélczynnikow x, ,
27,077 x1,3 + 0,911 25,3 + 1,6815 =0,
0,911 21,5 + 44,130 22,3 + 0,5769 =0;

stad ;
x1,3=—0,0617, X93=——20,0118.
Trzecie przyblizenie
XB = —22,060¢ 4 1,4576 ¢° — 0,0617 ¢*,
X =—8,261¢ + 0,3167 ¢* — 0,0118 ¢*.
Tablica 5
¢ 1 2 3 4

x{ — 20,66 -33,78 — 54,72 — 68,86
x{ — x

e 00 — 03 — 0.6

Xy
x® _ x

EMEe T — 01

Sy
x$ — 1,95 — 15,35 — 22,25 — 28,73
x{) — X,

————— 100 —g,1

XZ

xP - x
100
Sy

Jak wida¢ z powyzszego przyktadu, zbieznosé szeregéw jest dobra.

W praktyce ¢ rzadko przekracza 3 i spadki naprezen nie wynosza za-
zwyczaj wiecej niz 20% odpowiednich sit sprezajacych, zatem dwa przy-
blizenia dajg dokladno$¢ w kazdym wypadku wystarczajgcg. Jezeli spad-
ki naprezen sg mniejsze niz 10 - 12%, mozna zadowolié¢ sie nawet pierw-
szym przyblizeniem. Nalezy zwréci¢é uwage, ze pierwsze przyblizenie da-
je warto$ci nieco wieksze niz rzeczywiste, za§ drugie — mniejsze.

2.4. Inne zagadnienia

2.4.1. Naprezenia skurczowe. Rozwazania poprzednie pozwalaja na la-
twe uwzglednienie wplywu pelzania betonu na naprezenia powodowane
skurczem. Zgodnie ze wzorem (1.1.5) przyrost odksztalcenn skurczowych
w czasie odpowiadajgcym przyrostowi d ¢ wynosi

Os
d 65 R o= d <
(¢) e
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We wzorze powyzszym symbol ds(p) oznacza zmienne odksztatcenia
skurczowe bedace funkcja modulu ¢, za$ ds jest pelnym (ostatecznym)
odksztalceniem skurczowym dla ¢ =g¢,.

Uklad réwnan dla ukladu statycznie wyznaczalnego sprezonego n ka-
blami otrzymamy z ukladu (2.1.3) podstawiajgc

S;=8=..=8,=0
oraz

6M
¢k'

(2.4.1.1) Oro=

Uklad ten przedstawia sie nastepujaco:

‘fiX* By + ot dX" 8, + X, 51+---+X,,61,,+%: =%y
TC D S SIRRRENGRICG o C e et e L it s R S s
gy boat ot b H X E O T
W przypadku jednego kabla mamy
(2.4.1.3) X, =— a‘gb (1 —ew).

Pierwsze przyblizenie rozwiniecia szeregowego daje

O @

Xi=— F
A 011 @

Przy rozwigzywaniu ustrojow statycznie niewyznaczalnych nalezy
réwniez podstawi¢ wyrazenia (2.4.1.1) do uktadu (2.2.1) przyjmujac jedno-
cze$nie, ze

S =80 === oraz

Przy wspotbieznym prowadzeniu kabli w rozwazanych poprzednio
belkach cigglych skurcz wplywa jedynie na zmiane sit w kablach, nato-
miast nie wywoluje dodatkowych reakcji nadliczbowych [wystarézy za-
tem rozwigzaé¢ uklad réwnan rézniczkowych (2.2.4.1)].

Przyktad liczbowy 4. Rozpatrzymy wplyw skurczu betonu na belke
z przykladu 1. Wplyw skurczu przyjmiemy jako réwnowazny ochtodze-
Bty - 15°C:

J{ — __}{0 p_—

n+1 n+p

d1s=18,00-15-10 ®=270-10"7,

X, = __§£7 (1 — e—012059)
Pr
Dla ¢ =¢, =4 otrzymamy X,=—"7,90t.
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Przy zastosowaniu szeregéw potegowych pierwsze przyblizenie daje
dla ¢ =4 wartosé X, =—09,97 t.

Skurcz betonu powoduje na ogét znacznie mniejsze spadki sit spreza-
jacych w kablach niz pelzanie. Z tego powodu uwzglednianie wplywu
pelzania na naprezenia skurczowe nie jest w praktyce konieczne i czesto
mozna poprzestaé na obliczeniu na podstawie zwyklej teorii ustrojow
statycznie niewyznaczalnych, co odpowiada przyjeciu pierwszego przy-
blizenia rozwigzania za pomocg szeregow 8).

2.4.2. Osiadanie podpér. Osiadanie podpér wplywa na stan mnaprezen
oczywiscie tylko w ustrojach statycznie niewyznaczalnych. W chwili prze-
suniecia podpory powstaja sity w kablach S; oraz nadliczbowe reakcje
X?. Wielko$ci te nalezy obliczy¢ metodami teorii ustrojéw statycznie
niewyznaczalnych i wstawi¢ do réwnan (2.2.1) przyjmujgc 6d;0 = dro = 0.
W rozpatrywanych poprzednio belkach cigglych sprezonych wspotbieznie
pionowe przesuniecia podpdr nie daja zmiany sit w kablach powodujac je-
dynie zmiane wielko$ci nadliczbowych [zatem wystarczy rozwiagza¢ uklad
réwnan rézniczkowych (2.2.4.2) przyjmujgc X; =0 (1 < k = n)]. Pelza-
nie z reguly dziala tutaj korzystnie, zmniejszajgc naprezenia poczgtkowe
tak w betonie, jak i w kablu. Dlatego uwzglednianie pelzania w tym przy-
padku nie ma praktycznego znaczenia i moze by¢ przydatne jedynie przy
ocenie rzeczywistego bezpieczenstwa konstrukeji w przypadku awarii
fundamentéow i to tylko wtedy, gdy wydarzyly sie w niedlugim sto-
sunkowo czasie po zabetonowaniu podlegajacych im czesci konstrukeji.

3. USTROJE SPREZONE KABLAMI OBETONOWANYMI

Teoria podana w tym rozdziale odnosi si¢ zaréwno do ustrojow spre-
zonych kablami, ktére obetonowano po naciggnieciu, jak réwniez do tzw.
strunobetonu. Poza tym moze byé uzyta do obliczania wplyw6w pelzania
betonu na ustroje zelbetowe pracujace w fazie pierwszej. Wspélna cecha
wymienionych trzech rodzajéw konstrukeji jest to, ze odksztatcenia kabli
lub pretéw zbrojeniowych i betonu sg wspélne, co wymaga rozpatrywa-
nia kazdego przekroju poprzecznego preta oddzielnie.

Zmiany naprezen w kablach na og6l nas nie interesujg, poniewaz pel-
zanie z reguly naprezenia te zmniejsza, poza tym za$ sa one zazwyczaj
bardzo dalekie od niebezpiecznej granicy. Celem obliczenia bedzie zatem
przede wszystkim okreslenie wplywu pelzania na naprezenia w betonie,
co jest wazne ze wzgledu na mozliwos¢ powstawania rys.

§) W przypadku gdy zasadnicze obliczenie wplywu pelzania przeprowadzamy
Scifle, doktadne uwzglednienie skurczu nie nastreeza trudnoéci, poniewaz wyrazy
wolne réwnan (2.4.1.2) mozna doda¢ do wyrazéw wolnych w réwnaniach (2.1.3) lub
(2.2.1). Dlatego praktyczna warto§é powyzszego wniosku nie jest duza.
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Wypadkowa naprezen dzialajgcych na cze$¢ betonowa w chwili zapo—
czatkowania pelzania sprowadzimy do dwu wielko$ci: wyjSciowego mo-
mentu zginajacego M) oraz wyjsciowej sity normalnej N. Niewiadomy—
mi naszego obliczenia bedg zmiany wymienionych skladowych sit we-
wnetrznych, powstale wskutek pelzania. Oznaczymy je odpowiednio
AM, oraz A Np. Wielkosci te jak réwniez M) i NY odnosi¢ bedziemy do-
srodka ciezkosci czeSci betonowe]j, dlatego naprezenia powodowane przez
AM, oraz ANy obliczaé nalezy przy uwzglednieniu przekrojéw poprzecz—
nych i wskaznikéw wytrzymalosci samego tylko przekroju betonowego.

Dla wszystkich trzech wymienionych poprzednio rodzajow konstrukeji
spos6b obliczen bedzie identyczny, jedynie wielkosci wyjsciowe uzyskuje:
sie oczywiScie w kazdym z tych przypadkow inaczej.

Rozdzial podzielony jest na dwie gléwne czeSci omawiajgce kolejno-
ustroje statycznie wyznaczalne i niewyznaczalne. Niewyznaczalno§é na-
lezy okres$la¢ dla ustroju z kablami obetonowanymi. W trzeciej czeSci
omoéwione zostaly problemy zwigzane z obu typami konstrukcji, miano-
wicie wpltywy skurczu betonu, osiadania podpér oraz sposéb obliczania
zmian sit sprezajacych w kablach i naprezen $cinajgcych w betonie.

3.1. Uklady statycznie wyznaczalne

Odksztalcenia ustrojow statycznie wyznaczalnych nie sg skrepowane,
wobec tego proces pelzania i zwigzane z nim przerzucanie naprezen od--
bywa sie w kazdym przekroju poprzecznym preta niezaleznie.

Rozpatrzymy naprzéd przy-
padek og6lny sprezenia dowolnag

\ Jc,7 2 %‘ SRR &gb‘ iloscig kabli. Rysunek 13 przedsta--
wia widok i przekr6j poprzeczny

"’I \ ; - T elementu o dlugosci dx wycietego:
g * e £ z preta. Punkt Cp iest Srodkiem
y ciezkoSci czeSci betonowej, potoze-

Rys. 13 nie kazdego kabla okreslone jest

jego odlegtoscig y: od osi z. Wy--
padkowa naprezen dzialajagcych na czg$¢ betonowa elementu spro--
wadzimy do dwu wielko$ci skladowych: sily normalnej N, zaczepionej
w punkcie Cp oraz momentu zginajgcego M,. Przyjmujemy, ze do--
datnia sita N, $ciska pret, a dodatni moment M, rozcigga widkna znajdu--
jace sie po dodatniej stronie osi y. Stan odksztalcen elementu w czasie
pelzania da sie opisa¢ jednoznacznie odksztalceniem jednostkowym e
mierzonym w punkcie Cp i krzywizng p. Krzywizne bedziemy uwazali za
dodatnig, jezeli powoduje rozcigganie wildkien znajdujgcych sie po do--
datniej stronie osi y, za$ odksztalcenia jednostkowe uwaza¢ bedziemy za
dodatnie, gdy powoduja skrécenie osi preta. Zwiazki pomiedzy wymie-
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nionymi skladowymi stanu naprezen i odksztalcen uwzgledniajac pelza-
nie betonu przedstawiajg sie, jak nastepuje:

d8=*E——FT‘(NbdQJ+dNb),

(3.1.1)

do=———(Mpdg+ dMp).

Ep J
Funkcje N, i M, rozbijemy na dwa skladniki, z ktoérych pierwszy

przedstawia odpowiednie wielko$ci wyjsciowe (dla ¢ = 0), drugi za$, be-

dgcy funkcja zmiennej ¢, jest przyrostem powodowanym pelzaniem

betonu:

[ N,(@) =N+ AN,(p),

(3.1.2)
| M, (¢)=M" + A M,(p).

W ukladzie statycznie wyznaczalnym sily normalne i momenty zgi-
najgce nie mogg sie zmienia¢, zatem AN, i AM, s uwarunkowane od-
ksztalceniami sprezystymi kabli:

l ANpy=(—eXFi+ o2 F:y:))E.,

(3.1.3)
| AM,= (¢ £ F,y,— 0 X F,y)E, .

W réwnaniach powyzszych F; oznacza powierzchnie przekroju poprzecz—
nego i-go kabla %), za§ sumowanie rozcigga sie na wszystkie kable.
Wprowadzimy teraz nastepujace oznaczenia:

EFi:Fz, -SFiyi=S:, .‘-:Fly?sz

Z réwnan (3.1.3) wyznaczymy & oraz ¢ (w zalozeniu, ze F,J,—S2+#0):

8:—(A Nsz + AMsz)
E,(F,J,—S)
(3.1.4)
e _(A Nsz + Vi| Msz)
8 Ez(Fsz-Sg)

Wstawiajgc wyrazenia (3.1.4) i (3.1.2) do réwnan (3.1.1) otrzymamy ukiad
dwu réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu

dAN”(J k)4 d"y” S, + AN, k, -+ Nok, =0,

(3.1.5)

d ANy d A M,
——(‘1‘;]7 -S; + 1 _d_,-(}; ( z"]'kz)+lek2+M?,k2:0;

% Rownania (3.1.3) napisano w zalozeniu, ze naprezenia w kablach sg rozlozo-
ne réwnomiernie.
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gdzie
F,— 8 S e E
2 Jb ) Eb .

ki=mn e e
Rozwigzanie tego ukladu przedstawia sie jak nastepuje:
AN,=—Nj})+ C,ex? 4 C,en?,
AM,=—M}+ y,C,e%% 4 »,C,e%? .
Pierwiastki a nalezy wyznaczy¢ z réwnania chax;akterystycznego
(7, + k) a + k] [(F, + ky) a + ky] —a*S;=0.
Wspélczynniki y okreslone sg wzorem

-~ ak (Jz+k1)al,2+k1
7 e S, a
o

Tub
o Sz al,2
12 (Frt ko) ara+ky

Wzory na state C sa nastepujace:
C,=y2Ng_Mg» C2=Mg_71N%_
Yo YasT

Jak wida¢, Sciste obliczenie wymaga dosy¢ duzego nakladu pracy ra-
chunkowej. Z tego wzgledu, jak réwniez dla dalszych celéw, podamy roz-
wigzanie przyblizone stosujac rozwiniecie w szeregi potegowe:

ANy=mn,90+ 10> + ... + nr¢" + ...,
AMp=mp+my¢® + ... +mrp"+ ....

Wspotezynniki oblicza sie z nastepujgcych wzoréow:

nrz_%_w_;{i.@n’_l_f_-:‘_ _k;{i.mr"‘,
(3.1.6) o
nees _1_ k‘ Sz P l kg z + 1
m, = r K Nr—1 r K mr—1,
gdzie

K=(J; + k) (F: + k) — S2.

Dla otrzymania wyrazéw n, oraz m, nalezy podstawi¢ n, = NJ,
my,= MY. Zbieznos¢ tych szeregéw jest z reguly gorsza niz w szeregach
stosowanych w rozdziale pierwszym. W silnie zbrojonych belkach teo-

252



wych byloby czasem konieczne przy wiekszych warto$ciach ¢ obliczanie
czterech wyrazoéw. Dobre przyblizenie mozna uzyska¢ za pomocg wzo-
réw, ktére wymagaja obliczenia jedynie dwu pierwszych wyrazow, a kto-
rych dokladno$¢ odpowiada na og6l obliczeniu przy uzyciu trzech lub
czterech wyrazéw rozwiniecia szeregowego:

2n,
‘ ANy =—H1—ew7) By

(3.1.7) 1
l ]Mb: r~—%(1_e((9q), ay = 27:':13

1

Dla dalszych celéw przedstawimy rozwiniecie w szereg funkeji 4 M,
oraz AN, osobno dla obcigzenia silg N, =1 i obcigzenia momentem
M,=1:

dla obciazenia N,=1

‘ ke, (F= + ko) ki S:
(3.1.8.1) Bgpy = My ="F
dla obcigzenia M,=1

_ ks Sz

(3.1.8.2) My = ol doilds el

o R S K

Dla r > 1 wazne s wzory (3.1.6).

Jezeli w przekroju poprzecznym jest tylko jeden kabel, wowczas be-
dzie F.J.—S?=0, wobec tego nie mozna wyznaczyé z réwnan (3.1.3)
wielkosci ¢ oraz 0. W przypadku tym obowiazuje prosta zaleznosé

(3.1.9) AMy=—y AN,.

Po tatwych przekszt-aléeniach otrzymamy dla wyznaczenia funkeji
AN, réwnanie rézniczkowe

BAB e mien )+ A [ L + ) e L py T
(3.1.10) 5 (1 +n Fb—i-n i + 4 Nb(an + an)+ Nin F, Manb—Q,
gdzie n = E./E,.

Rozwigzaniem jego jest
(3.1.11) ANy = (N B+ M} Bm) (1— e“¥),
gdzie
nF;(Jp+Fpy?)
3.1.12) =— =
& Ty Fo+nF.(Jo+Fs y)
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oraz
=% o L NPy

e 10 frs Jo+Foy*’ ﬂM—Jb+Fb Y

Wspélczynnik a jest wielkos$cig charakteryzujaca w duzej mierze za-
chowanie sie przekroju w czasie pelzania. Wspoélezynnik ten jest zawsze
ujemny i co do bezwzglednej wartosci tym wiekszy, im silniejsze jest
uzbrojenie oraz im dalej od osi preta lezy kabel. Poza tym w przekrojach
teowych jest wiekszy niz w prostokatnych. Wzrostowi wspoétczynnika
a towarzysza wieksze zmiany AN, i AM, w sitach wewnetrznych.

Uwagi powyzsze dotycza réwniez wzoréow (3.1.7).

Rozwiniecie funkecji (3.1.11) w szeregi analogicznie do rozwinieé
(3.1.8) daje z uwzglednieniem zaleznos$ci (3.1.9) wzory -

a” a’

'nN.r:"‘ﬂN;", nM.r=—ﬁMT—,,

(3.1.14) ? ;
MmN,r=—YMNN,r, mmr=—YnM,r.

Wzory te podobnie jak wzory (3.1.6) pozwalaja na obliczenie rekurencyj-
ne wspbélczynnikéw n, i m,. :

Jak wida¢, w przypadku jednego kabla obliczenie jest znacznie prost-
sze niz w przypadku kilku kabli. W belkach sprezonych kable na ogét s3
zgrupowane w jednej czesci przekroju poprzecznego. Dlatego mozna cze-
sto przeprowadzi¢ obliczenia zakladajac kabel zastepczy o réwnowaznej
powierzchni, lezagcy w Srodku ciezkoSci danych kabli. Nalezy jednak pa-
mietaé, ze blad tego przyblizenia ro$nie gwaltownie w miare oddalania
kabli od siebie. Dlatego ta metoda jest dopuszczalna na ogét tylko wtedy,
gdy odleglo$¢ miedzy skrajnymi kablami nie przekracza czwartej czeSci
wysokosci belki.

Rozwigzanie problemu dla przypadku jednego kabla mozna uzyskac
réwniez stosujgc wprost wzor (2.1.2):

)
Ot

X1 ke (S1 + )(1— eatp)’

gdzie a = —dY,/d,; .

Symbol X, oznacza tu strate naciggu kabla, wielkoSci 6 oblicza sie
na zasadach ogélnych stosujac je do elementu dx wycietego z belki, czyli
(przyjmujac dx = 1) wedlug wzorow

14

N, M,y b 1 y"’ b

T ey e = < do11=29
I EsFy  Epdy’ A1 E,F, + Eoy’ 1= 01 +
Symbole N, i M, oznaczaja tu, zgodnie z rozdzialem drugim, sily nor-
malne i momenty zginajace od obecigzenia zewnetrznego (zatem w bel-
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kach ciagglych z reguty N,=0). Wzér (2.1.2) jest oczywiscie identyczny
ze wzorem (3.1.11), jednak jest bardziej przejrzysty, dlatego zaleca sie go
do stosowania w ukladach statycznie wyznaczalnych.

Przyklad liczbowy 5. Rozwiazemy zadanie 1 w zalozeniu, ze kable
obetonowano bezposrednio po naciggnieciu. Obliczenie przeprowadzimy dla
sze$ciu punktéw polozonych w réwnych odstepach co 1,80 m stosujac wzor

2:1:2).

: W)artos’ciami stalymi sa w tym przypadku

. =0,0833-10 5 —=10"5 —L=13227-10—5.

Es Fp i EuJy ¢ E.F, g

Tablica 6
Punkt 0 1 2 3 4 5

Y 0,100 0,208 0,292 0,352 0,388 0,400
M, 58.3 103,7 136,1 155,5 162,0
y2/E, Jp- 105 0,01 0.0433 0,0853 0,1239 0,1505 0.1600
82 . 10° 0,0933 0,1266 0,1686 0,2072 0,2338 0,2433
TR 10° 1,4160 1,4493 1,4913 1,5299 1,5565 1,5660
8y0-10° L59918 <. —3028 ° 4791 6038 — 6480
Si0/0% - 958 ~179,6 ~231,2 --258,0 ~266,3
—(Sy + 6,9/0%) — 360 —264,2 -180,4 -128,8 -102,0 —93,7
@ — 0,066 — 0,087 — 0,118 — 0,135 — 0,150 — 0,155
(1—e“?) ¢p=—4 0,2165 0,2939 0,3637 0,4173 0,4512 0,4621
X — 97,9 — 11,6 — 65,6 — 53,7 — 46,0 — 43,3
X,/S; -100 — 217 <915 18,2 —149 12,8 =210

Straty naciggu obliczono dla ¢ = 4. Jak widaé¢, wyniki réznig sie znacz-
nie od otrzymanych dla kabla swobodnego. Poréwnajmy jeszcze wy-
kresy momentoéw zginajacych A M,=— X,y w obu przypadkach, zesta-
wiajac w tym celu tablice 7.

Tablica 7
Punkt 0 1 2 3 4 5
AM (kabel swob.) 6,0 12.5 17.6 21.2 23.3 24,1
AM (kabel obet.) 7.8 16,1 19,2 18,9 17,9 17,3

Wykresy X, (x) i AM; (x) dla przypadku kabla swobodnego (I) i obe-
tonowanego (II) przedstawiono na rys. 14 i 15.
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Sposéb obliczenia wedlug wzoru (3.1.11) podaliSmy w pierwszej czesci
przykladu liczbowego 7.

Przyklad liczbowy 6. Obliczymy wplyw pelzania betonu na przekroj
srodkowy belki z przykladu drugiego.

X

! X i 1 b g |

18 36 54 72 90 X 1,8 36 54 72 90 X

Rys. 14 Rys. 15

(1) Obliczenie Sciste:

kabel 1
F, = 0,003982 m?, Yy, =0,40 m,
kabel 2
F.»—=0,001106 m*, Y, = 0,30 m;
stad
iy — 0.4 m", J, —=0,03333 'mt*,
S:=20,001925 m?, J,=0,0007367 m*,

k, = 6,97874-10—7, k, = 83,7449-10~ 7%

rownanie charakterystyczne

5,3722 a* + 0,97315 a + 0,00058443 = 0,

Iy pierwiastki réwnania charakterystycznego -

,{§_ s :1 @, =—0,1805,  a,= 0,000603;
<
= by wsp6tezynniki y

Rys. 16 y,=—03811,  y,=0,2181;

wielkosci wyjsciowe
NY =360+ 100=460 t, M})=162 —360-0,4—100-0,3 —=—12 tm;
state

C, = 1815, C, = 272,5.
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Zatem otrzymaliSmy poszukiwane rozwigzanie:

ijZ — 460 + 18795 gsv. + 272,5 e(‘”»
AMp=12—"1T1,5e%% + 59,5 e*?,

Dla ¢ =4 otrzymamy
ANp=—91,1 {1, AM, = 36,6 tm.
(2) Stosujac szeregi otrzymamy

K =10,05373-10 ¢,

n, = — 34,05, my—12.88;
Rori—= 3,06, my = -—1,16;
n, = — 0,184, m, = 0,0702.

W tablicy 8 zestawiliSmy wartosci kolejnych przyblizen dla ¢ = 4.

Stosujac wzory (3.1.7) otrzymamy

Tablica 8
i o =08
ANy 189,2(1 —e o) AN, AM,
ANp(4) =—097,1 t, agee N
1 —136,6 55,5
AMp="11,6 (1 —e—0189), g —"gre 338
AM,(4) = 36,7 tm. Sl .
(3) Obliczenie metoda kabla zastepczego (rys. 15).
Powierzchnia kabla wynosi
0,3982 y =0,1106 (10 —y), y=0,02174 m;
stad znajdziemy
0%, =0,2264-10 7, 0,y =1,2609-10-%  a=—0,1796,
8= —61,278 105, g-f;‘l =— 270,17, Xy === 1893 (1—e = 21%00).
11
Dla ¢ = 4 otrzymamy
X,=—910t, AM,=97,0-0,3783=236,7 tm.

Obliczenie metodg kabla zastepczego dalo prawie dokladny wynik,
poniewaz oba kable znajduja sie blisko siebie. Gdy odleglosé miedzy
dwoma jednakowymi kablami zbliza sie do polowy wysokosci belki, bigd

w obliczeniu AM, przy zastosowaniu tej metody moze wynosi¢ kilka-
dziesigt procent.
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3.2, Uklady statycznie niewyznaczalne

Teoria ukladéw statycznie niewyznaczalnych, ktéra obecnie przed-
stawimy, nawigzuje do metody sil, bedacej podstawowa metodg rozwia-
zywania tego rodzaju zagadnien w zakresie teorii sprezystosci. Dla dane-
go ustroju statycznie niewyznaczalnego zaktadaé bedziemy odpowiedni
uklad podstawowy, na ktéry w dowolnej chwili okre§lonej zmienng ¢
dziala¢ bedzie stale obcigzenie wyjsciowe i zmienne wielko$ci nadlicz-
bowe. Obcigzenie wyjsciowe ukladu podstawowego okreslimy jako sume
obcigzenia zewnetrznego, sprezenia i wielkosci nadliczbowych, obliczonych
na zasadach stosowanych w mechanice budowli dla ¢ =0.

Stosujac zasade superpozycji rozbijemy rozwigzanie ustroju statycz-
nie niewyznaczalnego na dwie czesci. '

(1) W czeéci pierwszej uwzglednimy wplyw obcigzen wyjsciowych
w zalozeniu, Ze dzialaja na uklad podstawowy i nie wywoluja wielkosci
nadliczbowych; obliczenie nalezy przeprowadzi¢ za pomocg wzoréw
p. 3.1. Otrzymane skladowe si! wewnetrznych bedziemy oznaczali sym-
bolami

ANO,  AMY.

- (2) W czesci drugiej uwzglednimy wplyw wielko$ci nadliczbowych;
sily wewnetrzne powstatle w rezultacie ich dzialania oznaczymy sym-
bolami

ANX , AMX

Przed przystapieniem do dalszych rozwazan musimy okresli¢ zwigzki
miedzy odksztalceniami elementu dx preta, a dzialajacymi nan obcigze-
niami. Calkujgc réwnania (3.1.1) w przedziale (0, ¢) i uwzgledniajge wzo-
ry (3.1.2) otrzymamy

NYg Ny

1 4
=g F T E,,F,,JAN”d"’ T 5 F,

(3.2.1)
Mg

1 J'AMd AM,
e(w)f—*Ebe+—Ebeo b ¢+Eah’

W dalszym ciggu potrzebne beda funkcje e oraz ¢ przedstawione jako
szeregi potegowe, ktére przyjmiemy w postaci nastepujacej:

Q=a1¢+a2¢2 + wes +ar¢'+ vesy
e=Dbp+bg>+..+brg + ...
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Podstawiajac powyzsze szeregi do lewych stron réwnan (3.2.1), za$
szeregowe rozwiniecia funkeji 4 Ny i 4 M, do prawych stron otrzymamy
wzory na wspoéiczynniki a, i b,:

dla obcigzenia N,=1

| 1.
Fa= a‘\'.|=mm~,1r by = Ebell+’n.\ 1

o 1 1 )

(3.2.2.1) | r=2 ONAT Epdp \ TN, + My,

1 1
bN,r Gem Ep Fb (nN,r + 7 nx\',r-J);
dla obcigzenia Mp=1
J n

Eb Fb M1

1

1
paE aM"Z“Ebe (14+my ), by =
=3 1
(3.2.2.2) l r=2 Uy = EsJp my , + T M)

i 1
l by, == E,F» (nM,r s ',._nM.rq) .

Powyzsze wzory przedstawiaja zmienno$¢ krzywizny ¢ oraz odksztal-
cenia jednostkowego ¢ pod wpltywem stalego obcigzenia Np =1 lub M, =1.
Obecnie mozemy rozwazy¢ najogolniejszy przypadek ustroju statycz-
nie niewyznaczalnego. Niech na uklad podstawowy dziala poczawszy od
= 0 wielko$¢ nadliczbowa X, = 1. W dowolnym punkcie ukladu okre-
slonym wspélirzedng s wywotuje ona odksztalcenia plastyczne powodu-
jac zmiane krzywizny or (@, s) oraz odksztalcen jednostkowych osi pre-
tow ek (@, s). Okreslimy teraz nastepujaca funkcje zmiennej ¢:

(3.2.3) S (@)= | Mi(s) ox (p,9)ds + | Ni(s) ex (@, 5)ds.

Oznaczenia M; i N; przyjeto z metody sil; réwniez Ot (p) jest wiel-
kos$cig analogiczng do wspéiczynnika dix majgcego zastosowanie w tej
metodzie z tg tylko réznicg, ze przedstawia wplyw odksztalcen plastycz-
nych. Pierwsza catka daje wplyw zmiany krzywizny pretéw, druga,
przedstawiajaca wplyw wydluzen pretéw, moze byé czesto pominieta,
za§ w belkach cigglych zawsze jest ré6wna zeru.

Wzor (3.2.3) wazny jest dla stale dzialajacej wielkosci nadliczbowej
Xr= 1. Analogiczny wzér dla zmiennej nadliczbowej X () otrzymamy
sumujgc wplywy elementarnych obciazen dX; (¢):

- g dX
dek (tp,) dir (‘P—(P]) == dk(p(‘p] dir (‘P (21 d(M

¢.=0 * @,=0
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W dalszym ciggu okreslimy jeszcze funkcje zmiennej ¢ analogiczng
do: wspotezynnikéw dio metody sil, a przedstawiajaca wplyw odksztalcen
plastycznych wywolanych obcigzeniem wyjSciowym:

(3.24) di0 (g —ﬁM, ) 0o (@, 8) ds +fN.(s ) &, (¢, 5)ds

Wyrazenia p oraz ¢ wystepujace pod catkami wzorow (3.2.3) i (3.2.4) uzy-
skamy sumujac wplywy momentéw i sit normalnych:

[ Qk(‘r s)=M kb (s) QM(‘I” s) +Nkb (s) OnN (@, s),
| &, (@,8) = M,, (s) &, (@ 8) + N,,(8)ey(@,9);

[ 2o(g9)=M}(g,8) 0y (@, 5) + Ny (@,8) o v (9: 8),
| &, (@8)= M0 (,8) £, (¢, 5) + N9 (0, 5) £y (5, §).

Funkcje g oraz ¢ dane sg réwnaniami (3.2.1), indeksy M oraz N ozna-
czajg obcigzenie elementu dx momentem M, = 1 lub sila N, = 1. Indek-
sy b we wzorach (3.2.5.1) wprowadzono ze wzgledu na to, ze reakcje nad-
liczbowe dzialaja na przekr6j zelbetowy, natomiast funkcje o i & sa
okreslone w zalezno$ci od obcigzen dzialajgcych na cze$é betonows.

Wykresy My, oraz Ni, obliczamy z nastepujacych wzoréw otrzyma-
nych z elementarnych przeliczer’l'

~ (3.2.5.1)

(3.2.5.2)

JoYc
IMkb—Mk e o A
(3.2.6) :
l Fb Fbyc Fpyc
. Nzp = Ni 7. W J +M S
C € c

Objasnieniem do tych wzorow ]est rys. 17. Cp oznacza S$rodek ciez-
kos$ci czesci betonowej, C srqdek ciezkosci pelnego przekroju zelbetowe-
go; dodatni kierunek odmierzania wspoirzednych v,
sjest zgodny z dodatnim kierunkiem osi y, J. jest spro-
‘ ( wadzonym momentem bezwladno$ci przekroju zel-
%g" o) . betowego wzgledem osi z,, J, momentem bezwlad-
= \ 9inmp [ _ nosci czesci betonowej wzgledem osi z, F jest spro-

Loy z; wadzonag powierzchnig przekroju zelbetowego ).
£ \——j——l Wzory (3.2.6) sa wazne w zalozeniu, ze wykresy
y M, oraz N, sa sporzadzone dla ukladu, ktorego siat-
Rys. 17 ka geometryczna pokrywa sie z osiami ciezkoSci

{o : czesci betonowej pretow 11).

Obecnie mozemy napisaé roéwnania warunkowe dla uktadu n-krot-
nie statycznie niewyznaczalnego. Otrzymamy je rozpatrujac odksztalce-

1) Powierzchnie Fc oraz momenty. bezwladnosci J, nalezy obliczaé zgodnie z teo-
ria zelbetu mnozac powierzchnig zelaza przez n = E,/E,.
) To samo zalozenie dotyczy wykreséw M; i N; we wzorach (3.23) i (3.2.4).
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nia ukladu podstawowego. Niewiadomymi beda funkcje nadliczbowe
Xe(p) pojawiajace sie wskutek pelzania betonu

(’7
dX;—
Xl ((P) 611 + + Xn (?7) aln +fd—(p'16“ (¢_¢1)d‘l’1 + +
i
0

P

_'__den 3 ; = -
(3.2:. gt « de;, (9 — 1) do; + d;0(g) = 0,

) 4

: a¥,
X, (@) 8nt + ... + Xn(@)0nn+ ‘ a5 Onlg—g)do + ... +

0

(4

.an - ==
+" EE Onn (@ — @1) dy + dno (@) = 0.
0

Wyrazy typu Xi(p)di przedstawiaja wplyw odksztalcen sprezystych,
catki wplyw odksztalcen plastycznych wywolanych wielko$ciami nadlicz-
bowymi, za§ wyrazy typu dio(p) wplyw odksztalcen plastycznych wywo-
lanych obcigzeniem wyjsciowym. Wspélezynniki d;x nalezy obliczaé¢ dla
przekroju zelbetowego, czyli przy uzyciu sztywno$ci E, J. oraz E, F.
w ukladzie, ktorego siatka geometryczna pokrywa sie z osiami ciezko$ci
przekrojow zelbetowych.

Praktycznie mozliwym sposobem rozwigzania ukiadu réwnan calko-
wych (3.1.4) jest rozwigzanie przy uzyciu szeregébw potegowych 12).

W tym celu funkcje dx(p) oraz 6:0(p) przedstawimy w postaci

(3.2.8.1) Ok (¢) = ik.1 @ + Oin2¢® + oo + Ginr@” + ..,

(3.2.8.2) 010 (p) = S04 ¢ + Si02¢® + ... + Bio.r g + ...

Wzory na kolejne wspoélezynniki przy potegach ¢ otrzymamy pod-
stawiajgc wyrazenia (3.2.5.1) lub (3.2.5.2) do wzoréw (3.2.3) lub (3.2.4),

12) Réwnania te nalezg do rodzaju réwnan calkowych Volterry; funkcyjne
rozwiazanie ich jest mozliwe, jednak w przypadku ustrojéow sprezonych nastrecza
bardzo duze trudnoéci rachunkowe. Przyklady rozwigzan funkcyjnych znajdzie czy-
telnik w pracy autora Wplyw pelzania betonu na zespolone ustroje pretowe, ktdra
ukaze sie w zeszycie 4 (1956) ROZPRAW INZYNIERSKICH.
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przy czym wielko$ci p oraz ¢ nalezy wyrazi¢ odpowiednimi szeregarm
Znajdziemy w ten sposéb

(3.2.9.1) glkr:‘M Mkbawr_‘—NkbaN,r)ds-Fm" N,(M,,b, ,+N,,b 'vf)ds

(329.2) 6, ,— [ M,(M}a, , + Nyay ) ds+ [ N,(Mb,  + NSb, )ds.

s

Jak widaé, w ogélnym wypadku jest d  0p;. Natomiast w ukladach,
w ktoérych nie wystepuja sily normalne N lub momenty zginajace M, za-
chodzg zwigzki analogiczne do znanych w mechanice budowli, mianowicie

dir (‘P) = 5kt (9?)

Calki te, praktycznie biorge, mozna obliczy¢ tylko numerycznie.
Niewiadome funkcje przyjmiemy w postaci szeregoéw

(3.2.10) X (@) =2r1@+ Xp,2¢0> + ... + To,r " + ...

Przy uzyciu wyrazen (3.2.8.1) i (3.2.10) oraz wzoru

¥

fwi” (g—¢)'dg, =

0

n(n‘_l) 7n+m-+1

(n+1)(n+2).. (n+m+1)‘p

otrzymuje sie” po krétkich przeliczeniach rozwiniecie w szereg calek
okre$lonych

(3.2.11) j

przy czym wspoétczynniki zix,, okreSlone sa nastepujacymi wzorami:

51k((l’—¢1)d¢1_21k2¢7’ +Zlk3¢ et ik r(r Al

1 =
Rik,2 = ‘2‘ Zr,10ik1,

1 — 1
Ziks = 3 Tk1 Oin,2 + 5 Th,2 Oir,1,

oo o e 18] sic
Zik,4 = 7 Tk1 Oir,3 + § Tr2 Oir,2 + 3 Tns Oir,1 .
Ogodlnie
r—1 e 1
Zik,r = 2 Lk, p 6ik,r—p F)’ .
p=1 P
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Podstawiajgec wyrazenia (3.2.8.2), (3.2.10) oraz (3.2.11) do ukladu réwnan
(3.2.9) otrzymamy

n

2 S1k (Tr 1@+ XTr,29® + ... + X0,r9" + ) +
k=1

=+ Z (21r,2¢° + oo + 210, @" + ) + 61000 + ... + b10,r 9" + ... =0

Z Onk (2,190 + oo +Z0,r@" + .)) +
=1

n

=+ 2 (Zar2@® + oo + Zukr @ + ) + Gnot@ + ... +5,,o,, o + ..=0.

k=1

Uklady rownan do wyznaczenia wspélczynnikéw x,, otrzymane
przez grupowanie wyrazow przy kolejnych potegach ¢ przedstawiaja
sie, jak nastepuje:

dla wspétczynnikow =z, ,

n
Z O01r Zp,1 + 010,1 =0,

R==1

Z Onk Thi + dno1= 01

ogélnie dla r = 2

n n
Z‘ Otk Th,r + Z Zin,r + 610, =0,
R=1 k=1

Z"‘ Onk Tk, r + 2" znk{' =F gno,rz 0.
k=1 k=1

Jak wida¢, do obliczenia wspéiczynnik6w xr, r-go rzedu potrzebne
sa wspoblezynniki éo,» rzedu r-go oraz dix,, rzedu r— 1.

Szeregi (3.2.10) sa prawie zawsze bardzo wolnozbiezne i w mektorych
przypadkach wymagalyby obliczania kilkunastu kolejnych wyrazow
(dla ¢ = 4). W celu otrzymania szeregéw szybkozbieznych nalezy rozwia-
zanie przedstawi¢ w postaci

(3.2.12) Xi () = (1 —e"“%*) (wr,0+wr, 19 + .. + wr,¢" + L)

263



Wzory na wspoélezynniki wy,, przedstawiaja sie, jak nastepuje:

1
Wg,0 = ——Tg,1,
"y
Wp { = lx w
K4 e = g e s ’
'"k 2lk k.0
w i T : w : 2 w
g e el g ' - :
& e k.3 9 My Wy, 4 6ﬂk k.0
e PEERE L I LI . 2w : 3w
3. el TV s el T
3 i k4 2/1k k.2 6‘”"' k1 24.“k k.07
1 9 1 3 1 4
Wt = Fhs — o MWy s — g MWes 55 M Wr 1 Top KiWeo -

Ogolnie dla r = 1:

r

1 1
W r—=——=Tx i e Ll ;
T p;l (p+ 1)1 F%rr—p

Rys. 18

Najszybsza zbieznosé otrzyrfxuje sie na ogél przyjmujac
, 2 Xp,»
3213 Rk, =
( ) P L1

Wtedy we,1 = 0, za$ wystarczajacg dokladnosé¢ (rzedu kilka procent) da—
je z reguly obliczenie 3 -4 wyrazéw dla ¢ = 3 -4 lub dwu wyrazéw dla
@ <2-3. Jezeli wspélezynnik ur okreslony wzorem (3.2.13) jest maly —
bardzo czesto mozna zadowoli¢ sie pierwszym przyblizeniem

X (@) = wr,0 (1 — ek ?). }
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Oczywiscie mozliwe ga réwniez wypadki, gdy zbiezno$¢ szeregu x,r
jest dobra i dwa lub trzy pierwsze wyrazy daja wystarczajaco dokladny
wynik nawet dla ¢ =4.

Teraz podamy ogélne uwagi odnos$nie przebiegu funkeji nadliczbo-
‘wych w interesujgcym nas przedziale 0 < ¢ < 4. Wykres typowy przed-
stawia krzywa c¢ na rys. 18, przy czym stopien zakrzywienia moze byc¢
bardzo rézny: od wykresu prostoliniowego b do krzywej d, ktorej rzedne
ustalajg sie juz dla ¢ < 4. W przypadkach wyjatkowych mozna otrzymaé
wykres typu a o pochodnej rosngcej lub typu e, w ktérym rzedne funkcji
Xk (p) przechodza przez maksimum, a nawet zmieniajg znak. Charakter
wykresu Xi(¢) zalezy przede wszystkim od przebiegu funkeji dzo(g);
poza tym duze znaczenie ma stosunek dxx(1)/dzz, mianowicie wiekszym war-
tosciom tego ulamka odpowiada silniejsze zakrzywienie funkeji nadlicz-
bowej X (p). Przebieg funkcji nadliczbowej ma duze znaczenie dla zbiez-
no$ci rozwigzan. Oczywiscie najszybsza zbiezno$¢ daja wykresy zblizone
do prostoliniowych. =

~ Wystarczajgco dokladne okreslenie funkcji dro (p) oraz e (p) daja
zazwyczaj trzy wyrazy szeregdw Jro,r Oraz it r- Wptyw dalszych
wyrazéw jest maly i przewaznie mozna je pomijac !3).

Obliczone reakcje nadliczbowe dzialaja na pelny przekro6j zelbetowy.
Momenty zginajace i sily normalne wielko$ci nadliczbowych, dziata-
jace na czeS¢ betonowsa preta, okreslone sg nastepujgcymi wzorami:

[ M(hX) :}(1 My + X, Moy + ... + XnMuy,

(3.2.14) ;
l N(L;“ = Xl N!b + Xg N2b + + Xn Nnb-

Naprezenia powstale pod wplywem obcigzen MY i NX wzbudzaja
odksztalcenia plastyczne i w rezultacie powodujg zmiane skladowych sit
wewnetrznych o 6 M{¥) oraz N{X). Wielkosci te obliczymy z nastepujacych
WZOrow:

AN
—~ AMpm (¢ *‘/’1) d(Pl ‘*—f d(p

¥
. (5 M(,\") e ’ ,(,1,114(3)()
g J de,

AMoy (¢ — ¢4) gy,
0

q

M( X)

{3.2.15) I
: I (X) -
ON; “_—" dv(p_ ANpm (9 — ¢1) d¢’1+
0

)dg,.

We wzorach powyzszych funkcje AMym, AMpn, ANpm, i ANpy sa rozwig-
zaniami uktadu réwnan rézniczkowych (3.1.5) dla obcigzenia odpowied-
nio M) =1 lub N9=1.

1) Z reguly zbiezno$¢ szeregdw 75,.,” jest szybsza niz szeregow Eko.r-
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Wyrazajac funkcje podcatkowe szeregami ,potegowymi mozna uzy-
ska¢ nowe szeregi na wielkosci dM{¥ oraz dN{Y), ktérych zbieznosé jest
jednak niewystarczajgca. Mozna ja polepszy¢ przez wydzielenie odpo-
wiednich funkeji, podobnie jak to uczyniliémy dla wielko$ci nadliczbo-
wych.

Opisany sposéb obliczenia wymaga zbyt duzego nakiadu pracy ra-
chunkowej; z tego wzgledu podamy metode przyblizong o duzej ]ednak
dokladno$ci.

Zal6zmy, ze wielko$é nadliczbowsg Xk (@) przedstawia wzoér

(3.2.16) X, =Xt —e"%,

za$§ wielkosci AM, oraz AN, wzory
f A Moy = Bum (1 — e %), A Mpn = pun (1 —e= %),

(3.2.17)
VA Now— puml—e%9), = ANsw=—pBun(l—en¥),

Podstawiajac te wyrazenia do réwnan (3.2.15) i przeprowadzajac cat-
kowanie otrzymamy

0 MLX") = M%X"‘ Bam P (15 a4, 9) + N(bxk) Bun Py s a5, 9),

(3.2.18)
0 Ngxk) ez ngk) Bm P 1y 0, o) + NS,X"’ Byw Pty ay,9).

Funkcje P przedstawia wzor

“ %P — i

P=1— s

=g ] —er?¥
za§ w wypadkach szczeg6lnych mamy 14):

a=p, P=1+4y

1
nw=0, P=1+4—
a

Wartosei funkeji P(u,a,) dla praktycznie mozliwych wspoélczynnikéw
p i a oraz dla 0 < 9 <4 podano w tablicach.
W przypadku gdy wystarcza uzycie jednego wyrazu szeregu Wk, r, jest

(3.2.19) Xi=w,,
i obliczone wielkosci 6 N$®,d M{X) beda scisle odpowiadaly przyjetemu
przebiegowi funkecji nadliczbowej; wspétczynnik u, do okre$lenia war-

tosci funkeji P(a, u,p) nalezy wtedy bra¢ wedlug wzoru (3.2.13).

) W przypadku u;, = 0 zaktadamy X, = X} ¢ .
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Jezeli konieczne jest uwzglednianie dalszych wyrazéw we,,, WOW-
czas réwnania (3.2.15) daja wartoSci przyblizone; wspoétczynnik u, nalezy
w tych przypadkach dobieraé¢ tak, aby zastepcza funkcja (3.2.16) mozli-
wie dobrze oddawala rzeczywisty przebieg nadliczbowej. W rzadkim
przypadku, gdy nadliczbowa zmienia znak, nalezy ja przedstawié dwoma
wyrazami typu (3.2.16).

Wspo6tczynnik a w przypadku jednego kabla jest przedstawiony wzorem
(3.1.12), przy czym oczywiScie bedzie a;=a,=a;=0a,=a. Wspodlczyn-
niki f okres§lone sa wéwczas wzorami (3.1.13) z uwzglednieniem zalezno$ci
(3.1.9)

Bmm=Pm, Byn =B,

Bvm =—YBm, Bun=—1ypBn .

W przypadku kilku kabli i niemoznosci stosowania kabla zastepcze-
go mozna przyjaé nastepujgce wartosci dajace dobre przyblizenie:

2mapm,2 2my, 2
o e e g —" ==,
ma,1 my. 1
2nMm,2 2ny,»
U e e ) Tt
nm, 1 ny,1
mu, my,
By =4 My = ————,
a| a2
W i caTEMA % N, 1
By =——"—, vy =———.
ag Ay

Jak wida¢, w przypadku jednego kabla oraz moznosci stosowania
wzoru (3.2.19) podana metoda obliczania wielkosci d MY i SN jest

dHy
aNy ’” I/
1

Rys. 19

écista. W pozostalych przypadkach bledy w odniesieniu do wielkosci
wzbudzajagcych MY i N® nie przekraczaja kilku procent.

Wykresy funkeji 6 M{X) lub 6 N¥) przedstawia rys. 19. Typowa jest
krzywa 2, jednak przy malych wartoSciach a wykres moze zblizaé¢ sie do
linii prostej 1, za$ przy duzych warto$ciach o i wielko$ci nadliczbowej
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0 zmiennosci typu d lub e do krzywej 3. Pochodna dla ¢= 0 jest zawsze
réwna zeru. Stosunek wielkosci 6 MY oraz 6 N{¥) do odpowiednich wiel-
kosci wzbudzajacych nie osigga na ogél wartosci wiekszych niz 0,2 - 0,3,
jednak w przypadkach bardzo silnie uzbrojonych belek teowych moze
dla ¢ = 4 przekroczy¢ 0,5. Z zalgczonych tablic widaé, ze stosunek ten
rosnie wraz ze wspoélczynnikiem «, czyli jest wiekszy w belkach silnie
zbrojonych, szczegélnie teowych.

Ostatecznie warto$ci sit wewnetrznych powstalych pod wplywem
wielko$ci nadliczbowych otrzymujemy ze wzoréw

AMP =M¥ + MP,  ANY =N 4+ §NX .

Dalsze uwagi natury praktycznej znajdzie czytelnik w oméwieniu przy-
kiadu liczbowego 7.

Tablica 9. Wartosci funkcji P(«, u) dla ¢ =1

\y\\f{ _ —005 —010 015 —020 —025 —030 —035 —040
1,20 0,03 0.06 0,09 0.11 0,14 0,16 018 021
— 0,80 0,03 0,05 0,08 0,10 0.13 0,15 017 020
— 0,40 0,03 0,05 0,07 0,10 0,12 0,14 017 0,19

0 0,02 0,05 0,07 0,10 0.12 0,14 0,16 0,18
0,40 0,02 0,05 0.07 0,09 0.11 0,13 0,15 0,16

Tablica 10. WartoSci funkcji P (¢, u) dla ¢ =2

o~% —005 —o010 --015 —020 —025 —030 -—035 —0,40
1,201 0,07 0,13 0,18 0,24 0,28 ~ 033 037 041

~-0,80 0,06 0,12 0.17 0,22 0,26 0,30 0,34 0,38

— 0,40 0,05 0,10 0,15 0,20 0,24 0,27 0,30 0,35
0 0,05 . 0,10 0,14 0,18 0,21 0,25 0,28 0,31
0.40 0,04 0.08 0,12 0,15 0,19 0,22 0,25 0,27

Tablica 11. WartoSci funkeji P (e, p) dla ¢ =3

o2 -0 —010 —015 020 -—025 —03 —035 —040
—1,20 011 020 028 036 042 048 053 058
— 0,80 010 018 026 033 039 044 049 054
— 0.40 009 016 023 020 03 040 044 048

0 0,07~ o RGN0 vds . 080 034, | 088 " 042
0,40 006 011 016 020 024 028 032 035

268



Tablica 12. Wartosci funkcji P (a,p) dla ¢ =4

% —005 —010 —015 —020 —025 —030 —035 —040

—1,20 0,15 0,27 0,39 0,47 0,54 0,61 0,66 0,71
— 0,80 0,13 0,25 0,35 0,43 0,49 0,57 0,62 0,66
— 0,40 0,12 0,22 0,30 0,38 0,44 0,50 0,55 0,60

0 0,10 0,17 0,25 031 0,37 0,42 0,46 0,50
+ 0,40 0,07 0,13 0,19 0,24 0,29 0,33 0,36 0,40

Przyktad liczbowy 7. Obliczymy wplyw pelzania betonu na syme-
tryczng belke dwuprzestowa sprezong kablami obetonowanymi po na-
ciagnieciu. Obliczenie przeprowadzimy tabelarycznie dla dziesieciu punk-
téw polozonych w odstepach co 2,8 m. Wysokos¢ belki o przekroju prosto-
katnym stala h = 1,40 m. Szeroko§é na odcinku A -7 wynosi 0,5 m, na
odcinku 8 - 8’ belka jest poszerzona do 0,7 m. Sprezenie uzyskano za po-
mocg dwu kabli. Jeden o powierzchni przekroju poprzecznego 55 cm?
przebiega na calej dlugosci belki, drugi o powierzchni 35 cm? tylko na
odcinku 8 - 8’ po obu stronach podpory $rodkowej. Trasy obu kabli po-
krywaja sie. Sila sprezajaca na pierwszym odcinku wynosi 500 t, na
drugim 800 t. Wielkosci wyjsciowe MY i N) traktowaé bedziemy jako
dane. Jak w poprzednich przykladach obliczenie przeprowadzimy w ukla-
dzie jednostek tona, metr. Przyjmiemy ¢ = 3. Stosunek moduléw spre-
zystosci n = 6,333.

St 0 . [ N SR B NS .

Rys. 20

Pierwszg i bardziej istotng czeScig obliczenia jest znalezienie wiel-
kosei AMY i ANY, czyli zmian w silach wewnetrznych, obliczonych
z pominieciem wielko$ci nadliczbowej X, (¢). Pierwszg czynnoScig jest tu
obliczenie wspoétczynnikéw a dla poszezegélnych punktéw, przy czym
nalezy korzysta¢ ze wzoru (3.1.12). W tablicy 13 zestawiono dane wiel-
koSci geometryczne oraz wszystkie dziatania rachunkowe. Tablica 14 za-
wiera kolejno obliczenie wsp6lczynnikéw fn i fum [wzory (3.1.13)] (przy
czym korzysta sie z wierszy 5 i 8 oraz 3 tablicy 13), zestawienie danych
wielkosci Nj i M) oraz obliczenie ANy [wzér (3.1.11)] i AMY [wzér
(3.1.9)]. Tym sposobem zakoficzony jest pierwszy etap obliczen. Takie sa-
me obliczenia nalezy przeprowadzi¢ dla ukladu statycznie wyznaczal-
nego.

Rozprawy InZynierskie — 7 269
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Tablica 13

10

1 2 3 4 5 6 8 9
y 0,16 © 0,40 0,50 0,60 0.60 0,46 0,24 —0,12 0,47 —062
y* 0,0256 0,160 0,250 0,360 0,360 0,2116 0,0576 0,0144 0,2209 0,3844
Fy 0,70 0,98
nF, 0,03483 0,0570
Jy 0,1148 0.1600
Jp Fy 0,08001 * 0,1568
Fyy* 0,0179 0,120 0,1750 0,2520 10,2520 0,1481 0,0403 0,0141 0,2165 0,8767
Jp+ Fp * 0,1322 0,2263 0,2893 0,3663 0,3663 0,2624 0,1546 0,1741 0,3765 0,5367
nF, (J, + Fp ¥?) 0,00460 0,00788 0,01008 0,01276 0.01276 0,00914 10,00538 0,0099 0,0215 0,0306
Jy Fyp+nF,(Jy +Fpy?) 008461 0,08769 0,09009 0,09277 0,00277 0,08915 0,08539 0,1667 0,1783 0,1874
a —0,054 —0,090 —0,112 —0.138 —0,138 —0,103 —0,063 —0,059 —0,121 —0,163

Tablica 14 5

% 2 3 4 5 6 7 8 9 10
% —0,865 —0,505 —0,395 —0,312 —0,312 —0.436 —0,739 —0.636 —0,425 —0,298
Fyuy 0,112 0,280 0,350 0,420 0.420 0,332 0,168 —0,1186 —0,460 —0,608
Bm 0,847 1,287 1,210 1,147 1,147 1,227 1,087 —0,675 —1,222 —1,132
N?, 500 800
M —15 —27 —45 —58 —50 —42 —23 53 102 125
N‘,’, % —432.5 —252,5 —197,5 —156,0 —156,0 —218,0 —369,5 —524,8 —340,0 —238,4
M‘,’,ﬂM —12,7 — 334 — B4,5 — 60,8 — 57,4 — 51,5 — 25,0 — 358 —124,6 —141,5
N) b+ M) M —445,2 —285.9 —252,0 —216,2 —213,4 —269,5 —394,5 —560,6 —464,6 —379,9
[1—e™] =8 0,150 0,287 0,285 0,339 0,339 0,266 0,172 0,162 0,304 0,387
ANg)) —66.8 — 67,7 — 1.8 — 734 — 23 — ™7 — 67.8 — 90,8 —141,2 —147.0
AMg’) 10,7 27,1 35.9 44,0 43,4 33,0 16,3 — 10,9 — 66,4 — o1
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Tablica 15

1 2 8 4 5 6 7 8 9 10
i
Vén —0,138 —0,202 —0,197 —0,187 0,187 —0,201 —0,177 0,079 0,200 0,185
r=1 1 182 221 258 258 207 112 —46,4 —242 —301
mpy;, 104 peig —2,02 —8,16 —12.3 —17,8 —178 —10,6 —3,58 1,87 14,6 245
r=8 0,036 0,245 0,460 0,820 0,820 0,364 0,074 —0,027 — 0,58 —1,383
Yéy 0,135 0,495 0,605 0,688 0,688 0,564 0,261 0,081 0,574 0,702
r=1 | —md —445 —617 —950 —950  —B8t —164 —478 —69 — 1144
myy 100 r=2 197 20,0 84,6 655 65,5 29,9 5,18 1,40 121 93,2
r=8 | —0,0854 —0,601 —1,200 — 8,014 —3,014 —1,07 —0,100 —0,0276  —1,605 —5,068
i Tablica 16
1 2 3 1 5 6 7 8 9 10
Iy /05 1,000 : 0,7143
r=1 7,7 182 221 258 258 207 112 —83,1 —173 —215
ay Eplp 10" r=2| - 858 82,8 98,2 111,2 111,2 93,2 52,5 —15,6 —76,1 —90
r=8| —0,687 —2,48 —361 —5.11 —5,11 —8.17 —1,10 0,307 3,06 188
r=1| 9927 9555 9383 9050 9050 9419 9836 7109 6647 6326
ap,rEpdp, 10" r=2| —346 —202,5 —373,9 —4095 —409,5 —260,6 =78 —16,1 —218,1 —820
r=3 0,621 6,067 10,24 18,82 18,82 8,940 1618 03136 8,814 18,57
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Tablica 17

1 2 8 4 5 6 7 8 9 10 2

M, Ng 25 7 125 1% 225 275 325 600 680 760

My M —0,75 —4,05 —11,% —185 —22,5 —22,0 —15,0 39,7 86,7 116,8

My Ng ay,1EpJdp, 0,187 1,365 2,762 4,515 5,805 5,602 3,640 —1,988 —11,764  —16,340 —6,124

M,y Mya M, 1EpJp, —0,745 —868 10550 —16742  —20862 —2072 —14754 28,228 57,629 73,888 472,167

610’1 Eb Jb, = 66,043 - 2,8 — 184,92 466,048
My Nday o E,J, 0,088 00621 1,227 1,946 2 502 2,563 1,706 —0936  —517  —680  —2208
’ 1

My Mg ay 2 Epdy, 0,002 0,082 0,421 0,758 0,921 0,573 0,115 — 0,064 —1,801 —38,904 —3,077
610’2 Eb Jb‘ = — 5,875 - 2,8 = — 15,06 —5,375 {

M, N%ay g E,J —0,0016 —0,0186 —0,0455 —0,084 —0,1150 —0,0872  —0,0857 0,0184 0,2081 03709 0,204

1NpOnN, 8 8pJp,

My Ma m,3EpJp, —0,0025 —00115 —0,0348 —0,0423 —0,0197  --0,0024 0,0012 0,0764 0,2169 40,1813

610,8 Eb ']b, = 0,3857 . 2,8 = 1,080 -+0,3857
Tablica 18
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 )

J; 0,152 0,197 0,1226 0,1263 0,1263 0,1213 0,1162 0,1607 0,1719 0,1897

Jeld, 0,9922 0,9549 0,9323 0,9050 0,9050 0,9423 0,9837 0,9957 0,9308 0,8434

Fyy,lJ, 0,0460 0,111 0,1354 0,1576 0,1576 0,1261 0,0688  —0,0348 —0,1268 —0,1518

My, 0,0496 0,1432 0,2331 0,3152 0,4052 0,5183 0,6304 0,7468 0,7912 0,8012

Nyp 0,0023 0,0167 0,0338 0,0552 0,0709 0,0693 00447 —0,0361 —0,1078 —0,1442

i 0,0025 0,0225 0,0625 0,1225 0,2025 0,3025 04225 0,5625 0,7625 0,9025

0,0025 0,0215 0,0583 0,1109 0,1833 0,2850 0,4156 0,4001 0,4804 0,547 2,5018

9.7 A A A

oy, Ey Ja‘ = 2,56018 - 2,8 = 7,004
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Tablica 19

1 2 3 4 5 t 8 7 8 ‘9 10 =
M, Ny, 0,0025 0,0084 0,0193 0,0319 0,0381 00200 —0,0196 —0,0015  —0,1370
My My, 0,0025 0,0215 0,0583 0,1103 0,1823 0,2851 0,4156 05601 0,6725 0,761
MyNyyay, 1 EyJp, 10 0,46 1,86 4,98 8,23 7,89 3,25 0,65 15,83 20,45 3
My Mypay 1 EpJp, 101 25 205 547 998 1650 2685 4088 3982 4470 4815 23465
g 041,14 Ep Jp, = 2,354 2,8 = — 6,51 3 23538
MyNy,ay, oEpJp, 10 0,21 0,82 2,15 3,55 3,55 1,52 0,31 6,96 12,33 - 814
My Mypap, 9 Ep Jp, * 10 —44 —21,8 —45,2 — 74,6 — 4.3 —31,9 —9,0 —146,7 —260,3 —668,2
' 311, By Jp, = — 006368 - 2,8 = — 0,788 —636,8
My Nyyay, 3 EpJp 10 —0006  —0031  —0,099  —0163  —0121  —0,082 —0,006 ~ —0,280 —0,668 —1,41
My My,apy sEyJp - 104 0,12 0,60 2,07 3,43 2.55 0,67 0,18 5,93 14,18 —20,68
: d11,3 Ep Jp, = 0002827 2,8 = 0,007916 28,27
Tablica 20
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
M) —1,04 —302  —492 —6,65 —8,67 —10,93 —13.7 —15.7 —16,7 —169
N —0,05 —0,85 —0,711 —1,16 —1,50 —1486 —0,94 0,55 2.28 3,04
P (a) 0,12 0,18 0,22 0,26 0,26 0,20 0,13 0,13 0,23 0,30
ME,X) P (@) 8ym 0,01 0,27 0,65 1,19 1,55 1,24 0,46 0,16 2,21 3,63
NP (@) g yn —0,01 —0,03 —0,07 —0,07 —0,06 —0,02 —0,01 —0,10 —0,17
s M) 0,01 0,26 0,62 1,12 1,48 1,18 044 0,15 2,11 3,46
MP) P (@) gym —0,10 —0,67 —1,31 —1,98 —2,58 —2,69 —1,94 1,88 4,70 5,78
N P (a) gy 0,08 0,66 0,11 0,11 0,13 0,09 —0,04 —0,22 —0,27
s NG9 —0,10 —0,64 —125 —187 —247 —2,56 —1,85 1,34 4,48 5,46
Amd —1,08 —2,76 —4,30 —553 —17,19 —9,75 —133 —15,6 —146 —134
ANLY —015 —0,99 —1,96 —3,08 —3,97 —4,02 —2,75 1,89 6,76 8,50
A M, 9,7 24,8 31,6 38,5 36,2 23.3 3.6 —26,5 —81,0 —104,5
AN, —67,0 —68,7 —1738 — 6.4 —176.3 —75,1 —170,8 —88,9 —134,4 —1885




W dalszym ciggu obliczamy wspé6lczynniki my,, oraz ma, dla
r =1, 2,3 (tablica 15). Wspétczynniki te nie bedg bezposrednio potrzeb-
ne, stuzg jedynie do obliczenia wspéiczynnikéw an,r i am -'°). Korzysta-
my przy tym ze wzoréw (3.1.14), zatem np. :

1
my1=—Yfna, MmN 2= 5-amN,y, MN 3= o AMN2.

w tablicy 16 zestawiono wspélczynniki am,r oraz an,r obliczone za
pomocy wzoréw (3.2.2.1) oraz (3.2.2.2). Jako poréwnawczy moment bez-
wiladnos$ci J»1 przyjeto moment odcinka belki A-7. Zatem np.

Jor
Js’

JIp1
EpJor any=mn1

1
17, EmeaNz—(‘n’lNz-I-—’mNt)
. Jb

j J
EoJor ang ={mn3+ o-mny A
3 J(;

Obecnie mozna przystagpi¢ do obliczenia wspoélczynnikéw rozwiniecia
w szereg funkcji (3;0 (p) . Korzystamy ze wzoru (3.2.9), przy czym ponie-
waz jest N,=0, istnieje tylko pierwsza catka, ktérg obliczamy nume-
' rycznie przez sumowanie iloczynéw (tablica 17).

Do znalezienia rzednych wykresé6w Mjip oraz Ni» konieczne sg wsp6l-
czynniki zawarte we wzorach (3.2.6). Ze wzgledu na. to, ze obliczenie ich
oparte jest na elementarnych zasadach teorii zelbetu, podajemy tylko
jego wyniki (tablica 18). W tejze tablicy obhczony jest wspo6tczynnik &y,
drega calkowania numerycznego:

Js,
"“_fE,,JC E,,J,, fT,,‘ 5 Myds.

Tablica 19 obejmuje obliczenie wspélezynnikéw szeregu é,,(¢) wedlug
wzoru (3.2.9).

Obecnie mozemy orzystaplc do obliczenia nadhczbowe], naprzod znaj-
dziemy wsp6tczynniki xy,,:

184,92 ¥
T14= -————7,00—4 =—26,40, EpJp, Z11,2=—*2—26,40° 6,591 =—817,01,
B o (e AN 1505) 14,57,
2= ""7.004 &

15) W ukladach sprezonych kilkoma kablami wspélezynniki m, oraz m, s3 po-
trzebne do obliczenia wielko$ci ¢ i 8 we wzorach (3.2.17).
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Ep Jo, 2113—%1457 6591+ 2640 0,1783 = 33,58,

1

Tia =T 7004 (3358 +1,08) =—4,949,
1 1 1
Es Jo, 2114 =—7 4,949 6,591 —14,57-0,1783— - 26,40-0,007916 = —8,639,
x t —— 8,639 =1,234
4= 7004 ’ X1
EsJs, 2115 = — %1,234 -6,591 + Vi

-10 |
+104949 -0,1783+ I’ ‘
+ = 10 14 57-0,007916 =1,726, 1 - % : . o
S 1 Rys. 21
Ty5= 7 004 —1,726 = — 0,2465 .

W dalszym ciggu przechodzimy do obliczenia wspélczynnikéw we,,:

u1=——§g%—=—1,104,
w1,0=——%%=—23,91,
Wyp = — —%72—— + % 1,104°- 23,91 = 0,3760,
. %ﬁ:— P % 1,104-0,3760 — 514 1,104°- 23,91 — — 0,01562,
wig = '——0%4%———% 1,104 -0,1562—% 1,104 - 0,3760 +
4 1;0 1,104!- 23,91 = —0,0121.

Jak widaé¢, szereg xx,r jest bardzo wolnozbiezny i obliczonych pieé
wyrazéw mogloby postuzy¢é do wyznaczenia rzednych funkcji X,(¢) co
najwyzej dla ¢=1,5. Zbiezno&é szeregu we, jest bez poréwnania lepsza.
Wartos$ci funkeji X, (p) zestawiono w tablicy 21, za$ jej wykres przedsta-
wia rys. 21. ‘
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W tablicy 20 podano peine obliczenie wartosci M(X) oraz SN we-
diug wzoréw (3.2.18). W pierwszych dwu wierszach zestawione sg war-
toSci M) oraz N¥) [wzory (3.2.14)]. Trzeci wiersz zawiera wspélezynniki

P(a) wziete z tablicy dla ¢ =3 oraz u, = —1,2. W ostatnich wier-
szach zestawiono wartosci 4 M)
Tablica 21 oraz ANX) przedstawiajace pelny

wplyw nadliczbowych na sily we-
wnetrzne ukladu oraz catkowite
zmiany AMp, AN, sit wewnetrz-
nych uktadu.

Jak widaé, obliczenie nadlicz-
bowych wymaga duzego nakladu pracy rachunkowej. W praktyce mozna
poczynié pewne uproszczenia polegajace na tym, ze przy obliczaniu
wspblezynnikéw d;,, mozna na ogoét (w belkach ciggltych zawsze) pominaé
wplyw sil normalnych Ng. To samo dotyczy obliczenia wielkosci o N§¥)
i dMX.

Wielkosci 6 N i M) nie maja istotnego wplywu na wyniki obli-
czen poza punktami, w ktorych AN lub AM{ sg bliskie zeru, ktére to
punkty jednak sg zazwyczaj najbardziej bezpieczne i nie wymagaja do-
kladnego sprawdzenia. Z tych wzgledoéw obliczenie tych wielkosci mozna
na .0g6é! poming¢, lub ograniczy¢ je do punktéw niebezpiecznych (pod-
pory, punkty Srodkowe przeset), w ktérych zreszta przewaznie ich wplyw
procentowy na wielkosci ANp i AMp jest najwigkszy.

Nie mozna podaé ogélnych wskazan stwierdzajacych, kiedy wplyw
wielko$ci nadliczbowych (ANXi AMX) jest duzy lub maty w poréwnaniu
z wielko$ciami AN)i AMY), poniewaz zbyt wiele czynnikéw odgrywa tu
jednakowo decydujaca role. Najwazniejszymi z nich s3a: przebieg (wiel-
kosci i znaki) wykresow NY i M), ich wzajemny stosunek i przebieg (od-
leglo$é od osi) oraz potozenie (goéra - d61) kabli. Nalezy zauwazy¢, ze wsp6i-
biezne prowadzenie kabli samo przez sie nie ma tu istotnego znaczenia.
Niemniejsza role odgrywaja momenty bezwiladno$ci J, i powierzchnie
przekroju poprzecznego F, w przypadku zmiennego przekroju preta. Jezeli
przy obliczaniu wielkosci d:0, 0%, dix konieczne jest uwzglednienie od-
ksztalcen osiowych (skrécen i wydluzen pretéw w niektérych ukladach
ramowych), stwarza to dalsze komplikacje. Na og6t wielkosSci nadliczbowe
(szczeg6lnie w belkach cigglych) nie sa zbyt duze. Powodem jest fakt, ze
wspolczynniki d:o,, oblicza sie z reguly jako réznice dwu niewiele réznia-
eych sie od siebie liczb, co jest wynikiem zmiany znaku momentéw wyj-
Sciowych M{ i wspélrzednych y, okreslajacych potozenie kabli. W przeciw-
nym przypadku wielkoSci nadliczbowe bylyby bardzo duze.

.+ Z powyzszych przyczyn obliczenie numeryczne wszystkich catek musi
by¢ dokladne, to znaczy nalezy braé pod uwage wieksza liczbe punktéw

R o A 3 4

Xoelp) - =167 .. —20,2 - =208 =217
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z przedzialu calkowania. Niedopuszczalne jest (w ogélnym przypadku)
przyjmowanie uproszczonego przebiegu kabli (np. po liniach prostych na
dtuzszych odcinkach). W razie niewypelnienia tych wymagahn mozna
otrzyma¢ bledy nie tylko co do wielkosci, lecz nawet co do znaku obli-
czonych nadliczbowych. -

Na zakonczenie podkreslimy, ze podana powyze] metoda pozwala na
rozwiazanie najbardziej nawet skomplikowanych zagadnien z omawia-
nej dziedziny za pomoca wprawdzie wielu, lecz bardzo prostych opera-
cji czysto rachunkowych. W szczegélnosci godne uwagi jest to, ze caly tok
.obliczenn nie odbiega pojeciowo od normalnego sposobu rozwigzywania
ukladow statycznie mewyznaczalnych oraz ze kazde wykonywane dziala-
nie rachunkowe ma jasny sens fizyczny.

3.3. Inne zagadnienia

3.3.1. Naprezenia skurczowe. Ustroje statycznie wyznaczalne. W przy-
padku kilku kabli otrzymujemy uklad dwu réwnan rézniczkowych analo-
giczny do (3.1.5). Jego rozwiazaniem przy zalozeniu opisanej w rozdziale
pierwszym zmiennosci & (¢) ]est

ANbs—_"_‘Ebew— —l—C]e"“‘Jp + C;e%?,

AMps=y, C, e“¥ + Ya C2 e“ﬂ’,
gdzie

Ci=—SAiRF~", C=—Npg,F2,
- b Py Ya— s Pr

Dla rozwigzania metodg rozwinigcia w szereg otrzymamy

nlL_—_MEhF,ﬁ ; ml%klsngpbs_‘
S, K ‘ (pk, . L3 K (pk-

Dalsze wyrazy szeregéw nalezy oblicza¢ wedlug wzoréw (3.1.6).
W przypadku jednego kabla rozwigzanie réwnania rézniczkowego od-
powiadajacego réwnaniu (3.1.10) daje

ANbs=:7’EbeﬁN(1 " e®),  AMy=—1y ANos.
P

Z rozwiniecia w szereg tych funkcji otrzymamy

g &s a’
ns.r=_EbeﬂN‘|‘, Mg, r=—Y Ns,r.
e
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Przy prowadzeniu obliczen metoda opisang w p. 2.2 korzystniejsze jest
stosowanie wzoru analogicznego do wzoru (2.3.6):

X1=

(1—e2?).
Pr 51"1

Do wszystkich powyzszych wzoréw nalezy podstawia¢ jednostkowe
skrécenie skurczowe &s jako liczbe dodatnig.

W przypadku ukladéw statycznie niewyznaczalnych wielko$ci nadlicz-
bowe uzyskuje sig¢ przez rozwigzanie ukladu réwnan typu (3.2.7) z tym
zastrzezeniem, ze zamiast d.0(p) nalezy podstawié¢ wielkoSci dys(p) okre-
$lone w sposéb nastepujacy: '

8is (@) = Mi(5) 05 (@,5) ds + [ Ni (&) e (g, 9) d.

Funkcje te nalezy przedstawi¢ w postaci szeregu
is (9) = is1 @+ 0is2 9% + .o + Bis,r @ + ...,
gdzie
8is,r = | My (s) as, ds +va1 (8) bs, r ds.
s 3

Wzory na wspotczynniki as,» oraz bs,r sa nastepujace:
dla r=1

il _— &
s, == Eb"” Mst, bs1= EsFs (1 +mns1)+ s )
dlar=2 3
1 1 1
As,r = E T (ms e ms r—l) bs,r = m (‘ns r + '"rs r-—l)

L]

3.3.2. Osiadanie podpér. W chwili przesuniecia podpér powstaja w ukia-
dzie statycznie niewyznaczalnym momenty zginajgce i sily normalne.
Nalezy je obliczyé z uwzglednieniem pelnych sztywnos$ci przekrojow
zelbetowych w ukladzie statycznym, ktérego siatka geometryczna pokry-
wa sie ze Srodkami ciezko$ci przekrojow zelbetowych. Z otrzymanych
w ten sposéb wielko$ci M° oraz N nalezy obliczyé wielkosci wyjsciowe
Jo Ny =N +M°F”y‘
c

(3.3.2.1) MO = M
Je

T!

Dalszy tok obliczen jak w p. 3.2. _
3.33. Obliczanie zmian sil w kablach.  Ustroje statycznie wyznaczal-
ne. W przypadku jednego kabla zmiana sily wynosi 4S5, = ANp.
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Przy kilku kablach nalezy za pomocg wzoréw (3.1.4) obliczyé wiel-
koéci e oraz p; wowczas zmiana sily w k-ym kablu wynosi

ASt=(—¢e+ oYr)FxE..

W powyzszych wzorach dodatnie wartosci S, oznaczaja rozecigganie kabla.

Ustroje statycznie niewyznaczalne. Zmiany sit w kablach odpowiada-
jace wielkosciom AMY i ANY oraz 6MY i SN obliczyé nalezy
w spos6b podany dla ustrojow statycznie wyznaczalnych. Natomiast
wplyw wielkosei M(® i N nalezy uwzgledni¢ obcigzajac uklad sta-
tycznie wyznaczalny wielko$Sciami nadliczbowymi i obliczajac napreze-
nia w kablach wedlug zasad teorii zelbetu dla fazy I.

3.3.4. Obliczanie naprezen tnacych. Uklady statycznie wyznaczalne. W ukla-
dzie sprezonym jednym kablem naprezenia tnace, dzialajace na beton,
powodowane zmianami w silach we-
wnetrznych, wynoszg (rys. 22):

na odcinku 1-2
_ 4TS,
Arb_‘ Jbb ’
na odcinku 2 -3 g8
_ ATsSp , dAS 1
Aty = 7,b +——ds b Rys. 22

We wzorach tych S, oznacza moment statyczny powierzchni betonu
lezacej ponizej rozpatrywanego przekroju, za$§ b szerokos¢ belki w tym
przekroju. Pochodng d 4S/ds oraz sily tnace zastepcze

d AMy

ATy = S T
mozna obliczy¢ numerycznie lub (czasem) analitycznie. W wykresie na-
prezen tngcych otrzymamy skok na poziomie kabla (rys. 22a). Jezeli ka-
bel jest réwnolegly do osi belki, to
pole powierzchni wykresu naprezen
tngeych A4 7 (lub przy zmiennej sze-
roko$ci b przekroju poprzecznego —
pole powierzchni wykresu sity roz-
warstwiajgcej) musi by¢é réwne zeru
(rys. 22b). W przypadku wielu kabli
obliczenie mnalezy przeprowadzi¢ w
podobny sposéb; kazdemu kablowi
-odpowiada wowczas skok w wykresie naprezen tngcych (rys. 23a). Je-
zeli kable sg zageszeczone, mozna omingé obliczenie wielkosci A4S: dla
kazdego z nich, biorgce catkowity strate sit w kablach réwng A4ANp; wow-
«zas otrzymamy wykres przyblizony na odcinku miedzy kablami (rys. 23b).
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Uklady statycznie niewyznaczalne. Naprezenia tngce powstalte pod
wplywem wielkosci AM i AN oraz dM{¥) i §N{® nalezy obliczaé jak
dla ustroju statycznie wyznaczalnego. Wielkosei M{X) i NX daja roz-
klad naprezen tngcych jak w przekraju zelbetowym pracujacym w fazie
pierwszej (rys. 24), tzn. wyliczyé je mozna ze wzoru
T{0 S,

K i
przy czym moment statyczny S. nalezy
bra¢ z uwzglednieniem n-krotnego po-

A0 =

el wiekszenia powierzchni kabli, za$
d MY
P e el
P ds

Wszystkie podane wzory nie uwzgledniajg wplywu zmiennej wysokosci
belki na naprezenia tngce. Wplyw ten, czesto bardzo istotny, mozna
uwzgledni¢ na zasadach podobnych do stosowanych w teorii zelbetu.

4. INNE ZAGADNIENIA

4.1. Ustroje mieszane

Ustrojami mieszanymi nazywaé¢ bedziemy uklady sprezone, w kt6-
rych cze$¢ kabli pozostaje swobodna, za$§ cze$é po naciagnieciu podlega
obetonowaniu. Naleza tu przede wszystkim mosty ramowe. Przyklad te-
go rodzaju konstrukeji przedstawiono na rys. 25. Bardzo silne zespoly
kabli 1 i 1’ realizujg tu zamoco-
wanie belki, ktéra oprécz tego jest
dodatkowo sprezona kablami obe-
tonowanymi. Kable 1 i 1° mozna
uwaza¢ za swobodne. Ewentualne P
pokrycie warstwa ochronng betonu Rys. 25
nie gra roli.

Ustroje tego rodzaju nalezy rozwigzywaé metodami rozdzialu trze-
ciego. Liczba niewiadomych odpowiada stopniowi statycznej niewyzna-
- czalno$ci ukladu sprezonego. Najwygodniej jest przyja¢ po jednej nie-
wiadomej w kazdym kablu swobodnym,

/ pozostale mozna zatozy¢é w przekrojach

X' _xi zelbetowych lub jako reakcje zewnetrzne.
77 %3 Uklad przedstawiony na rys. 25 jest (przy

Rys. 26 zalozeniu przegubowego oparcia na fun-
damentach) trzykrotnie niewyznaczalny.

Przyklad przyjecia niewiadomych dla tego ukladu przedstawia rys. 26.

W omawianych ustrojach wielkosci dio nalezy prawie zawsze obli-
cza¢ z uwzglednieniem odksztalcen osiowych pretéw, tzn. przy uzyciu
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pelnych wzoréw (3.2.4). W mniejszym stopniu odnosi si¢ to réwniez do
wielkosci dix i Oir.

Wspélezynniki 6z nalezy obliczy¢ biorge pod uwage pelne sztyw-
nosci przekrojow zelbetowych w ukladzie, ktérego siatka geometryczna
pokrywa sie z osiami cigzko$ci przekrojéw zelbetowych. Rzecz jasna,
przy obliczaniu wielko$ci i oraz 6; nalezy braé pod uwage jedynie
czeSci betonowe i zelbetowe ukladu a pomija¢ kable, ktére nie ulegajg
odksztalceniom plastycznym, co zresztg wynika z budowy odpowiednich
wzoréw. Obliczenie prostego ukladu mieszanego pokazane jest w przykla-
dzie liczbowym 8.

42. Wplyw uzbrojenia betonu

W dotychczasowych rozwazaniach zakladaliSmy, ze sprezeniu pod-
lega ustr6j betonowy. W praktyce jednak beton zawsze jest uzbrojony
zelazem miekkim, tzn. zwyklg stalg zbrojeniows.

W ustrojach, w ktoérych kable podlegaja zabetonowaniu, uwzglednie-
nie tego zbrojenia nie nasuwa zadnych zasadniczych trudnos$ci. Oblicze-
nie malezy przeprowadzaé poslugujac sie wzorami rozdzialu trzeciego,
przy czym do obliczenia F,, S, i J, nalezy braé pod uwage pelny przekroj
kabli i zelaza miekkiego (ewentualne réznice moduléw sprezystosci nie
posiadajg istotnego znaczenia, zresztg mozna je uwzglednié stosujgc od-
powiednie wspoéteczynniki n). Pewne réznice wystepuja jedynie w oblicze-
niu wielko$ci wyjsciowych MY i NJ, poniewaz obcigzenia wyjSciowe
dzialajg na przekroj zelbetowy zlozony z betonu i zelaza miekkiego. Dla-
tego wielko$ci wyjSciowe nalezy obliczyé za pomoca wzoréw (3.3.2.1),
przy czym do F. oraz J. wchodzi jedynie zelazo
miekkie.

Ustr6j sprezony kablami swobodnymi staje sie,
w przypadku uzbrojenia czeSci betonowej, ustro- : | g
jem mieszanym 1 rozwigzanie nalezy prowadzié¢
zgodnie ze wskazowkami p. 4.1. W obliczeniu wiel-
kosci wyjSciowych nalezy kierowa¢ sie uwagami ,L
podanymi wyzej. Konieczne jest w kazdym przy-
padku obliczenie wielkoSci o, dir i dir z pelnych
wzorow (3.2.9). Nastepujacy przyktad wyjasni oma- Rys. 27
wiane zagadnienia.

Przyktad liczbowy 8. Obliczymy wplyw pelzania betonu na zmiane
sity w kablu dla belki z przykladu pierwszego, zakladajgc obustronne,
symetryczne, jednakowe na caltej dlugoéci zbrojenie zelazem miekkim
wedtug rys. 27 w iloSci po 35 cm goéra i dolem, razem 1,75%. Modul spre-
zystosci tego zbrojenia E;1 =2,1-10"t/m?, E»/Es=1.

045

045

0,40
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Kabel jest swobodny, zatem uklad nalezy rozwigzywac¢ jako mieszany.
Za niewiadoma przyjmiemy sile X, w kablu. Wspélezynnik d,; obli-
czymy podobnie jak w przykladzie 1, lecz z uwzglednieniem sztywnosci
przekrojow 2elbetowych'

83 .10—5
014 chd +f d—}—fEz ds =26,50-10—"2,

Wykresy podcatkowe M i N mozna bra¢ z rys. 7, poniewaz wskutek
symetrii uzbrojenia $rodki ciezkosci C oraz Cp sie pokrywajg. Jak widaé,
wskutek zwiekszenia sztywnos$ci belki, wielko$¢ d,, ulegla malemu
zmniejszeniu. W dalszym ciagu obliczamy za pomoca wzoréw (3.1.8)
wspotezynniki m, i n,:

ny1=—20,1091, mu1 = — 0,2294,
ny2 = 0,00595, mpy2 = 0,0263,
nys=—0,000216, mu,z=—0,00201.

Wspétezynniki ny,» oraz muy,r sa rowne zeru wskutek symetrii uzbro-
jenia. W dalszym ciggu obliczamy:

am1=0,7706-10"5, bn,1==0,7423-1075,
amz=—20,0884-10"7, bye = —0,00405-10"7,
ams=0,00676-10-75, by =0,000147-105.

Wykresy wyjSciowe (rys. 28) otrzymujemy ze wzoréw (3.3.2.1):

Jo ! )
;o 0,7697, i 0,8909,
| MY, =18 tm, N° =360 t,
| 2 2 M, . = 13,85tm, N} = 320,7t.
soo A |||| ; e ey
|

Korzystajae (co tutaj ma zasadnicze
znaczenie) z pelnych wzoréw (3.2.9) otrzy-
mamy:

310,1 = 420,0 . 10_5, 311,1= 2,236 . 10_5,
8102—=—21,03-10~5, &112=-—0,1849-105.
d103= 0,668-10-5,

- M%WMMMM

Rys. 28

Obecnie mozna przystapi¢ do obliczenia nadliczbowej:
x11=—15,85, x12=1,46, x33=—_0,103,
py = —0,184, wip=—=86,1, . wis=—0,0748.
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Zatem
X,(p) = — (86,1 + 0,0748 ¢*) (1 — e"187),

_ Liczbowo wynik rézni sie znacznie od otrzymanego w przyktadzie 1;
np. dla ¢=2 jest X,=—-—26,6, za§ dla p=4 jest X, =—45, zatem
zmiany si! w kablu sg do 30% mniejsze niz w belce nieuzbrojonej. La-
two stwierdzi¢, ze w przypadku tym trzy wyrazy szeregu xi,r dajg do-
statecznie dokladne wyniki, szczegélnie dla ¢ < 3. Réwniez pominiecie
wyrazu wi,e daloby blad nie przekraczajacy 1,5% nawet dla ¢ =4.

Jak widaé¢, uzbrojenie wplywa wydatnie na procesy pelzania. Zazna-
czyé przy tym nalezy, ze o ile wplyw uzbrojenia w ukladach z kablami
swobodnymi mozna traktowa¢ w pewnym sensie jako drugorzedny, to
w ukladach z kablami obetonowanymi dzialanie uzbrojenia miekkiego
jest jakoSciowo identyczne z dzialaniem kabli, a réznice mogg byé¢ tylko
iloSciowe.

W ukladach z kablami swobodnymi uzbrojenie zmniejsza zmiany
w naciggach kabli, poniewaz zmniejsza obcigzenia wyj$ciowe betonu,
oraz wywoluje powstawanie sit wewnetrznych AM, i AN, skierowanych
przeciwnie do obcigzen wzbudzajgcych, ktére wywoluja pelzanie. To sa-
mo dotyczy ukladéw statycznie wyznaczalnych.z kablami obetonowa-
nymi oraz wielkosci AMY® i ANY) w ukladach statycznie niewyznaczal-
nych tego typu. Jezeli chodzi o wielko$ci nadliczbowe, to zbrojenie w za-
sadzie je powieksza.

4.3. Ogoélne uwagi o wplywie tarcia w ustrojach sprezonych kablami swobodnymi

W rozdziale drugim wszystkie rozwigzania otrzymano w zalozeniu, ze
nie ma tarcia miedzy kablem i jego lozyskiem. W rzeczywisto$ci tarcie
istnieje, przy czym wspoélczynnik tarcia moze dochodzi¢ do wartosci
u = 0,4, Scisle obliczenie z uwzglednieniem tego czynnika prowadzitoby
do zagadnien nieliniowych. Dlatego ponizej poda-
my tylko ogélne uwagi na ten temat. Jest rzecza
oczywista, ze podane rozwigzania zachowujg waz-
no$¢ (i to w przyblizeniu) tylko wtedy, gdy po-
wstate wskutek pelzania betonu réznice sit w sa-
siednich przekrojach kabla sg wieksze niz silty
tarcia. W przeciwnym przypadku przesuniecie
kabla wzgledem lozyska nie jest mozliwe i prze-
kréj zachowuje sie jak zelbetowy. Na rysunku 29
przedstawiono wycinek kabla o dlugosci ds, przy czym promien Kkrzy-
wizny wynosi r. W kablu panuje naciagg poczatkowy S. Rzutowanie ob-
cigzen na kierunek normalny do krzywej kabla daje

1
P—STy
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gdzie p jest intensywnoscig roztozonej reakcji oddzialywania lozyska na
kabel. Jezeli wspotczynnik tarcia wynosi g, a przez AS oznaczymy zmia-
ne sity w kablu powstala wskutek pelzania betonu, to przesuniecie ka-
bla wzgledem lozyska bedzie tylko wtedy mozhwe gdy spelmona jest
‘nieré6wnosé =
4
(4.3.1) —_—

2y

Obliczenie ukladu sprezonego kablami swobodnymi mozna zatem
przeprowadzi¢é naprzéd w zalozeniu, ze odksztalcenia kabli i belki sg
wspo6lne, czyli jak dla ukladu o kablach obetonowanych, nastepnie spraw-
dzié dla obliczonych w ten sposéb wielkoéci A4S powyzsza nieréwnosé.
Jezeli nier6wno$¢ nie jest spelniona, to obliczenie jest dokladne. Nato-
miast w przypadku gdy nieré6wnos¢ jest spelniona, dokladne obliczenie
jest praktycznie niemozliwe.

Gdy ro6znice sit 4 S nieznacznie przekraczaja sily tarcia, to obliczenie
dla kabli obetonowanych mozna uznaé za wystarczajagco dobre. Jezeli
natomiast sily A4S sa znacznie wieksze od silt tarcia, lepiej bedzie prze-
prowadzi¢ obliczenie przyjmujac, ze kable sg swobodne lub swobodne
na czeSci swojej diugosci. . .

Przyktad liczbowy 9. Sprawdzimy podang nieréwnosé dla belki
z przyktadéow 1 i 5. Wspolczynnik tarcia u=0,3. Trasa kabla jest para-
boliczna, wobec tego mozna przyjac (dla paraboli ptaskiej) staly prormien
krzywizny r = 12/8f 1%), gdzie f jest strzatkg paraboli, zatem

182
¥ Kl m = 101 m;

Przy obliczeniu belki z kablami obetonowanymi otrzymuje sie naj-
mniejsza réznice w sitach X, miedzy punktami 4 i 5; zatem na odcinku
4-5 jest

dAas 3,10

=

ds 1,8

==1,72"t/mb:
Poniewaz sita normalna od obcigzenia stalego wynosi 360 t, zatem

S‘%—,u =1,07 t/mb. -

Nieréwnosé (4.4.1) jest spelniona, zas na innych odcinkach bedzie jesz-
cze wyrazniej spelniona. Dlatego zalozenie, ze kable sa swobodne, jest
w tym przypadku uzasadnlone, ]akkolw1ek szczegolme w okolicy érodka
belki, niesciste. :

16) Przy dowolnym prowadzeniu kabla mozna przyjmowaé w przyblizeniu r = 1/y" = 3

(numerycznie).
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Nier6wnos¢ (4.3.1) moze by¢ speiniona w przypadku kabli silnie zakrzy-
wionych, co moze zdarzy¢ sie na podporach wewnetrznych w belkach
ciaglych. W tych przypadkach obliczenie Scilejsze wymagaloby trakto-
wania ustroju jako mieszanego o kablach obetonowanych w okolicy pod-
por i swobodnych w przestach. Konieczne jest wowczas sprawdzenie, czy
sily tarcia przenosza réznice napiecia kabli z sgsiednich odcinkéw.

4.4. Obciagzenia poéZniejsze

W dotychczasowych rozwazaniach przyjmowaliSmy, ze wszystkie ob-
cigzenia wywolujgce pelzanie przylozone sg w tej samej chwili, miano-
wicie t = 0, tzn. w chwili rozszalowania konstrukcji. W praktyce nie-
jednokrotnie znaczna cze$¢ obcigzen stalych moze dzialaé¢ dopiero w péz-
niejszym okresie (np. jezdnie w mostach). Dla tych obcigzen obliczenia
nalezy przeprowadza¢ na zasadach ogdélnych z tym, ze konieczne jest od-
powiednie zmniejszenie modulu pelzania. Dla obcigzenia przylozonego
w chwili t =t, modul wynosi¢ bedzie ¢, (t) = ¢ (t) —@(t,).
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PeswoMme

BJIUAHUE IIOJIBYYECTH BETOHA
HA TNPEIBAPUTEJIBHO HAIPAHEHHbLIE CTEPH{HEBBIE CUCTEMbBI

B macrosmieir pabore nmpuBOAATCA O0IIME METOABI DPEIleHMA BCAKOTO
‘pojia BOIpOcOoB u3 obcyskmaemoir obacTy.

B mepgBoit raBe IpMBOJATCA TEOpPETHYECKMe IPMHIIMAIILI, 3aMMCTBOBaH-
HbIe M3 TEOpUM NoJI3ydecTH JMIMIMHTep a.

Bo BTOpOJI riiaBe paccMaTpMBAaIOTCA CUCTEMBI NPEABapUTENbHO HAIpS-
JKeHHbIe ITOCPEJICTBOM apMaTyphbl HeCcBA3aHHOM ¢ Oeroxmom. Pemenne mo-
JIydaeTcs TIyTeM COCTaBJIEHMSA CUCTEMBI IudpepeHIMANbHEIX ypaBHEHMIA
(2.1.3) poa craTMYecKM ONpeneaMMbIX cucTeM uim (2.2.1) pja cTaTU4ecKn
HEONpeZleMMMbBIX cucTeM. Hens3BecTHLIMM (PYHKIMAMMU MOAYJA MOJI3YIECTH
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@ HABJIAIOTCA M3MEHEHUA CUJI B apMaTYPHBIX 9JIEMEHTaX, & TaK¥XKe JIMILIHMEe
HEU3BECTHBIE,

Jis mpakTMYecKUX Iesieil yAOOHO pelleHyue mpy HOMOIIM CTEIEHHBIX
panoB (2.3.1). IlocnemoBarenbHble KOI(MMOUUMEHTHI Xk,r BBIYMCIASIOTCA M3
cucTeMbl ypaBHeHuit (2.3.3); HOCTAaTOYHAA TOYHOCTH IOJIy4aeTcs aia <4
Ipy NPUMEHEHUy ABYX YJIEHOB; AJA HeDOoJbIIMX 3HAYEHWII ¢ JOCTATOYeH
HEPEeAKO ¥ OAVH YJIEH PAna.

B Tperreit riaBe paccMaTpMBAIOTCA CUCTEMBI, IIPEJBAPUTEIBHO HAIpPA-
JKEHHBIe TIOCPe/ICTBOM 00EeTOHMPOBAHHOM apMaTyphl- B mepBoit wyacTu mpu-
BOJATCA PelleHMA Tak (PYHKUMOHAJBHBIEC, KaK ¥ B BMAE PAAOB AJA CTa-
TUYECKM OIpeneJuMMbIX cucTteM. Bo BTOpoii yacTu IpezicraBjeHa obiias
TEOPMSA CTATUHYECKM HeonpemeamMbIx cyucteM. C Heabl0 HANTU JIMIIHUE
Hey3BecTHbIe X (@), COCTAaBIAETCA CHUCTEMA WMHTErPaJIbHBIX YpPaBHEHMI
(3.2.7). ®ynruym di,0 () BbIpaxKaloOT BAMAHME ILIACTHYECKMX AecopMalmii,
BBI3BAHHBIX HAa4yaJbHOV Harpyskoi (M), NY), a dyHkwm O (p) — Bima-
H)e IIACTMYECKMX AeOopMalpil, BBI3BAHHBIX IIOCTOAHHO MEHCTBYIOLIEH
mmuHel Hem3BecTHOM X =1.

Pemenne cucremer (3.2.7) mpmHMMaeTca B BME CTEIEHHBIX pPALOB
(3.2.10). CxoxmmocTs PAXOB Xk,r B o0mem ciabas; XOpOIIO CXOAMMBIE
PAABI Wk, r TONyHAIOTCA Py npuMeHeHvy (3.2.12), npuyem K03 dULIMEHT
Yk CIEOyeT NpUMHMMATH coryiacHo (3.2.13). YTobbl mosyunTh TOYHOCTH II0-
pPAAKa HECKOJBKMX IIPOLEHTOB JOCTATOYHBI ABa WMJIM TPM diIeHa pana
We,r. UucieHHblZ npumep (7) oOBbACHAET TEXHMKY pacdeTa CTaTMIECKM
HEOIIPeesMMOi CUCTEMBI. B IepBBIX ABYX TabJiMIlaX COMEPKUTCA BBIYM-
caenue usmenennit A MY u ANY) BHYTpeHHMX CHUJI OCHOBHO/ CHCTEMBI IpK
MPEZATIONIOKEHNY, YTO JMILIHAA HeussecTHas X (p) paBHa Hymo. B crenyo-
mmx TabIMIaX CONEP>KMUTCA pPacyeT JIMIIHEH HEeM3BEeCTHOJ, a TakXke ee
BIMAHME Ha BHyTpeHuHme cuibl cucremsr AMX), ANX). Ha npakrtuke BTO-
PYI0O HacTh PacyeTOB MOXKHO 3HAYMTEJHHO COKPaTUTh.

B ugerBeproit riaBe obcyzkparoTca KOMOMHMPOBAHHLIE CHMCTEMBI M BIIMA-
HYA: apMUpPOBaHMUA OETOHA, a TaKKe TPEeHMA B CHUCTEMaX, IIPeABapUTEILHO
HaIpAKEHHBIX apMaTypoii HecBA3aHHOM ¢ OeToHoM (cBOOOAHOI).

HeroTOpbEIM [OCTOMHCTBOM METOZOB, IPMBEJEHHBIX aBTOPOM, SABJIAETCH
apucMeTn3aMsa pacuyeToB, a TAK¥Ke MX CXOACTBO C OOBIYHBIMM CTaTUYIEC-
KMMM BBIYMCJICHUSAMMA.

Summary
CONCRETE CREEP IN PRESTRESSED BEAM STRUCTURES

This paper is concerned with some general methods of solution of
problems under consideration.

In the first section the theoretical foundations are discussed according
to Dischinger’s theory of creep. In the second section structures
prestressed with non-grouted cables are considered. A solution is obtained
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by means of the system (2.1.3) of differential equations for statically
determinate, and the system (2.2.1) for statically indeterminate structures.
The unknown functions of creep modulus ¢ are force changes in cables
and the redundant forces.

For practical purposes the solution by means of power series (2.3.1)
is convenient. The coefficients x:, are determined from the system of
equations (2.3.3). Sufficient exactness for ¢ <<4 is obtained with two terms,
for small values of ¢ one term is often sufficient.

In the third section structures prestressed with grouted cables are
considered. In the first part, solution in the form of a series as well as
an approximate solution are given for statically determinate structures.
In the second part a general theory of statically indeterminate structures
is developed. In order to find the redundant forces X (p) a system of
integral equations (3.2.7) is established. The functions d;0(p) represent the
influence of plastic deformations due to the initial load (M9 and N9), and the
functions dx (p) — the influence of plastic deformations due to the
permanently acting redundant force X, = 1. The solution of the system
(3.2.7) is assumed in the form of the power series (3.2.10). The convergence
of the series x:,, is slow in general; more rapidly convergent series we,r
are obtained using (3.2.12), where the coefficient . should be assumed
according to (3.2.13). For a degree of exactness of several percent two or
three terms of the series we,r are, in general, sufficient. The procedure, for
statically indeterminate structures is illustrated by the numerical
example 7. The first two tables present the computation of the changes
AMY and AN of internal forces in the basic system with the assumption
that the redundant quantities X, (p) are equal to zero. The next tables
are devoted to the computation of a redundant quantity and its influence
on the internal forces of the structure AM{¥and ANX. In practice however
the second part of the calculation can be reduced by some 30 to 50 percent.

In the fourth section «combined» structures are discussed as well as the
influence of reinforcement and the problem of friction in structures
prestressed with non-grouted cables.
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