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Praca dzieli si¢ na dwie czesci. W pierwszej podajemy przyblizone
wzory na wartoSci wlasciwe i funkcje wlasciwe dla réwnania (0.1) oraz
dzielimy przestrzen tréjwymiarowa 4, y;, y,, tzw. obiekt statecznogci dy-
namicznej, na obszary rozwigzan statecznych i niestatecznych. W czesci
drugiej na podstawie podanej teorii rozwigzujemy zagadnienie statecz-
nosci dynamicznej plaskownika, skad jako przypadek szczegblny rozwig-
zania wynikaja wnioski podane w pracy [7].

CZESCT
Wstep

Rozwazania statecznosci dynamicznej pewnych elementéw sprezy-
stych, jak réwniez wiele innych probleméw fizyki, techniki i elektro-
techniki, prowadza do koniecznosci wyznaczenia obszaréw statecznych
i niestatecznych rozwiazan liniowego réwnania rézniczkowego o okreso-
Wo zmiennym wspélczynniku typu

2
40.1) . - (Z—tg+(2+y1cost+y2cos2t)y=0.
Jesli dokonamy zmiany zmiennej niezaleznej przyjmujac
(0.2) t—29%
1 oznaczymy
(0.3) 41=@0, 2)/1:@2, 2'}’2=@4, @6=@8="'=0,
to réwnanie (0.1) mozna zapisaé w postaci
d?y -
(0.4) @—{- (@O—I— 2r:21@2,c0s2rz)y=0.

Jest to rownanie Hilla, [4].
Dla dalszych celow dogodniej jest nadaé réwnaniu (0.1) postaé

a2 :
(0.5) Gt la—2ap@)y=0,
gdzie
(0.6) a=6,, q=—2y,, y;——%, p(2)=ycos2z -+ cos4z
2 .

177



Funkcja y(2) jest parzysta o okresie .

Dla réwnania (0.5) sformulujemy nastepujgce zagadnienie brzegowe,
[2]. Poszukujemy warto$ci rzeczywistych a(ys,ys) 1 odpowiadajacych im
rozwigzan okresowych réwnania (0.5) takich, aby dla pewnych a rozwia-
zania y(2) spelniaty réwnosci

D Y@y, =y0;71,7), Y (@5 y1,72) =9 (0;71,7),
za$ dla innych a réwnos$ci

(ID) Y (@91, 72) = —y(0; 71, 9a), Y (@5 90,72) = — (0594, 7),

gdzie y=dy/dz.

Rozwigzania typu pierwszego nazywaé bedziemy funkcjami wlasciwy-
mi odpowiadajacymi przypadkowi pelnej okresowosci, za§ rozwiazania
typu drugiego funkcjami wlasciwymi odpowiadajacymi przypadkowi
pélokresowosci. Analogicznie odpowiednie wartosci a nazwiemy warto-
Sciami wlaSciwymi iypu pelnej- lub pélokresowosci. Kazdemu przypad-
kowi odpowiadaja dwa rodzaje rozwigzan: parzyste i nieparzyste. Jak
okaze sie p6zniej, mieé bedg one postaé:
Czn (2591, 92) = 2 A@M cos 2z,

r=0

Son+2(2; vy, 72) = 2 B+ sin (2r 4 2)z,

r=0

(0.7)

Cont+1(2591,72) = Z APnileos(2r + 1)z,
r=0

Sens1(2;71,70) = D, BEVsin (27 + 1)z
r=0

(n=0,1,2,3, ...).

W powyzszych szeregach wspélczynniki AR", BRni2, AP i BRaih
zaleza od parametréw y, i y,. Dwie pierwsze funkcje (0.7) maja okres =
i sg typu pierwszego, a dwie pozostale 2z i s typu drugiego. Kolejnym
funkcjom (0.7), ktére przez analogie do funkcji M ath ie u mozna
nazwaé¢ dwuparametrowymi funkcjami H i1l a rzedu m?') typu sinus
lub cosinus, odpowiadaé beda zalezne od y; i y, wartosci wiasciwe aza,
boni2, Gni1, Dagytin=0:1,2.3. ) :

Niech w réwnaniu (0.5) y;=y,=0. W tym przypadku przedstawia ono
réwnanie ruchu harmonicznego
(0.8) &y +ay=0.

: dz?

1) Liczba m przyjmuje wartosci 2n, 2n + 2, 2n+1 (n =0,1,2,3,...).
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Gdy @ = m? mamy nastepujace pary rozwiazan: A cos mz, B sin mz.
Uméwimy sig, ze bedziemy uwazali w dalszym ciagu wspoéiczynniki tych
rozwigzan za réwne jedno$ci. Je§li m = 0, to rozwigzanie przyjmujemy
w postaci y = 1. We wszystkich innych przypadkach rozwiagzan réwna-
nia (0.5) wspoétczynniki przy cos mz i sin mz przyjmujemy takze za réwne
jednoéci przy dowolnej wartosci q. Umowa ta oznacza pewnego rodzaju
normowanie.

1.1. Rozwiagzania parzyste typu pelnookresowego

W celu otrzymania parzystych rozwigzan pierwszego typu (0.7) i od-
powiadajacych im wartoéci wlasciwych przyjmujemy w réwnaniu (0.5)
(1.1.1) { a=a,,=4n’+a"q+af" q> + a{" ¢* + o/ ¢* + o

(2) =Cam=cos2nz +qC" +C{* + C" ¢* + CM q* + - -,
gdzie oY, a{,.. przedstawiaja nie znane na razie parametry (zalezne
od 7), za$ C{", C{,... sa nie znanymi funkcjami zmiennej niezaleznej z oraz
parametru y. Jesli ¢ = 0, to réwnanie (0.5) sprowadza sie do réwnania
(0.8), ktére takze rozwiazuja funkcje (1.1.1) przy q = 0. Po wstawieniu
funkeji (1.1.1) w réwnanie (0.5) i uporzadkowaniu wed.lug poteg q oraz
przyréwnaniu do zera wspolczynnikéw przy réwnych potegach otrzy-
mujemy nieskoriczony uklad réwnan rézniczkowych dla wyznacze-
nia nieskoriczonej ilosci nie znanych funkeji C! (2) dla kazdego n. Para-
metry af” wyznaczamy z warunku okresowosci poszukiwanego rozwig-
zania przy kazdym ustalonym n. W dalszych rozwazaniach ograniczymy
sig do pierwszych czterech parametréw a; i pierwszych trzech funkeji C;.

Wspomniany wyzej uklad réwnan ma postaé

4n’cos2nz—4n%cos2nz =0,
6‘1") +4n*CP + o cos2nz—ypcos2(n+1)z—ypcos2(n—1)z—
—cos2(n+ 2)z—cos2(n—2)z=0,
égn) +4n°CYY + o C{" + af” cos2nz — 2y C{" cos 2z —
—2C{"cos4z=0,
C"’) + 4 n"’ C{" + o Ci" + o) C™ 4 af) cos 2nz— 2y C{" cos 22 —
—2C{"cos4z=0,
C.fi"’ + 4n°C{" + o C) + o) CI" + o C{" + a{® cos 2nz—
—2yC{Mcos2z—2C{M cos4z=0,

(1.1.2)
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Pierwsze réwnanie jest spelnione tozsamosciowo dla kazdego n. Po-
zostale réwnania mozna rozwigza¢ kolejno przy kazdym n = 0, 1, 2, Sy
Ograniczymy sie do n = 0, 1, 2, 3 dla czterech réwnan odpowiadajgcych
CinlinCodnly

Dla n = 0 pierwsze z nich daje

(1.1.3) é;‘”+a‘1°'—2yc0822—2cos4z:0.

Rozwigzaniem powyzszego réwnania jest

(1.1.4) C‘1°’=—%ycoszz—%cos‘lz——;—a‘l‘”tz.

Poniewaz szukamy rozwigzania okresowego, wiec w (1.1.4) nalezy
przyjaé af?) = 0.

Rozwigzanie (1.1.4) mozna nazwaé calkag szczegélng réwnania (1.1.3).
Do tego rozwigzania powinien doj$¢é jeszcze wyraz liniowy, kt6-
ry pomijamy z uwagi na to, ze poszukujemy rozwigzania okresowego
oraz ze po wstawieniu tak otrzymanego rozwigzania do funkeji (1.1.1)
powinniSmy otrzyma¢ jako wyraz wolny jedno$é¢, a nie liczbe stalg za-
lezng od q. Taka umowe przyjeliSmy we wstepie. Uwaga ta odnosi sie
rowniez do dalszych réwnan. Po podstawieniu rozwigzania (1.1.4) w réw-
nanie rézniczkowe dla C{ mamy warunek okresowosci

s
a‘2°’=——%-— ¥ i

Rozwigzanie ma postaé

yco.362+~cos8z

5
0) — —
C3 ycos2z+ 57 2cosdz + ——= 512

32 288

W podobny sposéb otrzymujemy

T A, B s
4(32y+9 )cos2z+ (512 9y)costlz

1 e 89 !
128( y —l— ) 9216y cosSz—mmoycolez 73728coslzz

3
d¥ =28 " G
o M+ 7

Dla tego rozwigzania z nastepnego warunku okresowosci jest

P, T

8192 144 128 v
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Uwzgledniajage otrzymane zwigzki w (1.1.1) i wykorzystujac ozna-
czenia (0.6) mamy

1 3 7 5 7 :
L s 20— rintsan—ohd+ i+,

e C— 2 A¥cos 27z,

r=0

gdzie
AP =1,
5 1t 2 ..
A£°’=71+§7172—E9’?_§?’17§+"" %
1 1 7 1
o et SR i e
5 1 9
(1.1.7) A'=mnntightagnnt

1 7
0o e 2 o0 e
4 =197 Tiisz?int

89
=600 7178
A0 — i y3+...
caie T RE :
Latwo zauwazyé, ze gdy w réwnaniu (0.5) przyjmiemy y,=0,
»1=-—14, to sprowadza sie ono do réwnania M a t h ieu
2

(1.1.8) (fl—z:z—l—(a—2qcos22)y=0

1 wzory (1.1.5) oraz (1.1.6) pokrywaja sie z odpowiednimi zwigzkami dla
tegoz réwnania. Jesli za$ przyjmiemy y; =0, y,=—2q i zatozymy, ze
X = 2z oraz a,= 4d,, to otrzymamy réwnanie rézniczkowe M athieu
(1.1.8) o zmiennej niezaleznej x. W rozwiazaniu (1.1.6) wypada A =0
(n =1, 3, ...), gdyz obecnie zmienila sie zmienna niezalezna. Pozostale
kolejne wspélczynniki rézne od zera pokrywaja sie z postacig jak w roz-
wigzaniach rownania M at hie u. Wartoéé wilasciwa @, pokrywa sie
z otrzymang poprzednio przy y, = 0. Ze wzgledu na trudno$ci otrzymania
ogolnych wyrazéw szeregéw (1.1.5) i (1.1.7) nie wiemy, czy ogélnie sa
one zbiezne. Mozna przypuszczaé, ze sa one zbiezne dla kazdej pary do-
statecznie malych wartosei y, i y,.
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Niech w réwnaniach (1.1.2) n = 1. Pierwsze z nich przyjmie postaé
(1.1.9) 6"1” +4C{" + a{l! cos2z—ycos4z—y —cos 6 z— cos 2z = 0.

Azeby otrzyma¢ rozwiagzanie okresowe, powinno byé al) =1. Calkg
szczegolng powyzszego réwnania jest
1

1 1
(1) g —
(1110) Cl Y 12‘}100842 3200862

gdyz rozwiagzanie réwnania jednorodnego (podobnie jak w przypadku
n = 0) pomijamy ze wzgledu na to, ze po wstawieniu wyrazenia (1.1.10)
do funkcji (1.1.1) mamy otrzymaé wspélczynnik przy cos 2z réwny jed-.
nosci (niezalezny od q). Warunkiem okresowo$ci rozwigzania réwnania
drugiego uktadu (1.1.2) podobnie jak poprzednio jest zwiazek

5 1
(1)—- il
Sl 33

a rozwigzanie przyjmie postaé

1 53 1K} 1
RSSO e ot ot T e e
5 T 1152yc0§4z 128( y)cost—{—

+—57—60yc0s82+ 3072cos 102.

Dla dwu réwnan nastepnych warunki okresowosci rozwigzan majg od-
powiednio postac

cuif L2 2L Sl
s = auat T 1024
oraz
763 6233 1
(1 e 4 iy e e & A
%' =—73g24” T 184320” 98304’

za$ rozwigzanie przyjmuje postaé:

1 (13 1 (43 , 1879
M= = 2 S el e
Ca 192(6 ¥ 5”) 4608( TR ”)cos il

o el e
+6144(E IG)COSGZ 960(247 480”)‘”58z

B (Bqﬁ = -i%\’ cos 10 z—
!

18432115 0ycosl2z ——l—cosl4z

103
645120 589 824
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