STAN NAPREZENIA WYWOLANY W PRZESTRZENI SPREZYSTE]
DZIALANIEM ZRODLA CIEPLA ZMIENIAJACEGO SIE W CZASIE
W SPOSOB HARMONICZNY

Niech w punkcie A, ktéry przyjmiemy za poczatek uktadu wspoirzed-
nych, dziala skupione Zrédlo ciepta o wydajnosci W, zmieniajace sie
w spos6b harmoniczny. Zrédlo to wywola réwniez w sposob harmonicz-
ny zmieniajace si¢ pole temperatury T oraz w sposOb harmoniczny zmie-
niajace sie pole naprezen o;;. Zaldzmy, ze czestotliwo$e drgan zrodia ciep-
la jest nieznaczna, tak ze zjawisko rozpatrywane traktowaé mozna jako
quasi-statyczne. Pominiemy zatem w réwnaniach przemieszezeniowych
teorii sprezystoSci wyrazy zawierajace przySpieszenia przemieszczen.

Pole temperatury okreSlone jest przez

(1.1) PIT =—-+— = ———0(x)8(y) 6(2).

We wzorze tym k= 4/pc, przy czym 4 jest przewodnictwem wlasci-
wym, o gestoscig a c jest cieptem wiasciwym. Ilosé ciepta @ wytwarzana
przez zrédlo na jednostke czasu i objetosci wynosi Q =Wpc. Symbol 4
oznacza funkcje Diraca. Ze wzgledu na harmoniczny charakter dzia-
lania Zrddia przyjmiemy ’

(1.2) Tz, 9,2,t) = U(z,y, ) e, W(t) = W eflgi=>.
Réwnanie (1.1) doprowadzimy zatem do postaci
(1.3) P gl "{ @O dE),  w=-r.

Rozwiazaniem tego réwnania w ukladzie wspoirzednych walcowych przy
zalozeniu, ze w nieskonczonosci T = 0, jest funkcja :

oo oo

. (1.4) U= Zgl;k ff a(a®+92+in) ' Jy(ar)cosyzdady, 1= (x24y*)2.
0.0 7 ;
Po wykonaniu odpowiednich calkowan otrzymamy
a5 U=t Rep(-RYin, R=@+y+"
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Zwazywszy na wzor (1.2) otrzymujemy

(1.6) 7= o

i e g
4nkR exp[i(wt—e)—R Jig].

Pole temperatury ! T otrzymamy jako czesé rzeczywista funkeji (1.6):

it i % ;
exp(—R 2k)cos(wt—sf—R]/é—k)-

Dla wyznaczenia stanu naprezenia wygodnie jest postuzyé sie poten-
cjalem termosprezystego odksztalcenia @. Funkcja ta zwigzana jest z po-
lem temperatury zwigzkiem, [1],

1.7 g

o oy 1+
2 — T
(18) 7 —1 vat o

Tutaj » jest stala Poissona, a a/ jest wspélezynnikiem rozszerzal-
nosci cieplnej. Ze wzgledu na harmoniczne dziatanie zrodla przyjmuje-
my, ze ‘

(1.9) D(x,y,2,t) = lI’(av,y, g) o=,
Zatem
(1.10) Pl 1+:atU.

. Rozwigzanie tego réwnania, zwazywszy na zwigzek (1.4), ma postaé

\

(1.11) P=—

2‘:2% i+1'ffa(a2+y2) Yo+ +in) 1J0(a’r)cosyzdady,

albo po wykonaniu zaznaczonych catkowan

(1.12) . p— ———i[1—exp(—RVin)]R™.

Czes$¢ rzeczywista funkeji @ ze wzoru (1.9) przyjmuje postaé?

: ey T e » E_
(1.13) q)_‘_l-——vatlian [exp( R]/2k>sm(R 2%

— wt—!—s)ﬂ}— sin (w’t—-s)] :

! Zakladamy, ze W (t), = Wqcos (wt—e). W przypadku W(t) = Wy sin (wt—¢) na-
lezy bra¢ urojona czes¢ funkeji T.
* Zakladamy, ze i tutaj W (t) = Wy cos (wt— é).
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Znajomoéé funkcji @ zezwala na wyznaczenie stanu naprezenia ze
zwigzkow

0> @ . il
(1.14) \ 0;j=2G T S Do) (G,j=x,y,2).

Tutaj di; oznacza symbol Kroneckera.

W rozpatrywanym zagadnieniu mamy do czynienia z symetrig sfe-
ryczng. We wspolrzednych sferyeznych otrzymamy tez najprostsze wy-
razenia na skladowe stanu naprezenia. Mamy mianowicie :

cdo
O'rr:—'-zG(dRz_V“@),
1 do
(1.15) i cadmenior 2G(§ R (p)
O'rq)=0, Ul‘.)¢:0, (7/'19::0,
Ed 2 do
205 ST
e LR R

Korzystajac ze wzoru (1.13) znajdziemy, ze

(1+»)a: WG A o
'G":———(l—v)nw {exp (——R 2k)[(1+R,/2k)sm( t—e—

Tap %)—}-R 2—k]—sin(a)t——e)}R_3,
(118) {4 — g9 = — 07 — %% Eiah (*‘Rl/z k) 5 (“’ i
__G_Rl/%c)z__g,, i+va12GT

O'r¢=0, O'r.9=0, 0‘93,920.

Na rysunku la podano wykres funkcji opg, na rysunku 1b wykres funkeji
g dla kilku wartosci parametréw pg=R Vow/2k, t=ot—e.

Niech w przestrzeni sprezystej dzialaja zrédia ciepla Jednosta_]me roz-
mieszezone na osi z. Mamy tu do czynienia z zagadnieniem osiowo Sy-
metrycznym. ‘ :

Rownanie przewodnictwa cieplnego ma tu postac

o N b R B
(1.17) TR kﬂ'—“é()
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Dla zrédta liniowego o wydajno$ci W na jednostke diugosci i przy zato-
zeniu, ze zmienia sie ono w czasie w spos6éb harmoniczny, przyjmiemy, ze

(1.18) T(r, t) = U(r) e'lot—), W =W, eitwt—),
| o
K

k_1trWiGa /o
R T ) 2k
»
E=R 2k
.
7+
0 ' 4 iy
b n 9 0a iz 2 ¢
] ] 8 ] 3

Rys. la

Réwnanie (1.17) doprowadzamy zatem do postaci

: d?-U L AErRRes
(119) 2 + — " d"‘ 1')’]U— Té('r)

Sl ke e N Sl S

Rozwigzaniem réwnania (1.19) jest funkcja

i f o Ju) ¥ u

0

(1.20) T

(rvin).
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Eafaj Kq(r Vin) jest zmodyfikowang funkcja Bessela trzeciego ro-
dzaju tzw. funkcja Basseta. Tak wiec

‘ e W, i(ot—e) ol
(1.21) e K,(rVin).
Ao
K \
_1tr WGary /o
7t Koy onl 2k
w0
S %
T—=wt—8
.58
8

I
1ol

Rys. 1b

ZWazywszy, ze
e~ K, (r/in) = ker, (r V/n) +ikei, (v V7),

gdzie funkcje ker, (2), kei, (2) sa funkcjami Kelvina, mozemy rzeczy-
wistg cze$é funkeji (1.21) wyrazi¢ wzorem

(L22) T — ZWn(I‘c [kero (r 2—‘%) cos (ot — &) —kei, (r l/%c) sin (o t——s)] ;

Rozprawy Inzynierskie — 11 515




Z rownania

0* o 16@ S G

(h %) orr "y or 1—»

=iy

wyznaczymy funkcje @ korzystajac ze wzoru (1.20) w postaci

W R

@=_2nkfa-—l(a2+in)—1J0(ar)d 1+V Wo at [ '/“7)]
0 )

1—v 2akin

Znajomo$¢ funkcji @ pozwala na wyznaczenie naprezen zespolonych
na podstawie wzoréw

2
(1.24) a;‘,=—2G—:—‘?)—¢ | a;g,,:—zc;%—f, otp =0.

Otrzymamy tutaj .

iot—e) [ . LA 1
14y W,G e [VMKI(”/M)_?],

o= L L 4
o1 WG el e)[ — e /-—_L]_
(1.28) ) gy =—— @ =" =~ [Vin K Vin) +uiKorVin— | =
* 1+
: e s L0 o 2
G:‘ggyzo.‘ % 1— at GT

Naprezenia o, i opp uzyskamy jako cze$é rzeczywista funkeji of
i 0pp. Otrzymamy mianowicie

14y W,G o o
Vi e {Vzk[ke’l( ﬁ)_
_kerl(r 2k)]COS( t'——a +[keT1( V%)‘i’
—}—keil('rl/zk)]sm(wt—e)—I—%sin(wt——e)},

Opyp=—0 W0i+v n—i[ke’r0 (rl/éfik)cos(wt—e)—
— kei, (r ]/2wk\)51n (wt—s)] {

Rozwazmy jeszcze nastepujace zagadnienie. Niech w przestrzeni spre-
zystej w plaszczyznie x = £ dzialajg rOwnomiernie rozlozone zrédla ciepl-

(1.26)

O'r¢ = 0.
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ne. Wydajnoéé tych zrédel na jednostke plaszczyzny x =¢ oznaczamy
przez W = W, e’®’~9. Réwnanie przewodnictwa ciepla ma tu postaé

2
OT_10T Wy

g oz* k Ot

Wprowadzajac funkcje T (x,t) = U(x) e"‘*”_e) doprowadzamy rowna-
nie rézniczkowe czastkowe (1.27) do réwnania zwyczajnego

U

(1.28) s

mU-———-«é(x—E)

Rozwigzaniem tego rownania jest

{120) U= ;Wﬁf(az‘*'in)_l cosa(x—&) da= —gv—’é’ (i) Pexp[—(x—F§) Vinl.
0

. Stad

(1.30) e ‘;Vk(zn) 12exp[z(wt—.e)—(:x:—é") Vinl.

Czeéé rzeczywista powyzszej funkcji okresla poszukiwane pole tem-
peratury: '

W, v 2
(1.31) T =23 () "exp[—(x—$) Vnlcos[wt—e— (x—&) V7] .

Roéwnanie (1.8) redukuje sie do postaci

D 14

) B i

a:T.

Ze wzorow (1.14) widoczne jest, ze 6xx=0, 6:x=0, 029=0, oxy= 0

oraz
2
(1.33) o i 2GS—¢= Ll
Zatem i
& _GWoa,(1+v)(gc)“2 P _Z_]
(1.34) O'yy = 0zz — — 2 k (1__;)“ & eXp (.‘L‘ E) 2 k X

% cos [wt-—s——-(x—&) ZBE]

Na rysunku 2 przedstawmno funkcje oy, dla rozmaitych wartosm para-
metréw ,u—(x—f)]/w/Zk oraz T=awt—e.
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Niech w plaszczyznie x=4¢ dziala dodatnie plaskie zrédlo ciepla,
a w plaszczyZnie x = — & ujemne zrédio ciepta. W tym przypadku w pla-
szezyznie x = 0 mamy T =0 oraz oyy =0, gxx =0. Mamy tutaj do czy-
nienia z przypadkiem poélprzestrzeni sprezystej (x> 0), w ktérej w pla-
szczyznie x=¢§ dziala plaskie Zrédio ciepta. W przypadku x >¢ napre-
zenia oyy, 0z, otrzymamy ze wzorow

GW, 2k\"? w

(1.39) oyy=—0: %}(g) {exp [—(x——f)]/%c]x
Xcos[wt—e—(x—f)]/z%]~
~—expl x+§)l/ ]cos[wt—s——(x—l—f)]/zw—k]}.

Dla x <<¢ nalezy na miejsce (x —¢&) wstawié¢ (6§ —x).”

Na rysunku 3 przedstawiono funkcje o,, dla rozmaitych wartosci pa-'
rametrow u i 7.

Uzyskane rozwigzania dla zrédia ciepla zmieniajgcego sie w czasie
w spos6b harmoniczny postuzyé moga dla skonstruowania rozwigzan dla
zrodel ciepta zmieniajacych sie w sposéb periodyczny w czasie.

Rozwijajac funkcje W (t) w szereg Fouriera

(1.36) W(t) = Z Ancos(not—en),
n=0
otrzymamy pole temperatury i pole naprezen jako wymk superpozycji
poszczegblnych wyrazéw harmonicznych.
I tak w przypadku dzialania w nieograniczonej przestrzeni sprezystej
zrodla o wydajno$ci W {t) zmieniajacego sie w czasie w sposéb periodycz-
ny otrzymamy dla pola temperatury nastepujace wyrazenie:

A i C w wn
(1.37) T—HﬁgAnexp(—R 2k)cos<nwt—s,,——R 2k)

Ponadto uzyskane rozwigzania postuzyé mogg do wyznaczenia pola
temperatury i naprezen w przypadku zrédel ciepla rozmieszczonych
w dowolnym obszarze I’ przestrzeni sprezystej. Jesli w obszarze I' dzia-
ta zrédio ciepta harmoniczne w czasie i bedace funkcjg miejsca, to pole
temperatury wyrazimy w nastepujacy sposéb:

T(x,y,21t) 2471tk {ffWo(iéﬂ,C) exp (—R E@E)X ;
(1 ) e oL
Xcos(wt—e—R]/—zﬂk)dfd.ndQ

R=zx—&"4+(y —n?+(z—10)*]2

gdzie
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PeswoMme

HAIIPAHEHHOE COCTOAHHE B VYIHIPYI'OM ITPOCTPAHCTBE,
BbI3BBAHHOE OJENCTBUEM MCTOYHHHEA TEILJIA,
HU3MEHAIOIEINOCA T'APMOHHWYECHKH BO BPEMEHHU

Pabora 3amaerca Ienbl0 ONPENENNUTH HAIPAMKEHHOE COCTOAHME, BbI-
2BAHHOE JIEHICTBMEM MCTOYHMKA TETLIA, M3MEHSAIOMETOCH TapMOHMIECKN BO
BpeMeHyM. PaccMaTpmMBaloTCa IIOCIENOBATENbHO: JEVICTBME COCPEeNOTOYeH-
HOTO MCTOYHMKA, JIMHEHHOTO MCTOYHMKA ¥ HAKOHEI[ IIJIOCKOTO MCTOYHMKA,
HaxozAlerocs B 66CKOHEYHOM yIpyroMm IIpocTpaHcTBe. VI3 pelreHus ypas-
HeHyusa TeronpoBogHoct (1.1) mosywaror mose Temmeparyphbl. Ilpm mc-
TIOJTB30BAHMM TIOTEHIMAJa TEPMOYIPYyTOoTo IepeMellleHna P; cBA3AHHOIO
¢ Temmeparypoit ypasHeunem (1.8), onpemensior m3 ypasuenwmit (1.14) co-
CTaBJIAIOIIE HAIPAXKEHHOTO COCTOAHMA 0j. 3ajada pellaeTcd NpyU Ipe-
HeOpexKeHNy MHEPUMOHHBIMM CUJIaMM, CJIENOBATEJBHO, KaK KBa3MCTATH-
yeckad.

Summary

THE STATE OF STRESS IN AN ELASTIC SPACE DUE TO A SOURCE OF HEAT
VARYING WITH TIME IN A HARMONIC MANNER

This paper seeks to determine stresses due to a heat source varying
with time in a harmonic manner. A concentrated, linear and plane source
is considered in an infinite elastic space. From the solution of the heat
equation (1.1), the temperature field is obtained. Using the thermoelastic
potential of displacements @, related to the temperature by the Eq. (1.8),
the stress components o; are found from the Egs. (1.14). The problem
is solved disregarding the inertia forces. It is therefore considered to be
a quasi-static problem.

ZAKEAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGLYCH
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