O PEWNYM USTALONYM ZAGADNIENIU PRZESTRZENNYM
TERMOSPREZYSTOSCI

1. Niech na obszarze plaskim I, nalezacym do plaszczyzny ograni-
czajacej polprzestrzen sprezysta, dana bedzie temperatura T, (& n); poza
obszarem I' niech temperatura T, bedzie réwna zeru. Zadanie, jakie so-
bie stawiamy, to wyznaczenie skladowych stanu naprezenia (0i) w roz-
patrywanej poiprzestrzeni sprezystej. Tak sformulowane zagadnienie roz-
wigzemy w sposob najprostszy postugujac sie funkcjami Greenal.

Oznaczmy przez T*(x,y,z £, n) temperature w punkcie P (x,y,2)
polprzestrzeni sprezystej, wywolang dzialaniem temperatury T, na nie-
skonczenie malym obszarze dI' w otoczeniu punktu B (&, n) lezacego
w plaszczyZznie ograniczajacej pélprzestrzen sprezysta, a wiec w plasz-
czyznie z = 0. Inaczej moéwiac zakladamy, ze w plaszczyznie z=0 tem-
peratura jest rowna zeru poza obszarem dI, gdzie wielkoS¢ jej wynosi T,.

Oznaczmy dalej przez ofj (z, y, 2; &, 1) skiadowe stanu naprezenia
w punkcie P (x, y, 2) pélprzestrzeni sprezystej, wywolane dzialaniem tem-
peratury T, na obszarze dI.

Wtedy przy danym rozktadzie temperatury T, (&, n) na obszarze I le-
zacym w plaszczyznie ograniczajgce] poltprzestrzen sprezysta otrzymamy
dla wyznaczenia temperatury T i skladowych stanu naprezenia (aij)
w punkcie P (x, y, ) nastepujace zwiazki calkowe:

(1.1) T(x,y,2) =/ [T, &n T* (9,2 &ndédn,
()
(1.2) o, y, )= [To (&, n) o (x,y, 2§, M d Edn,
()
gdzie
iyj=x’y)z’ Og) 5= 0ji.

Punkt ciezkosci rozwigzania zagadnienia polega na wyznaczeniu funk-
cji Greena T* i ofj; obliczenie wielkosci T i oy dla danych ksztai-
téw obszaréw I' polega na wykonaniu kwadratur wediug wzorow (1.1)
1 (1:2)

1 Rozpatrywane tu zagadnienie zostalo na innej drodze rozwigzane w nieopu-
blikowanej dotad w catoéci pracy E. Sternberga i E. L. Mac Dowella, [3].
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2. Niech jadro cieplne (T, dI') dziala w punkcie B(&, 1) w plaszczyznie
2 =0, to jest w plaszczyZznie ograniczajacej polprzestrzen sprezysta.
W poélprzestrzeni sprezystej powstanie pole temperatur T*. Spelnié¢ ono
powinno réwnanie przewodnictwa cieplnego

(21 =0
gdzie p 3 S
2
) 43 e
e T odx? + 0y? S 023

Warunki brzegowe réwnania (2.1) ksztaltujq sie w spos6b nastepujacy:
(a) w plaszczyznie z = 0 powinno byé
(2.2) T* (x,y,0;§,9) = (T, dT) 6 (x— &) 8 (y — ),
(b) w nieskonczono$ci powinno byc T* = 0. We wzorze tym symbol
0 oznacza funkcje Diraca.
Przyjmujac rozwigzanie réwnania (2.1) w postaci

oo oo

(2.3) _1 fH(a B,2) cos By —1) cos a(x— &) da dp,
spvowadmmy réwnanie (2.1) do ré6wnania rézniczkowego zwyczajnego
d*H
(2.4) TF Heredi
gdzie :
r=Va+§.

Poniewaz dla z —co funkcja H powinna dazy¢ do zera (gdyz T* = 0),
zatem

(2.5) H(a,p,2) =C(a,p) e7".
Zwazywszy na pierwszy warunek brzegowy (2.2) otrzymamy rozwia-
zanie réwnania (2.1) w postaci

T,dI [~
S 2

(2.6) T*(x,y,2;§, e 7?cos f(y—mn) cosa(x —&)dadp

albo

. )= Lol 2.
(27) T (.’L‘, Y,z 57’7)-* 2n R3’
gdzie

R= iz by i 42]1.

Dla wyznaczenia skladowych stanu naprezenia (o7}) postuzymy sie
potencjalem termosprezystego przemieszczenia @*. Wiadomo, ze za po-
mocy funkeji @* uktad trzech réwnan przemieszczeniowych Lamégo
doprowadzi¢ mozna do jednego réwnania, [1],

1+
B

(2.8) Rl — at T

490



gdzie » jest liczbg Poissona, a a jest wspéleczynnikiem rozszerzal-
nosci liniowej cieplnej. '
Korzystajac ze wzoru (2.6) napiszemy

e T

Vz(p*:l—vat 2 ffe“"’cosa(x—f)cosﬁ(y——n)dadﬂ
00

albo tez

oo oo oo

VZQD*—Afff 19:1;1219:02 cosa(x—¢&)cosp(y—mn)dadpdd,

1+» 2T, dF

T e

(2.9)

e Ticy 7
Rozwigzujemy rownanie (2.9) przy zalozeniu (zreszta dowolnym), ze
@' =0 ‘dla £=0.
Przyjmiemy, ze
2100 @ = [ [ [ D(a,8,9)cos a(x— &) cos f (y — ) sin 9zda dpdd.
000
Rozwigzanie réwnania (2.9) otrzymamy w' postaci

oo oo oo

(211 S0 = —Afff @ is;nizﬁz)zcosa(x—E)cosﬂ(y—n)dadﬁdﬁ.
(]

Po wykonaniu calkowan znajdujemy, ze
Ax 2
8. R
Znajomoéé funkcji @* pozwala na wyznaczenie skladowych stanu na-
prezenia ze wzoréw [1]:

(2.12) O =—

A 'y - 00! AGa® z (¢
"“=“2G<a ot Oz“’):— 4 [” _E—]’
e ’>o* | o AGa® 2z (y—1)°
ny—_zG(ax T az~)“— 4 R5[1+ R? ]
43 *o* | 920 AG=® z 322
“”="2G(ax - ay) T ﬁ(l"?)

2.13) -

he A0 L N i e B
w4 R B
e, 000 AGa y—nu{, 32
O'yz—-—zG ayaz— 4 : R3 (1 R2)1
e e 020" 3AGa* @—8(y—nz
o, ~vaM 0xdy 4 R® 5



Zauwazymy, ze przy zalozeniu @* = 0 na brzegu z = 0 zostala spel-
niona . tylko cze$¢ warunkéw brzegowych. Mianowicie w plaszczyznie
z = 0 znika naprezenie normalne o7, nie znikaja natomiast napreze-
nia styczne oz i oy; w nieskofczonoéci natomiast znikaja wszelkie na-
prezenia. f

Dla doprowadzenia do zera wystepujacych w ptaszczyZnie z = 0 na-
prezen stycznych nalezy do sktadowych stanu naprezenia (of;) dodaé
sktadowe (oj;). Te ostatnie otrzymamy z rozwigzania dodatkowego za-
gadnienia, ale juz zagadnienia izotermicznego. Mianowicie wyznaczy¢
nalezy w polprzestrzeni sprezystej sktadowe (o) wywolane dzialaniem
naprezen —oxz, —0yx W plaszczyznie z = 0.

Dla wyznaczenia skladowych stanu naprezenia (of;) postuzymy sie
funkcja B. G. Galerkina ¢, ktéora spelni¢ powinna réwnanie bihar-
moniczne, [2],

(2.14) Viple=0,
z nastepujacymi warunkami brzegowymi:
(a) w plaszezyznie z = 0
(2.15) oo =0, Oz + o =0 oyz + 0y =0;
(b) w nieskonczonoéci wszelkie sktadowe stanu naprezenia (o7 po-
winny by réwne zeru.

Po wyznaczeniu funkcji ¢ wyliczymy sktadowe stanu naprezenia (o))
Ze WZOTOwW

iy i} 0% :* 0 0?
O'xx=—a—-(‘vl72(p——*a‘x§), ny:a_z(vvij_@%),

i 0 ¢ 0%
O'zz—‘o [I—V)Vz +a +ay2]v

(2.16)
A 0* g E R (aap ¢

S T Amdyiet TR T g 6x2+0y V2¢>’

e e
Uyz—dy(ox2+ay Vw).

Ostateczne sktadowe stanu naprezenia, spehiajgce wszelkie warunki
brzegowe, otrzymamy (stosujac superpozycje) z nastepujacych wzoréw:

(2.17) " olj=uai;+ .

Funkcje ¢ przyjmujemy w postaci
(2.18) o= | | Z(a,8,2) cosa(x— &) cos f(y—n)dadp,
00
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gdzie
Z(a,$,2)=[C(0,8) + D(a,p)yzle™”,  y=Vi+p.

Funkcja ((2.18) spelnia réwnanie (2.14) oraz warunki w nieskon-
rzonosci.
Z pierwszego warunku brzegowego grupy (2.15) otrzymujemy

Dwa dalsze warunki grupy (2.15) sprowadzaja sie do jednego warunku

AnG_}___
2 y_

(2:20) (1—2)9"Z(a,$,0) +»Z"(a,$,0) +

Przedstawiliémy tu naprezenia of. i oy dla z=0 za pomocg calek

[o%:],_ = Antf——sma (x—&)cosB(y—mn)dadp,

(2:21)
AnG

l z]z-0

ff—cosa(x——é)smﬁ( —n)dadﬁ.r

Zwazywszy, ze Z(a,B,0)=C/(a,p) oraz Z"(a,p,0)=1y"D(a,p), otrzyma-
my ze zwiagzku (2.20)

Ath AnG

(2.22) Cilo, b= P D(a,ﬁ)——z—s.

Tak wiec funkcja ¢ przyjmie postac

(2.23) ¢——GA”ff(1—zv—yz> = (y—n)dadp,
a po scatkowaniu

2
(2.24) ¢=_G¢in [Z(I—V)zlnztR—(l——Zv)R], ‘

gdzie r=}(xz— &+ (y—n)’.

Znajomosé¢ funkcji ¢ pozwala juz na wyznaczenie skladowych stanu
naprezenia (g7j) ze wzoréow (2.16):
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R2
o

E;y=—%AR’sz{z(1—v)[1+( = ( —3)]+

The=— —~—G£;f=2(1—)[ (x;”)z(z—z—3)]+

SZENG 2
(2.25) R [1 + —(ERZ—")]}
i GARS 2 | 3z s GAn? (x—&) 3.2
== ml-F) m=—EE A0,
5 GAn® (y—y) D22
e b

GAn® (x—¢§) (y— m, Z—3R* 3

Ay = 7= 4 R 2(1—’”)—7—‘"‘}{? .
Ostateczne skladowe stanu naprezenia (o})) otrzymamy na podsta-

wie wzoréw (2.17)

oGl z e
oo CGAnZ x—&)? [z
O'yy 21;; 3 (1_1’)[1—}—(—. ) (ﬁ——:&)],
(2:286) j
9 GAR® z(x— &) (y —1n) 2>—3R
Oxy =—— 9 i ( Ig"}(y " (1 —’V) —_T4 )
0zz =0, oz =0, gy, = 0.

Interesujacy jest tu fakt znikania naprezenia normalnego o oraz
naprezen stycznych oi; i o).. Znikajg te naprezenia oczywiscie réwniez
przy dowolnym rozktadzie temperatury T, (& ») w obszarze I’ plasz-
czyzny 2z =0.

3. Znajomos$¢ funkcji T* [wzér (2.7)] i funkcji of; [wzoér (2.26)] po-
zwala juz na podstawie zwigzkéw (1.1) i (1.2) wyznaczy¢ pole temperatur
i skladowe stanu naprezenia dla dowolnego rozktadu T, (&, ) na obsza-
rze I Przykladowo wyznaczymy funkcje T, wywolang stanem T,= const
na obszarze prostokata o bokach 2a i 2b, przy czym przyjmujemy, ze osie
symetrii prostokata pokrywajg sie z osiami wspoirzednych.

Otrzymamy, zgodnie ze wzorem (1.1), ze

dédy
(3.1) ff[(x_f)z (y— )R

—a —b
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Po wykonaniu catkowania znajdujemy, ze

PR (x—a) (y—b) (x—a)(y+b)
3.2 T= g [arc tg 2R arc tg 2R, A
(x+a)(y—Db) (x+a)(y+b)
arc tg 2R, + arctg o ],

gdzie
Ria=[(x—aP+yFbP+22]",  Raa=[(@+aP +yFb°+2"

Latwo sprawdzi¢, ze T znika w nieskoficzonoSci oraz w plaszezyznie
z = 0 poza obszarem prostokata. Wewnatrz prostokata: T=T,= const.
W analogiczny sposéb korzystajac ze wzoru (1.2) oraz ze wzorow (2.26)
wyznaczymy skladowe stanu naprezenia 6.

Rozpatrzmy jeszcze przypadek szczegélny, mianowicie taki, w kto-
rym T, jest funkcja niezalezng od 5. W tym przypadku T* jak i T jest
funkcja jedynie zmiennych x,z. Funkcje T* traktowac nalezy jako pole
temperatury wywolane dzialaniem stanu T, réwnomiernie rozlozonego
wzdluz prostej x=§&. Otrzymamy tutaj

*_’Iﬁ ~ dy oy To2
63 T=% | = R

Latwo sprawdzié, ze w tym przypadku skladowe stanu naprezenia po-
za naprezeniem oyy beda réwne zeru.
Naprezenie ;

1+ % 2G 1+ 2 ,
oy T = —— at

1y ™ wl—y (x—ERF 22

(3-4) G;y—-———ZG

jest jedynie funkcjg zmiennych x i z.
W przypadku gdy T, = const na pa$mie nieograniczonym o szeroko-
sci a, lezagcym na plaszczyznie z = 0, znajdziemy

x+a
z

W 1 &t B e
h 2 f(.r-—&)z—l—zz_ i (arc tg = arc tg )— x (9, — 9,).

Widoczne jest, ze dla dowolnego punktu N (x,z) lezacego na plasz-
czyznie z = 0 otrzymamy 9,— 9, =z, gdy punkt' N (x, y) lezy w obrebie
pasa oraz ¥,— 9, =0, gdy punkt ten lezy poza obrebem pasa.

W rozpatrywanym przypadku réznym od zera pozostaje naprezenie
oYy, Przy czym :
3
1=y

I
U;y=——2G al;(ﬁg—'ﬁl).
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Pezome

O HEHOTOPO¥M CTAHIIMOHAPHOM IIPOCTPAHCTBEHHOM ITPOBJIEME
TEPMOYIIPYIOCTH

B pabore onpenenserca mose temmeparypbr T u COCTaBJIAIONINE Ha-
NPAKEHHOTO COCTOAHMA (0/;) B yIPYroM IIOJIYIIPOCTPAHCTBE, IIOJIATAS, YTO
Ha IIJIOCKOCTY, OTPaHMYMBAIOLIE} IOJyNMPOCTPAHCTBO, JaHa TeMIepaTypa
Ty(¢,m) B obmactu I, a Bue ee T = 0.

3ajaya pemaeTcsa NMpy MCIIO0JIb30BAHMMI dyuruyy I'p u H a, onpenenas
nose remmeparyp T* y KOMITOHEHTHI HANpPS:KEHHOTO COCTOSHMA (of) mus
cay4dasd, B KOTOpoM B 1rockocT 2 = 0, T = 0 BHe OeCKOHEYHO MAaJoii
obnactu d T, B koropoit T = T,. IIpu mcronb30Banm MHTETPaJIbHBIX BBI-
paxeryt (1.1) u (1.2) onpemensior T u 0;; AJNA IPONZBOIBLHOTO pacmpe-
Aenerus temmepatypsl T, (§,%) B obmactu I

Bo Bropoit wactu paborbl ompemensiores QyHKIpm Tpunua T @*
u pyHrima TanepruHa ¢, HOIB3yACH opu 9ToM TpamcopMareit
P ypbe. Ilomyuemnele pyukumu T'puma nra Hanpaxerns (o) xXa-
PAKTEPHBI TEM, YTO TPY COCTABJIAOLIME STOTO COCTOAHMSA, a UMEHHO HaTIpH-
JKEHUA Gzz, Ozx W O3y PABHBI HYJIIO.

B Tperneit wactTu paGoThI paccMaTPMBAaeTCA YACTHLIN cIy4ail Ha-
wransa Ty = const B HpPAMOYrossHMKE cO CTOpOHaMM 20 M 2b, a Tak-
XKe caydail Hauu9Ms IOCTOSHHONM TemmnepaTypbl T, Ha GECKOHEWHOI Io-
JIoce IIMPMHO 2a. B sToM mociepHem ciryuyae Jmmiib HaNPAXEHNE Oyy
NPMHUMAET PasiIMIHble 3HAYEHNUS, HePaBHAILIMECA HYJIO.

Summary
A STEADY-STATE THREE-DIMENSIONAL THERMO-ELASTIC PROBLEM

The object of this paper is to determine the temperature field T and
the stress components (o;) in an elastic semi-space, assuming that the
temperature in the region I' of the plane bounding the semi-space is
known and equal to T,(& 1), the region outside I’ being kept at T = 0.

The problem is solved by means of the Green’s function. The tem-
perature field T* is determined and the stress components (o%;), in the
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case where T = 0 over the whole plane z = 0 except an infinitely small
region dI' where T =T, Using integral expressions (1.1) and (1.2),
T and o0; are determined for any temperature distribution T, (&, n)
inside the region I In the second part of the paper, the Green’s
functions T* and @* and the Galerkin’s function ¢ are determined,
‘using the Fourier transformation. The Green’s functions obtain-
ed for the stress (of) are characterized by the fact that the three com-
ponents o}, o%. and oZ, are zero.

In the third part of the paper, consideration is given to the particular
case of T, = const over a rectangle whose sides are 2a and 2b, and that
of T, = const over an infinite strip of width 2¢. In the latter case, only
the stress o}, differs from zero.

ZAKEAD MECHANIKI OSRODROW CIAGLYCH
IPPT PAN

Praca zostala ztozona w Redakcji dnie 12 marca 1957 7.
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