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OPTYMALNE KONFIGURACJE WIELOELEMENTOWYCH
ROZGALEZIEN PLASKICH

STANISLAW TOKARZEWSKI(WARSZAWA)

Na podstawie funkcji celu przeprowadzona zostala teoretyczna analiza optymalnych katow
dla wieloelementowych rozgalezieri plaskich, reprezentujacych polaczenia elektryczne, rurocia-
gowe, chirurgiczne i inne. Wyniki teoretyczne zostaly zilustrowane praktycznymi przykladami

obliczeri optymalnych katéw dla kilku wybranych rozgalezien plaskich.

1. WsSTEP

Wieloelementowe rozgalezienia plaskie spotykane sa w technice, a
takze w przyrodzie bardzo czesto. Przykladem moga by¢ wszelkiego ro-
dzaju sieci elektryczne, sieci wodociagowe, uklady krwiono$ne zwierzat i
ludzi, uklady zasilajace roéliny w pokarm itd. O ile w technice konfigu-
racje rozgalezien narzucane sa przez konstruktora, o tyle w przyrodzie
powstaja one samorzutnie w wyniku nie zawsze znanych praw przy-
rody. Poszukiwanie zasad optymalizacji konfiguracji wielosegmentowych
rozgalezien jest wiec wazne zaréwno z praktycznego, jak i poznawczego
punktu widzenia. Moga one z jednej strony przyczyni¢ si¢ do poznania
praw fizycznych, zgodnie z ktérymi powstaja réznego rodzaju polaczenia
naturalne, z drugiej za$ staé sie narzedziem do doskonalenia konfiguracji
wielosegmentowych rozgalezied wykonywanych przez czlowieka.

Powyzsza tematyka ma bogata literature [2,4,1,5,6]. W pracach tych
sformulowano zasady wariacyjne stuzace do optymalizacji konfiguracji
jedno, dwu i tréjelementowych prostych rozgalezien plaskich. Wyniki
testowano na przykladzie polaczen odpowiednio wybranych z ukladu
krwiono$nego czlowieka.
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Niniejsza praca formuluje zasady optymalizacji konfiguracji rozgale-
zien skladajacych sie z dowolnej, ale skoriczonej iloéci elementéw. Jed-
noczesénie, w przeciwienistwie do wyzej wymienionych prac, nie ograni-
cza rozwazan do stalego na pojedynczym elemencie rozkladu gestosci
skladowych funkcji celu, dopuszczajac wystepowanie réznego rodzaju
zaburzen powstajacych w okolicy punktu, z ktérego biora poczatek seg-
menty tworzace rozgalezienie.

2. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA

Rozwazmy wieloelementowe rozgalezienie plaskie, biorace swéj po-
czatek w punkcie przecigcia (r,p) i koficzace si¢ w punktach zewnetrz-
nych (r; , ¢; ), (rys.1). Zalézmy, ze kazdy segment rozgalezienia jest od-
cinkiem prostym o dlugosci /; liczonej od punktu przeciecia rozgalezienia
(v, ). Przyporzadkowujmy n+ 1 - elementowemu rozgalezieniu plaskie-
mu pewna, na razie nie okreslona, dowolna funkcje celu G(r,¢), jak
nastepuje:

,b; (pa

Rys. 1. Schemat wieloelementowego rozgalezienia plaskiego w ukladzie biegunowym

(2.1) G(r,¢) = gc.-u.-(r, o)l
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Funkcje Gi(1;) wystepujace w (2.1) nazywaé bedziemy i-tymi sktado-
wymi funkcji celu G(r, p). Poniewaz punkty zewnetrzne (r;, ¢;) s3 usta-
lone (rys.1), wartoéci funkcji celu (2.1) zaleze¢ beda wylacznie od poloze-
nia punktu wspélnego (r, ). Celem pracy jest wyznaczenie takiego po-
}ozenia punktu przeciecia (r, ¢), dla ktérego funkcja celu G(r, p) osiagnie
wartoéé minimalna. Nalezy zauwazyé, ze przy ustalonych polozeniach
punktéw (r;, ;) wspélrzedne punktu przeciecia (r, ) sa jednoznaczna
funkcja katéw o; (rys.1). Poszukiwanie optymalnego polozenia (r, )
jest wiec réwnowazne poszukiwaniu optymalnych katéw o; (rys.1), o-
kreélajacych optymalna konfiguracje n + 1 - elementowego rozgalezienia
plaskiego. Dotychczas nie narzucaliémy Zadnych wiezéw na ruch punk-
téw przeciecia segmentéw rozgalezienia (r,¢), (rys.1). Mozna jednak
zauwazy¢, ze punkt (r, ) porusza si¢ wylacznie wzdluz ustalonego kie-
runku ¢= const, albo wylacznie po okregu o promieniu r =const (rys.1).
Te dwa przypadki rozwazymy dodatkowo w niniejszej pracy. Otrzymane
wyniki teoretyczne zilustrowane zostana przykladami praktycznych obli-
czen.

3. PODSTAWOWE ROWNANIA

Istnienie dla funkcji celu G(r, ¢) lokalnego minimum, okreslaja nas-
tepujace zaleznosci:

8G G &G 96 PG (8G\*
Sl opmmdiogs ol 1) S, ar2'a<p2’(6r6so) =

Podstawiajac (2.1) do (3.1) otrzymujemy

62 . g.~<l.->% =0, zo i) 5 = 0
zo £ {[sw (& ) +g.a)§2’2] [si00 (52) + a0 (54)] -

al; al; %, ol ol 0%,
S; (l)a a gi(l')mjl I:S (1 )a a + J( J)araso]} > 0’

P —
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gdzie
(3.4) o \/1'2 + 12 — 2rr;cos(p — ®i)

jest dlugoscia pojedynczego segmentu (rys.1), zaé

(3.5) gi(l;) = 3_G_(Q’ Sil;) = azgli?(li)

zostaly wprowadzone dla wygody oznaczen. Ze zwiazku (3.4) wynikaja,
nastepujace zaleznosci:

Ol; r—ricos(p— ;)

67‘ l,' ;
Ol; r-risin(p — ;)
dp l; :
321,' 1 ri sin(cp i (p,') 4
(3.6) 7 (——l:——) ,
O;  ricos(p — ;) — £ r2 (r — ricos(p — ;)\
3<p2 = l,' l, ( l,‘ ) :
ol - s1n(<p ©i) T s1n(<p i
8r6<p ( ) '

_ (r-' COS(sol: i — r))

wchodzace w sklad ukladu réwnaii (3.2) i relacji (3.3). Punktem wyj-
Scia do wyznaczania optymalnego polozenia wezla rozgalezienia (r, ) sa
znane skladowe funkcje celu G;(l;) dwukrotnie rézniczkowalne wzgledem
dlugosci elementu ;. Opierajac si¢ na nich mozna wyznaczyé ze wzoru
(3.5) gi(l;) i si(l;), a nastepnie podstawi¢ do zaleznosci (3.2). W ten spo-
s6b otrzymuje sie uklad dwéch réwnan okreslajacych wraz z réwnaniami
(3.4) i (3.6) dwie poszukiwane wspéirzedne (r, ). Wspéirzedne te beda,
okresla¢ optymalne polozenie wezla rozgalezienia, jeéli podstawione do
zaleznosci (3.3) spelnia je. Analiza ukladu réwnaii danych w postaci
(3.2) - (3.6) jest niezwykle trudna i pracochlonna. Staje sie znacz-
nie latwiejsza, gdy do (3.2) - (3.6) wprowadzimy katy a;, okreélajace
konfiguracje wieloelementowego rozgalezienia plaskiego (rys.1).
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4. WARUNKI OPTYMALNYCH KONFIGURACIJI ROZGALEZIEI"J

Zaréwno w technice jak i w przyrodzie skladowe wybieranych do
rozwazan funkcji celu G;(l;) posiadaja naczesciej asymptoty, to znaczy,
ze po przekroczeniu pewnej dlugosci charakterystycznej I{ niewiele sig
réznig od funkcji liniowej. Stad przy zalozeniu, Ze elementy wieloseg-
mentowego rozgalezienia sa wigksze od dlugosci charakterystycznych If,
skladowe funkcji celu G;(l;) mozna przedstawi¢ w postaci

(4.1) Gi(ly) = ail; + b;, 1; > I,
gdzie a; i b; sa stalymi. Stad pierwsze i drugie pochodne funkCJl G (l )

sa réwne
(42) W) _ gty =, T =51 = 0

Ze wWzor6w (3 6) oraz z rysunku 1 wynika, Ze stuszne sa, nastqpujq,ce
zaleznosci:

a_li_ by —cose. — = reina;
ar i e
2. 82, 2
4.3 e sin? Pl r cos a + 7 cos” o,
or? l; dp? L
2].
6(261:,0 = sino;+ %sin Q/; COS 4y

gdzie a; sa katami okreslajacymi konfiguracje rozwazanego wieloelemen-
towego rozgalezienia (rys.1). Podstawiajac (4.2) - (4.3) do (3.2) - (3.3)
otrzymujemy po uciazliwych rachunkach nastepujace warunki konieczne:

n n
(4.4) Y ajcosa; =0, Y aisina; =0,
i=0 i=0

1 dostateczne:

i %sin2 a; >0,
(4.5) : -
3 Z ﬁl—' sin’(q; — o) > 0,

i=0 j=0 l, J

istnienia minimum funkcji celu (4.1). Poniewaz a; i l; s3 wigksze od zera,
warunki dostateczne istnienia minimum (4.5) spelnione sa tozsamosciowo.
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Stad wynika, ze dla wieloelementowego rozgalezienia plaskiego o ele-
mentach wiekszych od dlugosci charakterystycznych, funkcja celu (4.1)
osiaga minimum wtedy, gdy katy rozgalezienia o; spelniaja zwiazki (4.4).
Nalezy zauwazy¢, ze warunki istnienia minimum (4.4) nie zaleza od
polozen punktéw zewnetrznych rozgalezienia (r;, ;). Oznacza to, ze nie
zaleza od dlugosci elementéw tworzacych rozgalezienie, a wiec zwiazane
sa wylacznie z konfiguracja wieloelementowego rozgalezienia plaskiego.
Nalezy réwniez zauwazyé, ze nastepujace zaleznosci:

(4.6) Y a;cosa; =0, ¢ = const
i=0

oraz A

(4.7) > a;sina; =0, r = const
i=0

okreslaja warunki dla optymalnej konfiguracji wieloelementowego rozga-
lezienia plaskiego przy zalozeniu, ze punkt wezlowy polaczenia porusza
si¢ wylacznie wzdluz z géry ustalonego kierunku oraz po okregu o usta-
lonym promieniu. -

5. WIEZY GEOMETRYCZNE

Analiza rysunku 1 prowadzi do wniosku, ze sluszne sa nastepujace
zaleznoéci:
(5.1) o = 180°,

risin(p—pi) _ .
ricos(p — ¢;) — Tbgtat 5 it 1

Nietrudno zauwazy¢, ze zwiazki (5.1) sa wiezami geometrycznymi
wynikajacymi z faktu, ze wieloelementowe rozgalezienie plaskie posiada
punkt centralny (r,¢), galezie jego przechodza przez ustalone z géry
punkty zewnetrzne (r;, ¢;) oraz jeden z jego elementéw jest promieniem
biezacym ukladu biegunowego. Réwnania (5.1) wraz z réwnaniami (4.4),
badz (4.6), bad (4.7) stanowia uklad n+3 réwnaii z n+3 niewiadomymi
parametrami r, 9, ;(i = 0,1,...,n). Réwnania te okreslaja optymalna
konfiguracje¢ wieloelementowego rozgalezienia plaskiego przechodzacego
przez z goéry dane punkty zewnetrzne (rip;), (rys.l). Uklady (5.1) i
(4.4), (5.1)1 (4.6), (5.1) i (4.7) dotycza przypadkéw, gdy na ruch punktu
centralnego rozgalezienia nie naklada si¢ zadnych wiezéw, gdy porusza
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sie on wzdluz z géry ustalonego kierunku, gdy porusza si¢ po okregu.
Do réwnan (5.1) warto dotaczyé, wynikajacy z rysunku 1, zwiazek

(5.2) B M
- 3 sin oy

okreslajacy dlugoéci poszczegélnych elementéw rozgalezienia plaskiego.

6. PRZYKLADY OPTYMALNYCH KONFIGURACJI ROZGALEZIEN
PLASKICH

Optymalizacja konfiguracji rozgaleziei w warunkach poruszania sig
punktu centralnego po okregu nie bedzie analizowana. Skoncentru-
jemy uwage wylacznie na réwnaniach (4.6) i (4.4). Dodatkowo ograni-
czymy rozwazania tylko do przypadkéw, w ktérych optymalne wartosci
katéw rozgalezieh nie beda zalezaly w sposéb jawny od polozed punk-
téw zewnetrznych (ri,¢;), (rys.1). Z ogélnego wzoru (4.6) wynikaja
nastepujace formuly:

dlan =1 (rys.2a)

(6.1) ap—ajcosag =0,
stad -
cosa; = —;
a

dla n = 2 i po przyjeciu ay = 0 (rys.2b)
(6.2) ag—ajcosay —ag =0,

st
o ap — a
cos ) = BL
a

dla n = 3 i przy zalozeniu symetrii &y = o (rys.2c)

6.3 ap — ajcosay —agcosay =0,
0
stad -
cosay = :
a) + ag

dla n = 4, po zalozeniu symetrii a; = a3 i przyjeciu oz =0 (rys.2d)

(6.4) ag — a1 cosay — ag — agcosag =0,
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Rys. 2. Przyklady typowych rozgaleziedi plaskich poddawanych optymalizacji wzdiuz
ustalonego kierunku (linia przerywana)

tad
=2 ag — a2

cosay = ;
a; + as

Formuly (6.1) - (6.4) okreslaja wartosci optymalnych katéw dla ty-
péw rozgaleziei pokazanych na rysunku 2. Formuly te obowiazuja w
warunkach poruszania sie punktu centralnego rozgalezienia wzdluz usta-
lonego kierunku (rys.2, linia przerywana). Biorac pod uwage wzory (4.4)
otrzymujemy:

dla n = 2 (rys.3a)

(6.5) @g—ajcosag —agcosaz =0, a;sina; + azsinag =0,

s 2 2 yrpd 247 DETESD
ap+ ay — a5 ag + a3 — aj
COB @ sTE S T e COR = Tt TS

2(10(11
dlan =31y =0 (rys.3b)

2aoa2

(6.6) ag—ajcosay —ag—agcosag =0, aysinog + agsinoz =0,
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ra: (pa rﬂ’¢0

Rys. 3. Przyklady rozgalezieri plaskich poddanych optymalizacji w warunkach catkowitej
swobody poruszania si¢ punktu wezlowego

stad

(ag — az)’ + af — a} (ag — a3)? + a3 — af

cosaz =
2(ag — ag)ay ’ 2(ag — ag)as

cosqa) =

Formuly (6.5) - (6.6) okre$laja wartosci optymalnych katéw dla ty-
péw rozgalezien pokazanych na rys.3. Formuly te otrzymano w warun-
kach calkowitej swobody w zajmowaniu polozen przez punkt centralny
rozgalezienia. Nalezy zauwazy¢, ze funkcja celu postawionego dla bada-
nego rozgalezienia moze nie osiaga¢ minimum. Taka sytuacja zaistnieje
w przypadku, gdy prawe strony formut (6.1) - (6.6) dadza wynik wiekszy
od jednosci lub mniejszy od minus jednosci.

7. OPTYMALNE KONFIGURACIJE ROZGALEZIEI"J CYLINDRYCZNYCH DLA
PRZEPLYWOW USTALONYCH

W Polsce, a takze w wielu innych krajach, spotka¢ mozna rurociagi
dalekiego zasiegu stuzace do przesylania ropy naftowej, gazu ziemnego,
wody, a takze wielu innych materialéw cieklych i gazowych.W naj-
blizszym czasie rurociagi te ulegna dalszemu powiekszeniu. Jednym z
podstawowych probleméw transportu systemem rurociagéw jest mini-
malizacja strat energii przeplywu. Straty te przy z géry zaprojektowa-
nych wydatkach i wymiarach przewodéw zaleza giéwnie od struktury
geometrycznej sieci rurociagowej, a dokladniej, od konfiguracji kazdego
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wezla skladajacego si¢ na te strukture. Poszukiwanie konfiguracji opty-
malnych dla rozgalezieri cylindrycznych jest wiec wazne zaréwno z teo-
retycznnego, jak i praktycznego punktu widzenia.

Niech bedzie dana sie¢ rurociagowa dalekiego zasiegu. W sieci ta-
kiej ze wzgledu na duze odlegloéci, po pierwsze, dominuja przeplywy
w pelni rozwinigte, po drugie, straty w wezlach sa pomijalnie male w
stosunku do strat wystepujacych na dlugosciach przewodéw. Skoncen-
trujemy uwage na pojedynczym wezle wraz z odchodzacymi od niego
przewodami. Wchodzacy w sklad wezla przewéd zerowy (rys.1), nazy-
wacé bedziemy segmentem gléwnym, za$ przewody odchodzace od niego
- segmentami bocznymi (rys.1).

Niech w punkcie (79, pg) wplywa ciecz z wydatkiem Q) i niech wyplywa
w punktach (r1,¢1 : 72,92 3... : Tp,,) 2 wydatkami odpowiednio
Q1,Q2,...,Qn. Dla w pelni rozwinietego przeplywu gradient ciénienia
Ap/l zalezy od wydatku cieczy przez rure nastepujaco:

dla przeplywu laminarnego

Ap 8nQ
(7.1) T g WR4,

dla przeplywu turbulentnego

; 2,25
@2) # _ 0,791 p,l 2 Q

72 v R525’

gdzie 1, V, R oznaczaja odpowiednio wspélczynnik lepkoéci, lepkoéé ki-
nematyczng, promien cylindra. Stad skladowe gestosci strat energii
przeplywu odniesione do jednostki dlugosci cylindra i jednostki czasu
réwnaja, sie:

dla przeplywu laminarnego
e A - O
(73) i S &
dla przeplywu turbulentnego
Ap 0,791-p ,l - 5 g
(74) a= Q : —I— = 71’2 7I'—'UR—5’2-§

Potraktujmy wezel rurociagowy jako wielosegmentowe rozgalezienie
plaskie. Zalézmy, ze straty energii beda funkcja celu. Gestosci sklado-
wych funkcji celu okreslaja zwiazki (7.3) i (7.4). Podstawiajac (7.3) i
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(7.4) odpowiednio do (4.4), (4.6), (4.7) otrzymujemy
S

S n
(7.5) Z —QS— cosa; = 0, Y -—S——sma, =0,
1—0
QS
(7.6) Z RS'“ cosa; = 0, ¢ = const,
i=0
1 QS
(7.7) Z RS sina; = 0, r = const,

przy czym s = 2 dla przeplywu laminarnego oraz s = 3,25 dla przeplywu
turbulentnego. Zaleznosci (7.5) - (7.7) okreslaja warunki, jakie konfigu-
racja rozgalezienia rurociagowego powinna spelnia¢, aby by¢ konfiguracja
optymalna. Warunki (7.5), (7.6) i (7.7) dotycza kolejno: osiagania przez
funkcje strat energii bezwzglednego minimum, minimum wzdluz kie-
runku segmentu gléwnego. Nalezy zwréci¢ uwage, ze optymalne katy
rozgalezienia rurociagowego nie zaleza od dlugosci przewodéw, a jedy-
nie od wydatkéw i promieni rur. Zwiazki (7.5) - (7.7) sa bardzo wazne z
punktu widzenia ekonomiki transportu materialéw cieklych w systemie
rurociagéw dalekiego zasiegu. Jeli na przyklad w kazdym wezZle sieci
rurociagowej spelnione sa zwiazki (7.5), to ilo$¢ energii zuzywanej na
transport cieczy ta siecia jest przy ustalonych wydatkach i promieniach
przewodéw minimalna. Szczegélowa analize strat energii w optymalnych
i nieoptymalnych rozgalezieniach sieci rurociagowych dalekiego zasiggu
przedstawia praca [12].

8. OPTYMALNE KONFIGURACJE ROZGALEZIEN CYLINDRYCZNYCH DLA
PRZEPLYWOW PULSUJACYCH

Rozwazmy wielosegmentowe rozgalezienie cylindryczne. Niech rys.1
przedstawia schemat tego rozgalezienia. Zalézmy, ze w kazdym cylindrze
wydatek cieczy zmienia si¢ w czasie w sposéb harmoniczny

(8.1) Q(t) = Q[ + cos(wt — )],

gdzie kat v jest katem przesuniecia fazowego. Jednoczesnie gradient
ciénienia pulsuje jak nastepuje: '

(8.2) - %’3 = p(A + Acoswt).
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W cylindrze o stalym przekroju powstaje pod wplywem gradientu ci-
énienia (8.2) nastepujacy profil predkoéci [9]:

wrt) = () + 2 [fr) sinwt + flr) coswt]

f(r)=R2‘b"(’ ) - bei(kr) — ber(kR) - ber(kr)
ei(kR) - bei(kr er(kR) - ber(kr
83)  filr) = 1- ber’(kR) + bei2(kR) :
_ bei(kR)ber(kr) — ber(kR) - bei(kr)
fe(r) = ber’(kR) + bei’(kR) :
k = R %7

gdzie r,w, v, p oraz ber(kR) i bei(kR) oznaczaja odpowiednio wspéirze-
dna promieniowa, czestoéé pulsacji, lepkos¢ kinematyczna, gestos¢ cieczy
oraz funkcje KELVINA [10]. Stad wydatek réwna sie

1rR4 27rA

Q) = "4 2 TR ¥ FR) - cos(wt - 7),
g grbiall )
s i 81 T B!
o R bel(kR)ber (kR) — ber(kR) - bei(kR)
R i 3 ber’(kR) + bei’(kR) ;
FyR) = R Dbei(kR) - - bei'(kR) + ber(kR) - ber'(kR)
S ber’(kR) + bei’(kR)

Wydatek (8.4) musi si¢ rtéwnaé¢ wydatkowi (8.1). Otrzymujemy wéw-
czas zwiazki
& 8vQ Quw
8.5 A= A = .
s R 2r - /F&(R) + F2(R)
okreslajace gradient ciénienia (8.2) w zaleznoéci od wydatku (8.1). Ges-
toéé energii dysypowanej w odniesieniu do jednostki dlugoéci naczynia i
jednostki czasu okreéla nastepujaca zaleznos¢:
F,(R)sinwt + F.(R) cos wt) 2
VF§(R) + FX(R)

(SUQ " Qw cos wt )
"R T 2n JFI(R) + FAB))

(8.6) a=¥.Q=p.Q(1+
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' Usredniajac po czasie funkcje opisywang zaleznoscia (8.6) otrzymu-
jemy wyrazenie

= PQ2 8 w F.(R)
(8.7) i (ﬁ pV/ F2(R) + FE(R))

okreslajace érednie w cyklu straty energii przeplywu, przypadajace na
jednostke diugoéci naczyn wchodzacych w sklad badanego rozgalezienia
cylindrycznego (rys.1). Potraktujmy rozgalezienie cylindryczne jako
wielosegmentowe rozgalezienie plaskie. Za funkcje celu przyjmijmy straty
energii. Gestoéci skladowych funkcji celu okreslaja zwiazki (8.7). Pod-
stawiajac (8.7) do (4.4), (4.6) i (4.7) otrzymujemy:

n S(R)- Q3 s n S(R)-QF . _
(8.8) ,g)———R;‘ cosa; = 0, ,-Z% iz sina; =0,

n ) . 02
(8.9) ¢ 2 E(Rl'_g“—% cosa; = 0, ¢ = const,

i=0 i .
R O —S—(R%Q—Osin a; = 0, 'r = const,

i=0 i

S(R) =1+ wR? F.(R)

320 F%R)+ FX(R)

Zaleznosci (8.8), (8.9), (8.10) okreslaja warunki, jakie konfigura-
cje rozgalezienia cylindrycznego musi spelnia¢, aby by¢ konfiguracja
optymalna dla pulsujacego przeplywu cieczy niutonowskiej. Warunki
(8.8), (8.9), (8.10) dotycza kolejno minimum bezwzglednego, minimum
wzdhuz kierunku segmentu gléwnego, minimum wzdiuz kierunku prosto-
padlego do kierunku gléwnego. Ze wzoréw (8.8) - (8.10) wynika, Ze opty-
malne katy rozgalezienia cylindrycznego zaleza w przypadku przeptywu
pulsujacego od czterech parametréw: od promieni cylindréw, wydatkéw,
lepkoéci kinematycznej oraz od czestosci pulsacji. Nalezy zauwazy¢, ze
dla czestoéci pulsacji w = 0 warunki (8.8) - (8.10) przyjmuja postac
zwiazkéw (7.5) - (7.7) obowiazujacych dla przeplywéw ustalonych. W
- technice nie wystepuja badZz wystepuja bardzo rzadko sieci rurociagowe,
w ktérych ciecz pulsowalaby harmonicznie. Do nich, na przyklad, nalezg
uklady krwionoéne. Interesujace wydaje si¢ sprawdzenie, czy rozgale-
zienia ukladéw krwionoénych sa optymalne z punktu widzenia zwigzkow
(8.8) - (8.10). Temat ten podejmuje praca [13], bedaca kolejnym przykia-
dem praktycznych zastosowarni wieloelementowych rozgalezien plaskich.
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9. CALKOWITA POWIERZCHNIA, OBJETOSC ORAZ NAPREZENIA
STYCZNE JAKO FUNKCJE CELU DLA KONFIGURACII
ROZGALEZIEN CYLINDRYCZNYCH

Schemat wielosegmentowego polaczenia cylindrycznego przedstawia
rysunek 1. Przyjmijmy dla tego polaczenia calkowita powierzchnie S,
catkowita objetos¢ V' oraz calkowite naprezenie styczne T jako funkcje
celu. Stad mozemy napisaé

n n 8 "
(9.1) S=2Z7I'R.'l,', Visks ZWR?I.’, Toes %?’1,
i=0 i=0 i
Nalezy zauwazy¢, ze naprezenia styczne (9.1); zostaly wyznaczone
po przyjeciu ustalonego przeplywu Poiseuille’a. Skladowe funkeji celu
wynikajace ze zwiazkéw (9.1) wynosza,

(9.2) a;i=7R;, a;=7R?, a;= si}g—'.
i

Podstawiajac (9.2) do (4.4), (4.6) i (4.7) otrzymamy warunki opty-
malnych konfiguracji minimalizujace calkowita powierzchnie rozgalezienia,
catkowitg objetosé rozgalezienia oraz calkowite naprezenia styczne w roz-
galezieniu.Analize optymalnych konfiguracji rozgalezieri cylindrycznych
ze wzgledu na funkcje celu (9.1) przedstawiaja w odniesieniu do wybra-
nych polaczer naczyn krwionoénych prace [5,14].

—

10. PROSTE PRZYKLADY PRAKTYCZNYCH ZASTOSOWAN
10.1. Niech bedq dane dwa rézne osrodki sqsiadujgce ze sobg

Niech z punktu ), p; zostanie wyslany sygnal $wietlny. Po jakims
czasie T sygnal ten dotrze do punktu r9,p2 (rys.4). Zakladamy, ze
predkosci $wiatla w osrodkach 1 i 2 sa rézne i wynosza odpowiednio v;
1 vy. Nalezy zauwazy¢ (rys.4), ze droga $wiatla wraz z granica miedzy
ofrodkami tworza tréjelementowe rozgalezienie plaskie, dla ktérego funkcja,
celu jest czas T'. Stad skladowe funkcje celu wynosza
(10.1) Gl) =0, Gil) =L, Gy(ly) =

b
v’ Vo'
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ANNNNNNNNNNNNNNNNN NS ANNNNNNAAN NANNN ™~ Sy
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Rys. 4. Droga sygnalu éwietlnego

Gestoéci skladowych funkcji celu réwnaja si¢ (patrz (4.2))

(10.2) ag = 0, ay = l, as = l
(44 (%)
Podstawiajac (10.2) do (4.6) oraz korzystajac z (5.1), (5.2) i z faktu,
ze ¢ = 0 otrzymujemy nastepujacy uklad réwnan:

cosQ) @ Cos«
+——2=0,
vy Up)
T2 8in g r18in @y
10.3 T9 COS ———— = T11CO0S
(10.3) 2 COS (1 + - 1cos 1 + v

B Sy (1'1 s%n ®1 4 T9 sin <p2)
V1 SIn &y V9 S1N (g
okreslajacy poszukiwany czas T'.

10.2. Niech bedzie dane piecioelementowe symetryczne rozgalezienie
elektryczne dostarczajgce prad z punktu o wspotrzednych 0,0 do

P“nktéw (7',’, —<P:'), (7'2, _‘pZ)s (1‘2, ‘P2)1 (1'1, ‘Pl) (Ty8.5)

Zalézmy, ze przewdd I, ma niewielka opornos¢ wlasciwa p,.

Pozostale przewody maja opornosc znacznie wieksza, réwa p. Nalezy
wykonac¢ polaczenie w taki sposéb, aby straty energii byly minimalne.
Oznacza to przyjecie za funkcje celu strat energii. Stad skladowe funkcje
celu réwnaja sie

Go(lo) = 4poi® -1y, Gi(lh) = pi’hy,

(10.4) Gz(lg) = pi212, G3(13)=p'i2l3,
G4(l4) = pi214.
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00

Rys. 5. Schemat symetrycznego rozgalezienia elektrycznego

Z (10.4) wynikaja nastepujace gestosci funkcji celu (patrz (4.2)):

2

a0=4p02-2, a) = pr, a2=pi2’ .

(10.5) >

oA i} 1222
az = pr7, a4 = pr7,

Zgodnie z zalozeniem o symetrii rozgalezienia mamy

(106) o] = —04, 0= —0Qg3.

Podstawiajac (10.5) i (10.6) do (4.4) oraz korzystajac z (5.1) otrzy-
mujemy nastepujacy uklad réwnan:

8
TOS (1 + COs g = ﬂ,
P .
79 sin g 71810 ¢y
(10.7) T9COS 3 + T, =rycosp; + ———t—g—a—:-e—,

i sin P1
T =T COS —
P11+ -
okreslajacy optymalna konfiguracje rozwazanego rozgalezienia, zapew-
niajaca minimalne straty energii.
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10.3. Niech bedq dane dwie rury o promieniach odpowiednio Ry, p; 1
R2, P2

Rys. 6. Schemat rozgalezienia rur

Rury te nalezy przylaczyé do rury centralnej o promieniach Ry, po w
taki sposéb, aby ciezar powstalego rozgalezienia (rys.6) byl minimalny.
Niech ciezary wlaéciwe materialéw, z ktérych zbudowane sa rury, sa
réwne sg, 81,89. W tym zadaniu funkcja celu jest cigzar rozgalezienia.
Stad skladowe funkcji celu wynosza

Go(lo) = Som(R§— py)lo,
(10.8) Gi(h) = Sin(R} - p)l,
Ga(ls) = Som(R}— p3)la.

Gestosci skladowych funkcji celu réwnaja si¢ (patrz (4.2))

(10.9) ag = Sor(R} — p5), a1=Sim(R} - p}), az = Sem(R] - p3).
Podstawiajac (10.9) do (6.5) oraz korzystajac z (5.1) otrzymujemy
nastepujacy uklad réwnan:
_ [So(RE = pb)I* + [S1(RE - p})J? — [Sa(RE — p))
20001 (RS — p3)(RE — ) ,
_ [So(BE - p)* + [Sa(B] — p3)) — [Su(RE — p}))?
2p0p2(R§ — pt)(RE — p3) :

COSs (1

COS (/g

rosin(p — ¢g) r1sin(p — ¢1)
10. B 25 AETLTRRE L
(10.10) 73 cos(p—¢2) v r1 cos(p—p1) o

)
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10.10)

rysin(p — 1
[ed] r=rycos(p — 1) — Seh 2ol

tgon

okreélajacy dla badanego rozgalezienia optymalna konfiguracje gwaran-
tujaca minimalny ciezar.

10.4. Niech bedzie dana aorta AB

Sciana aorty s

Przeszczep o’
Tetnica %
__—\ \ A
0

D c

B
Rys. 7. Schemat przeszczepu odchodzacego od aorty

Niech z punktu 0 odchodzi od niej tetnica niedrozna na odcinku
CO. Zalézmy, ze zwezony segment tetnicy zostal wyciety. Z punktu C
nalezy wiec wykonaé przeszczep laczacy tetnice DC' z aorta AB (rys.7).
Zakladamy, ze przeszczep jest prosty. Nalezy wyznaczyC¢ optymalny
kat podejécia przeszczepu do aorty taki, przy ktéorym wypadkowa sila
écinajaca, oddzialywajaca na galezie polaczenia ABCO' osiagnie war-
toé¢ minimalna. W ten sposéb sklonno$¢ do powstawania aterosklerozy
w przeszczepie zostanie zminimalizowana. Funkcja celu jest wiec suma
uérednionych w czasie wypadkowych sit écinajacych, oddzialywajacych
na Scianki badanego rozgalezienia. Zaladajac, ze mamy do czynienia z w
pelni rozwinietymi przeplywami, mozemy skladowe funkcje celu napisac¢
w postaci

8 8 8
(1011) Goll) = 20 1o, Ga(t) = 11, Gall) = H2

Biorac pod uwage, ze
(10.12) Qo=0Q1+Q2



OPTYMALNE KONFIGURACJE WIELOELEMENTOWYCH ROZGALEZIEN 291
gestosci sktadowych funkcji celu réwnaja sie (patrz (4.2))

8u(Q:1 + Q2) 8uQ: 8uQ:
10. =% - F% o - e L]
(10.13) ag B , aj R ay B

gdzie Qo, @1, Q2, Ry, Ry, Ry oraz p oznaczaja wydatki w galeziach, pro-
mienie naczyn oraz wspélczynnik lepkoéci krwi. Podstawiajac (10.13)

do (6.2) otrzymujemy zwiazek
+ &2
-
i

1

(10.14) , cosag =

okresélajacy optymalny kat podejscia przeszczepu do aorty ze wzgledu na
wypadkowa naprezen écinajacych, oddzialywajacych na $cianki naczyn
tworzacych rozgalezienie. Prostych przykladéw ilustrujacych zastoso-
wanie uzyskanych w tej pracy wynikéw mozna podac znacznie wiecej.
Jednak juz te cztery $wiadcza o szerokich mozliwosciach praktycznego
wykorzystania formut (4.4), (4.6), (4.7).

11. UWAGI KONCOWE

W niniejszej pracy zbadano warunki konieczne i dostateczne istnie-
nia minimum funkcji celu okreélonej na wieloelementowym rozgalezieniu
plaskim, o ktérej zalozono, Ze jest prosta suma tak zwanych skltadowych
funkcji celu przyporzadkowanych wylacznie pojedynczym elementom
rozgalezienia. Dodatkowo przyjeto, ze skladowe funkcje celu po prze-
kroczeniu pewnej dlugosci charakterystycznej daja si¢ opisa¢ za pomocs
funkcji liniowej, a takze, ze wszystkie elementy rozgalezienia sa wigksze
od dlugosci charakterystycznych.

W tych warunkach uzyskano:

1. Funkcja celu osiaga bezwzgledne minimum dla katéw rozgalezienia
plaskiego, spelniajacych zwiazek (4.4)

2. Jesli katy rozgalezienia spelniaja zwiazek (4.6) , to funkcja celu
osiaga minimum wzdtuz kierunku, od ktérego odmierzane sa katy
rozgalezienia
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Spelnienie zaleznosci (4.7) oznacza osiaganie przez funkcje celu mi-
nimum wzdluz kierunku prostopadlego do kierunku, od ktérego sa
odmierzane katy rozgalezienia plaskiego. Problemy rozwiazane w
punktach 7, 8, 9, a takze proste zadania przedstawione w punk-
cie 10 wskazuja na szerokie mozliwoéci zastosowania formul (4.4),
(4.6), (4.7). Z jednej strony, formuly te mozna stosowaé do opty-
malizacji ré6znego rodzaju polaczen stosowanych w technice, jak na
przyklad sieci rurociagowe (patrz p. 7, 9), sieci elektryczne (patrz
p. 10.2), rozgalezienia chirurgiczne (patrz p. 10.4) i inne, jak réw-
niez prébowaé poszukiwaé funkcji celu odpowiedzialnych za kon-
kretne konfiguracje rozgalezien naturalnych spotykanych w przy-
rodzie (patrz p. 8, 9, 10.1). Warto réwniez zaznaczy¢, ze przed-
stawione w p. 7 i 8 wyniki sa oryginalne jesli chodzi o mechanike
plynéw, a w szczegdlnoéci o jej dzial - hydraulike. Wykorzysta-
nie tych wynikéw do prac projektowych nad sieciami rurociagéw
moze przyczyni¢ si¢ do znacznych oszczednosSci energii zuzywanej
do rurociagowego transportu materialéw cieklych, takich jak ropa
naftowa, woda i inne.
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PesowMme

OITHMAJIbHBIE KOH®UT' YPAIIMM MHOT O3JIEMEHTHBIX ITVIOCKHX
PA3BETBJIIEHUH

Ha oCHOBe HEKOTOPHIX IleNeBHIX QYHKIMH NpOBefileH TeOPETHYeCKHH aHANHS ONTH-
MAaTBHBIX YIJIOB JUIS MJIOCKHX pa3sBeTRIeHHM, NpPeCTaBIfIOMHAX 3JeKTPHYeCKHe, TPy6o-
OpoBOMHEIE, XEPYPrHYeCKHe H PyTHe coefHHeHAS. TeopeTHYECKHE Pe3yNbTaTHl MPOHIIO-
CTPHPOBaHL NPAKTHYECKAMH NPHMEepPaMH BRIYHCIEHHH ONTHIMAIBHLIX YIJIOB I HEKOTO-
PHIX pasBeTBJIEHHIA.

SUMMARY

OPTIMUM CONFIGURATION OF MULTIPLE FLAT BIFURCATIONS

The theoretical analysis of optimum branching angles based on minimizing the cost func-
tion has been carried out for multiple flat bifurcations representing electrical, pipeline, surgical
and other junctions. A few examples of practical calculations of optimum branching angles
have been presented.

POLSKA AKADEMIA NAUK
INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 28 kwietnia 1989 r.
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