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NUMERYCZNA ANALIZA STANOW ;
POBIFURKACYJNYCH UKLADOW Z MATERIALOW
PODLEGAJACYCH OSLABIENIU

TOMASZ LODY GO W SKI (POZNAN)

W pracy przedstawiono niektére aspekty numerycznej analizy ukladéw podlegajacych
oslabieniu. Przedstawiono dwie propozycje: 1) w jaki sposéb dokonaé wyboru éciezki po-
bifurkacyjnej oraz 2) jak ustabilizowaé proces iteracji stanéw réwnowagi. Dyskutowane pro-
blemy wynikaja z faktéw niejednoznacznoéci rozwigzafi w stanach pobifurkacyjnych oraz z
osiagania stanéw réwnowagi w punktach stacjonarnych, niekoniecznie w minimach lokalnych
funkcjonaléw energetycznych. Przedstawiona koncepcja prowadzi do wyznaczenia jednej z
mozliwych §ciezek pobifurkacyjnych. Polega ona na wymuszeniu formy pobifurkacyjnej, od-
powiadajacej najmniejszej wartosci wlasnej macierzy sztywnds'ci. Opracowana procedura nu-
meryczna jest zalaczana z chwilg pojawienia si¢ ujemnych wyrazé6w w diagonalnej macierzy
D, z rozkladu Choleskiego macierzy sztywnoéci K = LTDL. Koncepcja stabilizacji procesu
iteracyjnego polega na uzyciu macierzy przesuniecia wyprowadzonej na podstawie przyjecia
zmodyfikowanej postaci funkcjonalu calkowitej energii potencjalnej. Zamieszczone w pracy
jednowymiarowe przyktady numeryczne shuza przedstawieniu trudnoéci numerycznych i efek-

tywnoéci proponowanych rozwiazan.

1. WsTEP

Liczne badania eksperymentalne wykazuja, Ze zniszczenie probek z
niektérych materialéw spowodowane jest powstawaniem wielkiej liczby
mikropeknieé. Zwykle mikropekniecia te maja tendencje do lokalizo-
wania si¢ w pewnym charakterystycznym obszarze. Kierunki propaga-
cji tych mikrorys najcze$ciej maja charakter losowy i koncentruja sig
w miejscach o oslabionej strukturze; stad mozna méwi¢ o lokalnym
oslabieniu si¢ materialu. Zjawisko oslabienia materialowego jest typowe
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dla takich materialéw, jak: beton, skala, niektére typy gruntéw, 16d,
asfalt, kompozyty ceramiczne czy betony zbrojone (np. druto-beton, ze-
lbet). Oslabienie materialu opisywane jest w przestrzeni o — e w postaci
funkcji, ktéra po osiagnieciu maksimum intensywnosci naprezen Omax,
wykazuje nadal znaczne przyrosty odksztalcen e. Méwimy, ze mamy do
czynienia z materialem podlegajacym ostabieniu gdy zachodzi, [19]:
(1.1) oij€ij <0,
gdzie przez ”.” oznaczono pochodna wzgledem czasu.

Zaleznoé¢ fizyczna w zlinearyzowanej formie przyrostowej ma postac
zwiazku
(1.2) 0ij = Cijki€rl,
w ktérym C;ji oznacza skladowe tensora (czwartego rzedu) sztywnosci
stycznej. Z prostego podstawienia (1.2) do (1.1) wynika, ze

(1.3) Cijuigijen < 0,

czyli sztywno$¢ styczna Cjji przestaje by¢ dodatnio okreslona.

Przyjmowanie zwigzku konstytutywnego w postaci spelniajacej za-
leznoéé (1.3) powoduje czestokro¢ dyskusje, czy materialy moga w ogéle
wykazywaé wlasnoéci ostabiania sie. Rzeczywiscie, gdy analizuje si¢ za-
chowanie infinitezymalnie malego otoczenia punktu materialnego, mozna
doj$é do wniosku, iz to co obserwujemy jest wynikiem niewiele odbie-
gajacym od liniowego prawa konstytutywnego i skomplikowanej kine-
matyki zwiazanej z procesem niszczenia. To przekonanie potwierdzié
moga réwniez wyniki analiz, np. badan mikroskopowych materii. Z
drugiej jednak strony, z punktu widzenia inzynierskiego, interesujace sa
wlasnoéci materialu opisywane w skali makro. I tutaj wyniki ekspe-
rymentéw, przytoczonych np. w [9], jednoznacznie wskazuja na przy-
datnoéé opisu wykazujacego oslabienie. Miedzy innymi badania betonu
wykazaly, iz zaréwno w stanach $ciskania jak i rozciagania material ten
wykazuje oslabienie.

Nalezy zauwazyé, ze obserwowany w eksperymentach spadek napre-
zen zalezy od przyjecia baz pomiarowych stosowanych tensometréw.
Tak wyznaczony zwiazek konstytutywny nie ma charakteru obiektyw-
nego i nie dotyczy analizy ciala w punkcie, lecz raczej jest usrednieniem
odniesionym do pewnej skoriczonej objetosci. Mimo tych niedogodno-
éci, przyjmowanie zaleznosci fizycznej otrzymanej na drodze homoge-
nizacji w postaci zwiazku wyrazajacego ostabienie, moze prowadzi¢ do
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prawidlowej oceny zachowania si¢ konstrukcji. Motywacje do akceptacji
takiego wlaénie zwiazku fizycznego wspiera réwniez mozliwos¢ wykorzy-
stania wielu wyrafinowanych kodéw numerycznych, opierajacych si¢ na
technice elementéw skonczonych. Trzeba jednak wiedzie¢, ze przyjecie
do analizy zaleznosci fizycznej z ujemnie okreslonymi wspélczynnikami
tensora C;;i staje si¢ przyczyna okreslonych trudnosci numerycznych.
Wymienmy kilka podstawowych probleméw.

1. Wobec niejednoznacznosci rozwiazan, po osiagnieciu stanu bifur-
kacji, nalezy podjaé¢ decyzje o wyborze jednej z mozliwych Sciezek
réwnowagi. Problem jednoznacznosci byt dyskutowany w pracy
[19], a kryteria pozwalajace na dokonanie wyboru $ciezki przed-
stawiono miedzy innymi w pracach [2,4,10].

2. W okolicach punktu bifurkacji, a takze w stanach pokrytycznych
czesto wystepuje staba zbiezno$¢ procedur iteracyjnych. Nalezy
wiec zaproponowaé, w jaki spos6b dokonaé stabilizacji procesu
iteracyjnego oraz o ile to mozliwe, jak go przyspieszy¢.

3. Znana jest wrazliwo$¢ koricowych rezultatéw na przyjeta siatke
elementéw [3,5,12,16]. Stad potrzeba takiego sformulowania ele-
ment6éw skonficzonych, ktére ograniczaloby lub eliminowalo te nie-
dogodnosé.

W niniejszej pracy skoncentrujemy sie¢ giéwnie na problemach nu-
merycznych zwiazanych z wyborem $ciezki pobifurkacyjnej oraz zapew-
nieniem stabilnoéci i przyspieszeniem zbieznosci stosowanych procedur
iteracyjnych.

Rozwiazywane problemy o charakterze statycznym sa fizycznie nie-
liniowe. Sterowanie procesem przyrostowym, ze wzgledu na mozliwosc
wystepowania zjawiska przeskoku zaréwno przy monotonicznym wzro-
$cie wektora sit Ap, jak i przy zwiekszaniu wartosci jednej ze skladowych
wektora przemieszczenn d;, odbywa si¢ za pomocs techniki parametru
tuku. Sposéb ten, zaproponowany na poczatku lat siedemdziesiatych w
pracach RIKSA i WEMPNERA [18,20] i rozwiniety przez CRISFIELDA i
RaMMA [6 i 17], byl juz stosowany do analizy konstrukcji oslabiajacych
sie, np. w pracach [5 i 11].
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2. NIEJEDNOZNACZNOSC ROZWIAZAN

Formulujac model matematyczny jakiegokolwiek procesu fizycznego
prébujemy odpowiedzie¢ na nastepujace fundamentalne pytania: czy
rozwigzanie istnieje i czy jest jednoznaczne. Dla rozwazanych proble-
méw, po przyjeciu zaleznoéci konstytutywnej w postaci spelniajacej (1.3),
nie mozna wykaza¢ w ogélny sposéb, ze rozwiazanie jest jednoznaczne.
Wrecz przeciwnie, na prostych przykladach da sie zinterpretowaé na
czym polega niejednoznacznoé¢ otrzymywanych rozwiazan.
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Rys. 1. Schemat obciazenia preta podlegajacego oslabieniu. Dyskretyzacja ukladu i przyjete
prawo fizyczne dla kazdego elementu

WeZmy na przyklad prosty uklad (Rys.1), skladajacy sie z trzech
polaczonych ze soba szeregowo pretéw i obciazony sila AP na obu koti-
cach. Przyjmijmy prawo konstytutywne dla kazdego z tych elementéw w
postaci zaleznosci odcinkowo liniowej (Rys.1). Globalny obraz zachowa-
nia si¢ konstrukcji przedstawiono na rysunku 2 w przestrzeni jednopa-
rametrowego obciazenia AP i przemieszczenia d3 (calkowite wydluzenie
preta). Aby uprosci¢ ilustracje zjawiska niejednoznacznoéci przyjeto:
modut sprezystosci E = 10,0 jedn. naprezeri, modul ostabienia E, =
—10,0 jedn. naprezen, odksztalcenie dla maksimum naprezes e, =
0,01 oraz dtugos¢ kazdego z elementéw ! = 100,0 jedn. dlugosci. Jak
latwo zauwazy¢, po osiagnieciu obciazenia A = 1,0 (punkt bifurka-
cji), mozliwe jest osiaganie stanéw stacjonarnych na kilku $ciezkach.
Najwyzej polozona $ciezka (1.3) przyjmuje, ze we wszystkich elemen-
tach konstrukcji nastepuje oslabienie, podczas gdy najnizej polozona
(1.1) jest zwiazana z wystapieniem ostabienia tylko w jednym elemencie
(bez znaczenia, w ktérym). Stan réwnowagi moze byé osiagany takze
w procesie odciazania wszystkich elementéw ukladu. Wéwczas proces
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Rys. 2. Obraz pobifurkacyjnego (niejednoznacznego) zachowania sig konstrukcji podlegajacej
. oslabieniu

obciazania i odciazania przebiegalby po tej samej sciezce. Obserwujemy
wiec typowa, niejednoznacznosé zachowania sie ukladu.

Zauwazmy, ze bez wzgledu na to, czy sterowanie procesem przy-
rostowym odbywa sie za pomoca zmian mnoznika obciazenia A\, czy
tez sterowaé bedziemy przyrostami przemieszczenia Ads; natrafimy na
podobne trudnosci z wyborem Sciezki pobifurkacyjnej. I w tym drugim
przypadku dla przyjetego przemieszczenia d3 mamy réwniez mnogosé
mozliwych stanéw stacjonarnych. _

Z punktu widzenia zapisu macierzowego, wlasciwego przyjetej tech-
nice numerycznej w punkcie bifurkacji, dla ustalonego poziomu przy-
rostu obciazenia AAP, mozliwe sa przynajmniej dwa stany przyrostéw
przemieszczen ukladu Ad, przy tej samej macierzy sztywnosci K. Ozna-
cza to, ze

KAd, = AP,
(2.1)

KAd, = A)NP,
czyli
(2.2) K(Ad; — Ad;) = 0.

Poszukiwanie rozwazania nietrywialnego pociaga za sobg spelnienie
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warunku, by detK = 0. W przypadku analizy ukladu, z materialu
ostabiajacego si¢ odmiennie niz w klasycznej analizie punktéw bifurkacji
wystepujacych w zagadnieniach statecznoéci, zwykle mamy do czynienia
z wieloma éciezkami pobifurkacyjnymi i nalezy sformulowaé kryterium
wyboru jednej z nich (p. 4).

3. FUNKCIJONAL CALKOWITEJ ENERGII POTENCJALNEJ

Powszechnie znany jest wypukly ksztalt funkcjonalu calkowitej ener-
gii potencjalnej IT dla uktadéw sprezystych wykazujacych wzmocnienie.
Przez chwile zatrzymajmy uwage na problemie przedstawienia ksztaltu
powierzchni II dla specyficznego modelu materialu wykazujacego osta-
bienie, niezaleznego od historii obciagzenia. Wybdr takiego wlasnie ma-
terialu podyktowany jest mozliwo$cia latwego sformulowania wyrazen
opisujacych np. energie sprezysta elementéw ukladu. Przyjmijmy, ze
bedziemy rozwazac przypadki jednowymiarowe. Dla kazdego z elemen-
tow ukladu przyjmijmy prawo konstytutywne w nastepujacej postaci:

o = B dla € < &,

(3.1)
0 = E;+ (E— E;)g dla € > g,

gdzie E 1 E; oznaczaja, modulg' sprezystosci i oslabienia. Energie od-

ksztalcenia elementu U°¢ = ‘{, ({ odedV, gdzie V, oznacza objetosc ele-

mentu, mozna wyrazi¢ w postaci

(3.2); U*® = 3FAle? dla € < &,

(3.2);, Ue = [%E‘,e2 + (E — Ey)eeg — 3(E — E,)e%] Al dla € > g,

A il oznaczaja pole powierzchni przekroju elementu i jego dtugosé.
Funkcjonat calkowitej energii potencjalnej IT ukladu sktadajacego sie

z N elementéw wyrazony jest w postaci

(3.3) I=35U-W,

gdzie dla jednoparametrowego obciazenia praca sit zewnetrznych wynosi
W = APTd, P jest poréwnawczym wektorem sil dzialajacych w wezlach,
d oznacza wektor przemieszczeri wezléw ukladu, T za$ jest symbolem
transpozycji macierzy.
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Rys. 3. Linie ekwipotencjalne funkcjonatu catkowitej energii potencjalnej uktadu
dwuelementowego w przestrzeni skladowych wektora przemieszczei d; — dz

Rozpatrzmy przypadek preta dwuelementowego, dla ktérego dane o
wartoéciach moduléw sprezystosci i oslabienia oraz dlugosciach elemen-
téw i granicach odksztalcen ¢, przyjeto jak w przykladzie poprzednim
(dyskusja niejednoznacznoéci). Na rys.3 za pomoca linii ekwipotencjal-
nych przedstawiono ksztalt powierzchni funkcjonalu II w przestrzeni
sktadowych wektora przemieszczen d = [d,d]”, dla poziomu obciazenia
A = 0,95 (bifurkacja wystepuje dla A = 1,0). Wida¢, ze powierzchnia ta
nie jest jednowypukla.Latwo mozna zidentyfikowaé polozenie punktéw
stacjonarnych funkcjonalu. Mozna zauwazy¢, ze jedyny punkt lokalnego
minimum odpowiada sytuacji, gdy mamy do czynienia z wystapieniem
stanu sprezystego w obu elementach uktadu. We wszystkich innych
okolicznoéciach wystapienia stanéw pobifurkacyjnych (lokalizacja od-
ksztalceti w jednym badZ obu elementach) spelnienie réwnan réwno-
wagi ukladu wystepuje w punkcie lokalnego maksimum, badZ w punkcie
siodlowym funkcjonatu I7.

Rysunek 4 przedstawia obraz izolinii, dla ukladu tréjelementowego
d = [dy,d, d3)7, po przyjeciu poziomu obciazenia A = 0,95 oraz zalozeniu
catkowitego wydluzenia preta dy = 2,8 oraz d3 = 3,2. Osiagane stany
réwnowagi nie maja wiec charakteru stabilnego. Wnioskujemy z tego i
potwierdzaja to takze doéwiadczenia numeryczne, ze osiagniecie stanéw






