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1. ISTOTA ZAGADNIENIA

Mechanike budowli mozna oprzeé — poza prawem Hooke’a lub
innym zatozeniem zastepujacym to prawo — na jednej z dwéch podsta-
wowych zasad mechantki ogdlnej — na zasadzie prac wirtualnych lub na
regule rownolegtoboku sil.

Pierwszej z tych zasad brak niewatpliwie sug*e'stywnosm cechuje ja
za to catkowita ogélnosé, druga natomiast jest bardzo przekonywajsca
swojg prostota, przejrzystoscig i oczywistodeia, 0golnoesé jej jest jednak
mniej wyrazna. Aby uznaé regule réwnolegtoboku sil za mozliwy punkt
wyjscia wszystkich poczynan mechaniki budowli, nalezy zdaé¢ sobie sprawe
z tego, ze na réwnolegioboku il oparta jest teoria wieloboku sznurowego,
z kibrej wywodza sie z kolei wszystkie nieomal wehodzace tu w gre twier-
dzemia mechaniki cial sztywnych, a wiee reguta momentéw, réwnanie.
krzywej szonurowej itd.

Zasada prac wirtualnych prowadzi b-ezpoéme-driaha_ do metod analitycz-
nych, reguta réwnolegtoboku sit — do geometrycznych sposob6w obliczes.
W dalszym rozwoju metod mechaniki budowl podobny podzial staje sie-
juz mmiej wyrazny. , '

Celem minlejszej pracy jest wykazaé, w jaki sposéb gléwne zadania
mechaniki budowli moga byé rozwigzywane za pomoca metod wywodza-
cych sie z reguly réwnolegtoboku sik

W ukladach pretowych w znaczinie wickszym stopniu niz w ukladach
petnych wystepujg réinice w stosowaniu metod opartych na zasadzie prac
wirtualnych i w stosowaniu geometrycznych sposobéw badania konstruk-
¢ji. Stad w pracy niniejszej omawiane sg wlagnie konstrukeje pretowe.

Sposrad nczjm:n—ikéw obliczeniowych dotyczacych konstruleji wykona-
nych z materiatéw sprezystych gltéwne miejsce w mechanice budowli zaj-
mujq obliczenia odksztalcen i wielko$el statycznie niewyznaczainych.
Totez o mich tu przede wszystkim bedzie mowa. W zwigzku z tym dalej
omoOwione zostana, z jednej stromy, przesuniecia wezldw kratownicy
i odksztaleenia belek i ram, z drugiej za$, wyznaczehie wielliodel nadlicz
bowych w belkach i ramach. Wyznaczenie wielkosei nadliczbowych w kra-
townicach nie jest poruszane wobec tego, ze odbywa sie ono czesto na pod-
stawie wzoru M ax‘w'ella i Mohra, do kiérego w ten sam sposéb
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oprowadza traktowanie zagadnien mechaniki budowli z punktu widzenia
wly prac wirtualnych, jak i z punktu widzenia reguty rownolegloboku
rzedstawione jest tu natomiast zastosowanie wynikéw otrzymanych
. przy badaniu odksztalcen kratownic do wyprowadzenia réwnan energii
- sprezystej uzywanych w mechanice budowli,
Rozprawa mniniejsza oparta jest w znacznym stopniu mna nastepujacych
publikacjach autora: ' '
(1) Geometryczne uzasadnienie wzoru na przesuniecia wezléw kra-
townic, Przeglad Techniczny, Warszawa 1930,
- (2) Obliczenie ramownicy czteroprzestowej o koficach przesuwnych,
Przeglgd Techniczny, Warszawa 1930, . .
(3) Rozwigzanie ramy wielobocznej przy zastosowoniu réwnah réini-
© cowych, Czasopismo Techniczne, Lwow 1932,
(4) O zastosowaniu teorii kraty do wyprowadzenia réwnas energii
sprezystej, Lwow 1932, :
(5) W sprawie wyznaczania ugie¢ wspornike sposobem momentéw
wtdrnych, Prace Warsz. Tow. Pol., 1933, o
(6) Zagadnienie zmiennosci przekrojow w konstrukcjach zelbetowych,
Cement, Warszawa 1933. : o
Przed zastosowaniem tych publikacji do dalszych wywodéw zostaly
one zanalizowane z punktu widzenia dzisiejszych potrzeb budownictwa.

T URLADY PRETOW ROZCIAGANO-SCISKANYCH

1. Uzasadnienie wzoru Maxwella i Mohra dla kratownic

Przesuniecia wezléw kratownic przegubowych znajdujacych sie pod
dziataniem pewnych sil zewmetrznych bywaja wyznaczane bhadz bezpo-
Srednio jednym ze. sposobéw wykreslnych (najczesciej sposobem Wil-
liota), badz tez ze wzoru Maxwella i Mohra

o SZ1 _
Unz:ZEz{"t - . (1) ’

1

“w Kt6rym v oznacza przesuniecie wezla m w pewnym kierunku, § sity
w poszezegolnych pretach kratownicy, Z sily, ktére dzialalyby w tych
pretach, gdyby w wezle m byla zaczepiona sila réowna 1 i majgca kieru-
nek przesuniecia v, wreszcie EA iloczyn wspdlczynnika sprezystodel przez
pole przekroju preta i ! dlugosé preta: Suma dotyczy wszystkich pretow
kratowniey. : ‘ :

Wzér (1) zostanie nizej uzasadniony na podstawie rozwazafi o charak-
terze geometrycznym. Ogdlny bieg postepowania bedzie hastepujacy.
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Zakladamy, ze jeden tylko z pretéow kr'atowmcy (pret i j} ulegl zmianie
diugosci, i twierdzimy, ze wéwezas przesuniecie wezla m wyraza sie
WzZOTeln
_ V= Zy A, (2)
gdzie przez Aly oznaczamy przyrost dlugosci preta ij nie robige przy tym
zadnych zalozen co do natury tego przyrostu. )
Przyimujemy taki uklad wspdlrzednych, aby jedna z osi byla réwno-
legla do poszukiwanego przesuniecia v, i ustawiamy dwa nastepujace
vkiady rownan liniowych: ukilad réwnan
fio{dx, Ay ..} =
fzs(dw; Ay3';):0r . (3)
wyrazajgcy zaleznosé mie:dzy przyrostami wspdtrzednych wezldw kratownicy,
obejmujacych poszczegblne prety 12, 23 itd., oraz uklad
F1 (Zi1a, Zoy w)==0,
Fy(Zoy, Zog ) =0, @
wyrazajacy warunki rownowagi poszezegélnych wezlow,
Rozwigzujge uklad réwnan (3) wzgledem wvn, réwnego w przyjetym

ukladzie wspélrzednych jednemu z przyrostéw Az lub Ay, oraz rozwig-

zujac uklad (4) wzgledem silty Zy; dzialajgcej w precie ij znajdujemy
z dyskusji obu rozwigzan, 7e ‘
v
Aty

= Zi czyli  Vm=—Zy Al . (5)

Poniewaz zmiana dhugoSei kazdego z preléw kratownicy wywola po-
dobne przesuniecie wezla m, dochodzimy do wzoru

DV — 2 Z Z” (6)
1 .

lub przyjmujae, ze wydiuzenia Al sg to wydluzenia sprezyste kratownicy

réwne Al=SI/EA, do wzoru (1),

Przystepujage do. obliczei zaﬁwaz':amy przede wszystkim, ze zaleznosé
miedzy wspdlrzednymi wezldw kratowmcy a dlugodeiy preta wyraza sig
znanym wzorem geomelrii

. Uy = (s — ) + (y: — yj) {n
lub tez wzorem ‘
fo == (@i — 2+ (yi— 9P —1;=0. (8)

5




ne’ céasfkowe fuhkcyj fi; wzgledem wspolrzednych przybieraja

05y 0fy _ oo
55-— 2(-131 x})) a.’,t'j _ 2 (-‘L’; x])r
o o5 - (9)
i N I e 9 — s
ayi‘ 2 (ya yJ) y dy_,' 2 (yi yi) .

Wyznaczagqc przyrost Al; z réwnania {7) i pomijajac wyrazy 2 rzedu
dochodzimy do réwnania

) lfjdlgji(xj—xj)ﬂx;——{xf—x‘j)ﬂqu‘" (10)
+Wi—y) Ay — (Y —y) Ay,

- Po uwzglednieniu zaleznosci (9) otrzymujemy

gf”/t +%f£4|;+df”d +dﬁf,}% 2y Al (11)

Llczba rownan typu {11) réwna sie liczbie pretow kratownicy r, ktéra
wynosi dla kratownicy statycznie wyznaczalnej o k weziach 2k-—3. Licgba
niewiadomych przyrostébw wspOlrzednych wynosi réwniez 2 k-—3, gdyz
wprawdzie catkowita liczba przyrostéw réwna sie podwoinej liczhie wezldw,
jednak dwa przyrosty odpowiadajace przegubowo-nieprzesuwnej podporze
kratownicy 1 jeden odpowiadajacy jej podporze  przegubowo- -przesuwne]
rowne s§ stale 0 niezaleznie od ukladu wspdlrzednych.

Aby méc korzystaé przy dysku-
towaniu réwnan {11) z ogolne] teorii
réwnan liniowych, nadajemy im po-
sta¢ ogdlng. W tym celu wprowadza-
my do kazdego z nich wszystkie nie-
wiadome przyrosty Axi, Ay, Ax;, dy;
oznaczajac je niezaleznie od ich kie-
runku przez Az z odpowiednim nume-

% rem porzadkowym I, I1,..., %, ...,r, przy
czym z z wilaSciwym znaczkiem wy-

raza¢ bedzie wspélrzedne x;, yi, ay, v/ -

bdp{_)wiednich weztow, tzn. Ze np. prresuniecie Az, odpowiadaé bedzie
wspblrzednej z, {rys. 1). ' '
Wspdlczynnikami przy niewiadomyeh Az, przeksztalconych w ten spo-
30b réwnan beda pochodne @f,,/dzﬂ, kiore, jak to wynika ze wzoréw (9),
bedy rézne od zera jedynie dla przyrostow Az wspolrzednych weztdw i 1]
obe}mmacych dany pret ij.
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Mozemy wiec nadaé rownaniom (11} postaé

Ofy 4z Ofy Azu iy Az Ofiy Az
dZ[ 21;] azH 211}+ _i_ 02,‘ 21:] I— + az;- 2111

Przypuéémy w dalszym ciagu, Ze do poszezegdlnych wezléw ¢ kratownicy
" gaczepione zostaty sily z’ewngtrzne Pic 1 Py skierowane rownolegle do
o0si wspotrzednych i wywolujace -w pretach ; sity Sy {rys. 1).

= Al (12)

7 warunkéw rownowagi wezla i otrzymamy w fen sposéb réwnania
Pix + 2 85— 0,
“Piy 4 2 85y, =0, }
_gdzle symbol Sy ze znaczkiem z, y lub ogdlnie z wyraza rzut sity dzia-
lajacej w danym precie na kierunek jednej z osi wspblrzednych, a sumy

dotycza sit we wszystkich pretach Sy zbiegajacych sie w danym wezle 1.
Majge na widoku zaleinoém )

(13)

— X
1” ’

Sijy = Sy Clam (14)

SU\ —"Stj 11‘]’

jako rezultaty rzutowania sit S na osi wspdlrzednych oraz rozwazania przy-
toczone przy wyprowadzeniu réwnania (12), nadajemy réwnaniom (13) postac

O fe Siy , OFas Sas 0fy Sy
Tz 2y T 0z 2l T Tz 2 T | (19)
' afr——Ll Sr—l,r o
T +7(372: 2lr—1,r —PZ’

gdzie symbol P; oznacza sile zewnetrzna majacg kierunek przesunigcia
& v, = Az, 1 zaczepiong do wegla, ktéry tego przesuniecia doznal.
4. Liczba’ réwnan typu (15) réwna sig tak samo, jak liczba réwnan typu
: {12} liczbie r pretéw kratownicy.

Przysiepujac do rozwigzania ukladu (12} r réwnah z r mewmdomyrm
Ctypu A z./21y oraz ukladu (15) r réwnan z r niewiadomymi typu Sif2 by
wprowadzamy nastepujace symbole dla wyznacznikéw tych rownan:

- Ofi _Q_Jc_l_a_ 0 0fs
dz; dzy Jz. Oz
afzs afza a]cas afzs
dz;  Ozp dz‘ dzr
D, — e e e e e s R 7 . | (16)
a]cu af!j df{f 0ft‘f'
aZl az“ dz; azr
a fr——-l, r d ,fr—l,r.l L. a fr——i,r . d fr_1,r
02[ 32H 62/ azr




o Ofn

£ Ofy  a0fr—tr
_aZ]_ azl 021 azl
Ofis Ofy Ofy Oy
Ozg Oz 0 zy d 2z,
0 fro _dfza Ofy  Ofrsr
0z, Oz, 0z, 0z,
df}z afzaﬁ d_‘fg Ofrtr
aZr aZr az.r dz,
O0fin Ofu 0 fro Ar, B 9fu
02_[ C)ZH az?.—-l ) .]2' azn-fl azl
Ofss  0fs ifza Al O Qfﬁ
0z dz 02z, 0241 0z
Diee| t SR
' dfy  Ofy Oy 4y Ofu  Ofy
dz, Oz, 0z, 1 Y0201 0z
a]cr-«i,r afr—-l,r___ afrui,rdl foif 01‘1‘;1 r
dzl azu az;c—i L dzx 11 az]
0fis Cfan afiﬁllj P ﬂiﬂ aﬁr—i r |
Gz[ 0z 0z °° @zl azl
af12 % a_j:i_—lli‘" ugmf_lﬂ L d]cr—lr
dz; 9 zr Ozg 7 Oz 0 2y
Di—] .« oo C e .
6}‘]‘, i_f& af[*l]P afz\l,r“.a_fr—lr
az‘ 0z, 0z 7 dz,: dz,
dflz. afza afl'—ljp afﬂ af:-ir
az; dzr az, # 62r azr

(17}

(18}

(19)

Wobec przyjetych oznaczen otrzymujemy na podstawie teorii réwnan
liniowych rozwigzania nastepujace: -

Azn

21

Sy
20y

D
D.’

iy
Dy

Dy’

(20)

{21}




Rozpatrzmy obecnie ofrzymane rozwigzania w zalozeniu:
(1) Ze w omawianej kratownicy jedynie diugest¢ preta l; ulega zmia-
nie, ze wiec przyrosty A1 dla pozostalych pretéw rdéwne gy zeru,

(2) ze do kratownicy zaczepiona zostala jedna tylko sita rowna 1 i za-
czepiona w kierunku przesuniecia A z.,

(3) ze zmiana diugosci preta l; powstala nie na skutek dzialania
sity 1, lecz: niezaleZznie od niej, w spos6b zreszta zupelnie dowolny. .

W zwigzku z powyzszymi zaloZeniami w wyznaczniku (i8) wszystkie
wyraz{r kolumny zawierajacej przyrosty Al réwne sa zeru z wyjatkiem
wyrazu Al;. Podobnie w wyznaczniku (19) w kolumnie zawierajace]
sity P, jedynie P;=1 rézni si¢ od zZera. Majac to na widoku przesta-
wiamy w wyznaczniku (18) kolumne zawierajaca A1 na miejsce pierwsze,
a w wyznaczniku (19) przestawiamy w ten sam sposéb kolumne zawiera-
jaca sity P.. Tego rodzaju przestawienie wywoluje, jak wiadomo, zmiang
znakéw w wyznacznikach. Otrzymujemy wigc

o 9fu Ofw O Of, . Ofu

0z 0zy  0Ze1 0241 0z,
0 Ofss  Ofo Ofss  0fs 0 fiy
” dz. dzq Oz, 1 02,44 dz
D —(—1) S .. ’ (22)
AL, Ofu Ofy o Ofy  Ofy 0y
Y 621 azu azzvl 0zn+1 6Zr
Oafr—ﬁa }tr—ﬂ_ . afr-u-i,r a Jcrki,r o afr—i,r
6 21 @ Zn 0 Zu—1 a AT | a_Zr
0 9%z Ofum | Ofictj0fisry  Ofrr
0z Oz dz;  dz 0z
o Ofn Ofw  0fi1;0fisny  Of—tr
dz, d 2y dzy dz, dzy _
_ o B (23}
| Ve Ve i 0fia O |
az;; az;; aZz azK, . dzz
o Vi 9fwn  Oficr;0fius;  Ofrir

dz, 0z Oz dz, Oz
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'(z'g)bbli'c'zamy wedlug ogdlnego wzoru

D= Z (— D+1g, A, (2:

fe==1

w ktorym ag ozr_laczé kolejne wyrazy plerwszej kolumny wyznacznik;
An za$ odpowiednie podwyznaczniki, przy czym znak sumy dotyczy wszys
kich wyrazéw pierwsze] kolumny wyznacznika. Mamy wiee

Ofis  0fw  Ofiy Ofy afi

dz 9z 02:1 dzupt Oz
dz dz, 021 02zeq 0z
. o iy Ofiny  Ofiiy 0finy - Ofiay '
Dz o (_; 1) 4 IU TZ[MM 76 Zi1 FZ.‘{.—I FZK [ —d?_ ’ (25
Ofiets Ofisns - Ofiiny 0fiiny  0fira,
0z Oz 02,1 021 0z,
Ofr—1r Ofrmre " Of—1, if’—i-f L Of
02[ d 21 d Zr—1 d Zxd a Zr
Ofis Ofus  0fim1j Ofiiny  Ofru, |
dz 0z 0z oz oz |
Ofin 0w Ofic1y Ofisry; iir:g[
Gz 02y 0z 0z 02y
g Ofie Ofss  Oficay 0fivsy  Ofrus
Dé‘fﬁ (_1) Fz': azz—-l ‘sz—l aszl 6wa1w ’ (26)
Ofa Ofw  Oficry0finny  Ofrs,
0231 0241 02,01 0241 02,41 _
Ofs Ofw | 0fity Ofivr;  Ofis,
0z dz Jdz, Jz.. adz




Poréwnujac ze soba wyznaczniki (16) 1 (17) zauwazamy, ze kolumny
plerwszego z nich odpowiadaja -wierszom druglego i na odwrét, wobec

LZEeg0 .
) D, =D;. o ) (27)
To samo dotyezy wyznacznikdéw (25) 1 (26), czyl ze

o .
Zz DY, 28
Al . (28)
Ogolne rozwigzania (20) 1 (21) ukladéw réwnan (12} 1 (15) przybieraja
. wobec tego posta¢ (tu bedzle Sy =Zy) :

Az Di

co bylo do dowiedzenia. Przejécie od wzoru (31) do wzoru (1) bylo juz
omowione wyzej. :

W wielu przypadkach szezegblnych, majgcych znaczenie praktyczne
dla budowy mostow i budynkéw, latwo mozna uzasadnié wzor (31) row-
niez bez nadawania réwnaniom :
przesuniet oraz réownanicm réw-
nowagi postaci ogolnych (12)
i (15).

Poniewaz wickszosé kra-
townic mostowych sklada sie
7 dwoch paséw 1 kraty, wige
damy tu uzasadnienie wzoru (31)
w przypadku zmiany dlugosei
jednego z pretdbw w pasie kra-
townicy tego rodzaju (rys. 2) _
Przypusémy, 7e skrétu Al doznal pret 34 goérnego pasa 1 ze chodzi
0 wyznaczenie pionowego przesuniecia wezla 8. ' ‘
Zaczepiamy w wezle 8 plonows sile 1 1 wyznaczamy wywolang przez
nig sile Z,, sposobem momentéow (Rittera): '

5

I~

_ My,

Zou=—2, (32)

11

= ’ - 29
21y Dy (29)
Zij D;
= 30
2 ltj A lfj Dz ’ - : ( )
skad mamy . :
. AZZ:TF\”L:ZUAIU, (31)




gdzie M, oznacza moment zginajacy w punkcie 10, a h odleglo$é punktu 10
od preta 34 :

Przyjmujemy na razie, ze pret 1, 11 przylegajacy do podpory nieprze~ ;
suwnej nie ulega obrotowi. W zwiagzku z tym zalozeniem uwazamy Za8. -
nieruchomy roéwniez czesc kratownicy 1, 2, 3, 10, 11, ktére] prety Zadnych '
zmian dlugoéel nie doznaly. : . |

Na skutek skroécenia sie preta 34 o Al czesé kratownicy 4, 5 6,17, 8,
9, 10 dozna obrotu wzgledem punktu 10, przy czym wezel 7 uniesie sig '
nad odpowiednig podpora. Kat tego obrotu wynosi

9tgo=" o (33
wobec czego przesunigeie pi.onow-e‘ wezla 7 hedzie rowne
' ' vy = QT (34)
Jednoczéénie wezed § dozna przesuniecia pionowego
v, =00 o (35)
Poniewaz wezel T w rzegzywistoéci nie moze unies¢ sie¢ nad podporg
i pret 1, 11 ulega wobec tego obrotowl, nalezy wiec od przesuniegcia Vg

odjaé przesunigcie wywolane przez obrét kratownicy wzgledem punktu 1
o kat

=71 ' ' (36)

Nowe przesunigcie wezla 8 wyniesie
| v == (g + ). | (37}
a wiec catkowite jego przesuniecie bedzie réwne

Ay Ay T

USZU;‘#U;—‘TA#—IT 3?104-1): (38:
- Al T, @yt A M
e e L

Poréwnujac ze sobg WZory (32) 1 (38) otrzymujemy wreszeie
vy == Zgq* Alss. ' . (38
Rozpatrzymy w dalszym ciagu pfzypadek majgcy duze znaczeni
w budownictwie, mianowicie przypadek belki kratowej o pasach réwnc

legtych (rys. 3). Przypusémy, iz wydiuzeniu ulegl tu krzyzulec 3D 1 7
chodzi o wyznaczenie pionowego przesuniecia wezla 5.
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Zaczepiwszy w wezle 5 pionowsa site réwng 1, skierowang ku gorze,
wyznaczamy odpowiednia sile¢ w precie 3b ze wzoru

'

_ %10 .
Zap=—— Ei’i(}g . (40) - . o S
: L] Laa M on )
7a nieruchomy przyjmujemy i, e b . 4 . £ j"“g
“ma razie pret 23 dolnego pasa, N NS
.co pociaga za soba obrot cze- /,' \\ ;', \\ ,\\ ‘fr TVANY
" gci lab?2 kratownicy wrgledem } M oh N !! N - T b
wezta 2 1 czefel 3eg7 wegle- s =—\7 b 5 A
" dem wezla 3 o katy réwne -~ \f__ . j {
otk _ Al < = e )
h lyy sing Rys. 3

- .oraz wywoluje przesunieeia pionowe v, oraz v, wezléw 1 i 7 wzgledem
. .odpowiednich podpdr.
Na podstawie rys. 3 znajdujemy, ze

v,=0r,  v,—0r,. (42)

Aby kratownica, ktérg myslowo oddzielilismy od podpor, z powrotem
znalazla si¢ na podporach, nalezy ja jako caloié przesunaé w kierunku
pionowym o v i obroci¢ wrzgledem punkiu 1 o kat

vy vy _‘(")(rj—lﬂ‘z) Al (ry+Ty)
L L " Ll sing

(43)

) —

Wezel 5 dozna wskutek obrotu czeSci kratownicy 3c¢g7 wzgledem
-wezla 3 przesuniecia’'w kierunku ku dolowi réwnego

v,=01. (44). -

Przesuniecie pionowe calej kratownicy o v] wywoluje rowne v, prze-
.suniecie wezla 5 ku dolowi. Wreszeie, obrét calej kratownicy o kat o
-wzgledem podpory 1 powoduje przesunigeie wezta 5 ku - gorze réwne

V=0T, (45}

Calkowite pionowe przesuniccie wezla 5 wynosi wobee tego

95:U%+U{w—v;;:@l+@rl—~mxm= ' : (46)
‘ o Al Algp o (re +15)
T 1y, sing (@4 —= Llgsing

Alag X
= 123 Sin (Pz_[(l —l_ rl) - %ﬂ' (T]__I_ Tz)]z

Aty (fl?ﬂl_ iy TioTs ) .

lesing\ L ' ° L
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PoniewaZ

Tyols 5 __ wlo (r; +lss) A7\
I A — 47y
wiec réwnanie (46) przybiera postac

s
T
Lsin ¢

Alas, ' ' (48)‘

Uy == —

skad porownujac wzir ten ze wzorem {40) dochodzimy do zaleznosci
v, == Zagp Alab . _ “ (49)

W podobny sposéb moze byé wyprowadzony wzor {49) i dla innych
typow kratownic o pasach réwnoleglych.
2, Ogdélne réwnanie kraty

Geometryczne 1 kinematyczne wlasnogci kraty ujmuje w sposob naj- '
bardziej ogolny 1 zwiezly nastepujgce réwnanie: :

i r : ‘
;’Puﬂz;smz_o; | (50

tu v oznacza rzuty przesunieé poszezegolnych wezow kratownicy od quo-.
do k-go na kierunki sit P zaczepionych do tych wezlbw, S sily w poszcze-
gblnych pretach kratownicy od I-go do r-go, a Al zmiany diugoéci odpo- -
wiednich pretow.

Uzasadnienie rownania (30) oparte jest na wzorze (8}, ktory dla po~
szczegblnych weztow daje wyrazenia nastepujace:

o= ZL AL A+ 2 AL, A F ZEAL o H 2 AL,

vy =T AL+ 2P ALyt H 2 AL A 2 AL,

- " {51}
v, =278 Al + Z5 AL, -+ Z0AL 22 AL,

v, = 2k Al 4+ ZE Ay ZEA, AL
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Wyrazenia te mnozymy kolejno przez sity Py, Py,..., Pe,..., Px zaczepione
odpowiednio w wezlach I, 11, ..., e, ...,k i dodajemy je do siebie kolumnami:

Proy+Pyoy+--+Poo,+-+Po, =
=(ZiP,+ Z{ Py + -+ Z{P, + -+ Z{P) Al +
+(ngI+z;I_PH+---+ZEP e ZEP) AL +

- . e

(52):
+(ZIP +Z]IPiI+"‘+ZeP —i—--v—i—Z’."’P )Al =+

+ (ZLP, +Z”PH+---+ZEP +---+zk ) 1,

Sumy. zawarte tu w nawiasach wyrazaja sity w pretach kratownicy
1,2, cp 4o, 1 (por. p. 2 tego rozdzialu), a wiec

ZiPp+ Z8 Pyt R ZEP, 4 + 20 P = S, _
Z;PI+Z§IPII+---+ZEPCJr---JrZ.’z‘Pk:Sz, (53}

W ten spostb wyrazenie (52) przybiera postac
k
ZPU:,PIDI+P{1911+"‘+Peve+"'—f—Pk.’vk: (54}~
T . .
:S]Al,+S2412+---+S,-Al,-ﬂ]—~——i—'SrAL-:ZSAI,
i

czyli postaé poszukiwanego rownania (50), ktére w mechanice ~ogblnej od-
powiada rdwnaniu prac wirtualnych.

Podkresli¢ nalezy, ze w rOwnaniu tym ani w1e1kosm Al ani wielkodel

v nie sg w ogbélnym wypadku zaleizne od sit P -lub S; wielkoscei Al mogsg

wiec np. mie¢ charakter termiczny, sprezysty lub tez mogg wyrazaé rdz-
" nice diugodcel dwoch pretdw, z kidrych jeden zastapit drugi w ukladzie
kratowym. Natomiast sily P i S tworza tu uklady sit od siebie zaleine,
a rowniez przesunigcia v I Al 83 od siebie wzajemnie uzaleznione.

W pierwszej sumie rownania (50) zwroty sit P odpowiadajas zwrotom
przesunigé v, a w drugiej, podcbnie jak we wzorze (6} poprzedniego pa-
‘ragrafu, sity rozciagajgce odpowiadajg wydluzeniom Al, a sity &ciskajgce
skroceniom.




1. UKEADY PRETC)W ZGINANYCH

i, Metoda momentow wtérnych

Wywodzaca sig z reguty réwnolegloboku sit teoria wieloboku sznuro-
wego doprowadza do réwnania rézniczkowego krzywej sznurowe]
dy_ 9

dz® - H' (53]

gdzie H oznacza odlegioéé biegunowsa wieloboku sit odpowiadajacego krzy-
wej sznurowej.
Krzywa sznurowsy, szezegblny przypadek wieloboku sznurowego, trak-
tujemy w danym razie jako krzywa zamknieta, gdyz belka pod dzialaniem
' obciazenia g i reakcji podpor Znaj-
duje sie w rownowadze. Jezell za
prosts zamykajaca bedziemy uwa-
sali o8 belki, to otrzymamy uklad
przedstawiony na Tys. 4, pdzie ¢
oznacza oObcigzenie  jednostkowe
w dowolnym punkeie belki, # rzed-
ng krzywej sznurowej. Odcinek 5 W pewnym przekroju aa belki
pomnozony Przez H wyraza moment sif zaczepionych do belki na prze-
strzeni Aa, czyli moment zginajacy Me; 2 wiec :

Rys. 4

Ma;'}]‘ H- ] (56)

Gdybysmy wykresowl obecigzen jednostkowych g nadali ksztalt wykresu
momentéw zginajacych M podzielonych przez 1 em?, a odleglosci biegu-
nowej H wartos¢ EJ podzielong rowniez przez 1 ecm?®, co odpowiadatoby
wymiarom wielkosci g 1 M, wowczas rownanie (55) otrzymatoby postaé

@y M . . |

dw ED 57
" czyli byloby identyczne 2 réwnaniem rézaiczkowym osi odksztateonej belki
w zalozeniu, Ze n wyraza ugiecia belki w poszezegbinych przekrojach, czyli
se n=1y. Stad wynika, e stosujac wzor (56) do krzywe] wyrazonej réw-
naniem rozniczkowym (37), a wiec do obcigzenia g == M/1 cm® znajdujemy

. EJ
lub :
W,—yEJ, (59)

gdzie M, == Mi-1 cm® nazywamy momentem widrnym.
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Ze wezoru (59) wyptywa bezposrednio wzor na ugiecia belki

M

V=37 (60)
Rézniczkujge wzor ten wzgledem x znajdujemy, ze
, 1 dm
Y ~=F%7 dz° (61)

skad wynika, ze kat obrotu pI‘ZGkI‘O]U. poprzecznego belki 0dpow1ada_]qceg0
uglecm Y, czyli kat ¢ — co tg ¢ = ¢’ rowna sie

= . | (62)

- gdzie & oznacza sile poprzeczng w pewnym przekroju poprzecznym belki
‘pomnozeng przez 1 em® i nosi nazwe sily poprzecznej wtérnej. Dla ujedno-
- stajnienia sposcbu wyrazania sig nazywamy moment zginajacy M obciaze-
“ niem Wtornym 1 oznaczamy to obcigzenie literg q (dla unikniecia niepo-
- TozumMieA nizej stosujemy tu symbol q.

Metode momentéw wtbrnych, nie uzywajac zreszty tej nazwy, zastoso-
- wal do belek w dwéch punktach swobodnie podpartych pierwszy O, Mohr.
- Wzory (60) i (62) zawodza jednak, gdy chodzi o wspornik, tzn. o belke
w Jjednym koficu utwierdzona, a w drugim swobodna (rys. 5). W tych
. wypadkach wzory (60} i (62) powinny byé zastapione przez wzory

. O’

Y= F (63)
= & 64

@ RE . (64).

:- gdzie M’ oznacza moment statyczny obcigzenia wiérnego zawartego miedzy
- podpora A a danym przekrOJem aa wzgledem $rodka tego przekroju,
a ¥ — wypadkows tegoz obcigzenia. 4
~ Podajemy nizej uzasadnienie wzoréw (63) ‘ 8
. (.. . pla |
i {64) dla dowolnego obcigzenia wspornika. E
X el

Przypusémy, Ze dia belki przedstawionej
:na rys. 62, w dowolny sposob obcigionej,
zostaI sporzadzony wykres momentéw zgina-
Jacych 1 ze uwazajac ten wykres za wykres obcigzenia sporzadzilismy dla
odleglosci biegunowej EJ krzywa sznurowa A'mb (rys. 6b), ktorej rzed-
e 7 liczone sg od prostej ab, stycznej do tej krzywej w punkcie b.

PNV

Rys. B

17




Rzedne tej same] krzywe] liczone od prostej A'B, stycznej W punkeie A,
oznaczamy przez Y. ‘ ] '
O ile krzywa: A'mb ma wyrazat ugiecia pelki, musi byé on2 umie-
gzczona W ten sposob, aby

a) styczna  A'B' pokryta  si€
o . L _ : i 7 nieodkszialcond osig belki
A% g lrys. 6c), rzedne Y bylyby
2  wOWCZas rzednymi  osi od-
b : g . ksztatcone]-.

Poniewaz mozemy przyjac,
7o cos ¥ ARa = 1, wige

tgy AKa=—14
i (65}
?7,4 — ’”9??',;,

7 gdzie 7, 0zpacza wariost po-
Rys. 6 chodnej funkeil n W punk-
cie A.
W tych warunkach dla pewnego punktu m {rys. 6¢) bedzie

T:fyinﬂof—f(g~w)n;- (66)
Mnozac wezystkie wWyrazy rownania (66) przez EJ mamy
nEJ — yEJ=n,E] Lo ET (67)

Poniewaz 7 jest odeinkiem zawariym miedzy skrajnymi bokarni wielo-
hoku SZRUrowege sbudowanego dla danej belki 3 dla obcigzenia =M przy
odleglosel biegunowe] EJ, bedzie wiec Hloczyn nEJ rownal sig momentowi -
zginajacemut od tego obcigzenia, a wiec momentowl wtornemu M

pEJ=Me 1 BT =M, (68)
Stad wynika, ze

_ AWt . T
?]’EJ::réii;—gx iy EI= - 69)

gdzie Jp oznacza sile poprzecInd i M reakeig podpory A od -obcigzenia
wiornego 1=M. :
W ten sposob réwnanie (6T) przybiera postaé

g, Mg+ Uz +yES | (0
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7 drugiej strony, wyrazenie dla momentu zginajagecego w dowolnym
przekroju nn’ belki AB od obcigZzenia § przybiera postaé

My =My 4 W | M, (71}

gdzig M: oznacza moment statyczny obciazenia witrnego zawartego miedzy
podpora A a danym przekrojem, wzgledem $rodka tego przekroju.
Zestawiajgc ze sobg wzory (70) i (71) znajdujemy, ze

M

Y=g (72)
"co byle do dowiedzenia.
Rézniczkujge wyrazenie (72) wzgledem x znajdujemy
Sx (73)

(p:ﬁ,

gdzie 3, oznacza wypadkows obcigzenia wiérnego ( znajdujacego sie
miedzy danym przekrojem a przekrojem utwierdzenia.

Sposoh momentéw widrnych mozna zastosowaé i bezposrednio do wy-
kreslenia odksztalconej; powigzanie z reguly rownolegioboku jest w {ym
wypadku juz catkowicie bezposrednie. '

Metoda momentéw wtérnych moze byé wyzyskana nieraz do wycig-
gniecia pewnych wnioskéw ogdlnych z obliczen statycznych. Wyzyskamy
tu te metode do oceny wpltywu zmienno$ci przekroju poprzecznego belek
statycznie niewyznaczalnych na wielkoscei nadliczbowe. Chodzi o belki
malo odbiegajace od ksztaltu pryzmatycznego.

Mowige o belkach o ksztalcie zblizonym do pryzmatycéznego mamy na
widoku badz belki o przekroju statym, przystosowanym do momentdw
zginajacych przez odpowiednie uzbrojenie, badz belki majgee w widoku
ksztait prostokata z poszerzeniami na podporach, powstalymi przez na-
chylenie dolnej krawedzi belki do poziomu pod katem nie wiekszym od
arc tg-1/3. .

Zbadamy teraz wplyw zmiennodct przekroju w takich belkach na wiel-
kodei statycznie niewyznaczalne. Spodréd roznych konstrukeji tego rodzaju
zatrzymamy sie na belece jednoprzestowej, jako na przypadku pozwalaja-
cym przy réznym stopniu sprezysto$ci utwierdzenia na wyciggnigeie wnio-
skdéw najbardziej ogdlnych. '

Niech bedzie rozpietosé belki AB=1 i niech obciazenie Welki sklada
slg z & sit rownych P i zaczepionych w odleglosciach a—1/6 jedna od
drugiej (rys. Ta). :

Momenty bezwladnosci zwiekszajg sie w belkach uiwierdzonych zwykle
od $rodka ku koAcom. Zmiana momentu bezwladnoéei nastepuje tu w spo-
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sob dosé szybki, lecz mniej wiecej ciagty; poniewaz jednak uwzglednienie
tej cigglosei natrafiatoby przy obliczanin odksztalcen na trudnodel bardzo
powazne, zakladamy, ze belka podzielona jest na odeinki o statej dtugoéei,
lecz o roznych momentach pezwladnofci. Tego rodzaju zatoZenie nie moze
spowodowat znaczniejszych bleddw, w kazdym razie biedow wigkszych
niz te, na ktére decydujemy si¢ w réznych dzialach statyki budowli za-
stepujage ciaghy zmiennoéé funkcji przez smiennogé nieciagla, np. przy sto-
sowaniu réwnan roznicowych lub przy wyznaczaniu odksztalcen Tukéw
sposobem  Bresse'a. : _
Przypusémy, ze na odeinku 23 iloczyn momentu bezwladnoscl przez
wsp6lczynnik sprezystosci réwna sie EJ==1%;, a na odcinkach 12 1 Al
odpowiednio i = iy/k, oraz
a) !P 19 P P LI < iy =i,k 1 ze w czefel belki
7 5 l l 3B wielkoci zmieniajg sie
w sposéb symetryczny wzgle-
dem srodka belki.
- ‘ Celem obliczen statycz-
g0 & 4° _ ‘nych jest tu wykazanie, W ja-
kim  stopniu powiekszenie
przekrojow poprzecznych bel-
ki okolo podpdr wplywa na
momenty podporowe Ma=Ms.
Przyjmujemy za statycz-
nie wyznaczalny schemat za-
: stepczy belke w dwoch punk-
R ‘ tach swobodnie podparta
Rys. T. (rys. 7b 1 Tc). Wykres mo-
) mentéw zginajacych od ob-
cigzenia P ma ksztait linii tamanej A1°2°3°4°5°B, przy czym rnomenty
zginajace W poszczegélnych punktach belki roéwnaja sie odpowiednio:’

M1 = 110 == 2,5 Pa,
M, = 229 =4,0 Pa, (74)
M, == 33°=4,5 Pa.

A

£

Jest to wiec wykres obcigzen wiornych T,
Kat obrotu przekroju A belki swobodnie podpartej AB wynositby przy
stalym momencie bezwtadnoscl
: A -
(pA: i * (75)

2

gdzie % oznacza reakcje podpory A belki od obeigzenia wtérnego. Wobec
tego, ze momenty bezwladnosei belki nie s3 state, nalezy rzedne wykresu
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obcigzes witbrnych zmienié odpowiednio do momentéw bezwladnosei w da-
nym odeinku, skad dojdziemy do rzednych:

117==Fk, 11°=k, - 2,5 Pa, _
11 —ky-11°=Fk,- 2,5 Pa, (76)
22" — 1k, - 22° =k, 4 Pa.

W zwigzku z tym otrzymamy dla reakcji ¥° od obcigzenia wtornego
wyrazonego polem A17172°293°3 wzbr :

AP == (1,25k, + 3,25 k, - 4,25) Pe?. (1)
Stad ' . ' |
b AP
‘;DA: 7',] (78) -

iZaczepiamy w dalszym ciggu do belki swobodnie podpartej momenty M4

do jej koncow. Odpowiedni wykres momentow zginajgeych przedstawiony -

Jest na rys. Tc za pomocg prostokata A A°B°B, ktérego rzgdne powinny
by¢ zmienione ze wzgledu na zmienno$é momentéw bezwladnodel przekro-
jow, podobnie jak rzedne wykresu na rys. Tb. Zmienione rzedne wykresu
réwne sg odpowiednio:

AA”" =k, AA =Lk, M, |

11" =l 11 =Fk M,

1T =k, - 11 =k, My,

2 =k, 2T1=k,M,, }

{79)

a kat obrotu koficowych przekrojow spowodowany przez moment M, wynosi
Hm
3
gdzie M oznacza pole A ATV II'II 113, tzn. ze
NM == (k, M4 T Ma + Ma)a. ‘ {81)
W drodze przyréwnania odksztalcen otrzymujemy réwnanie
¢h =, (82)
z ktérego wyznaczamy moment podporowy Ma: .
1,25 k, + 3,?5 ko + 4,25 Pa’— M, ke 4+ _kz +1 “
i, i
_ 1,25k, 4 3,25k, 4,25
ks + oy

. (83)

Ma

Pa: {84}
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Wstawiajac w wyrazenie (84) wartoscl k; 1 k, odpowiadajace roznym
momentom bezwladno§ci przekroju na réznych odcinkach belki ustalamy
wptyw zmiennoéel przekroju ma wielkogé momentu podporowego M a.
Uwzgledniamy tu wahania stosunku momentow bezwiladnosei w grodku
i na koncu belki w granicach'od 1:1 do 1:3, co uzasadnia sie praktyka
budowlang. Stad otrzymujemy tablice 1.

Tablica t

1, \ s \ i \ I, Ko | Joy bR b1 } 1,25 ky + 8,25k, + 4,25 M,

1 1 1 1 1 3 8,75 202 Pa
2 1 1 050 | 1 25 8,12 3,35 Pa
2 2 1 050 | 0,50 9 \ 6,50 3.95 Pa
3 1 1 033 | 1 2.33 % 7,92 3,40 Po
3 2 1 023 | 050 188 | 6,30 3,45 Pa
3 3 1 | 033 | 033 166 | 5,75 347 Pa-

7 tablicy 1 widaé, ze wahania w momencie Ma dochodza do blisko 20},
przy ‘czym zmiennos¢ przekrojow wplywa na powigkszenie momentu pod-
porowego. ' ,

Jezeli poréwnaé ze soba momenty zginajace W érodku belkl przy mo-
mencie M, odpowiadajacym stalemu momeniowl bezwladnosci na cate]
dtugoscei belki i przy najwiekszym z momentéw M tablicy 1, to znajdziemy, -
7ze w plerwszym przypadku :

M_v-,:(ﬁ,s-s-fz,gz_—m-1_1-2)Pa:1,58 Pa, (85)

w drugim za$

Mg =(2,5+3—3,47—3)Pa=
— 1,03 Pa,  (86)

co daje roznice Wynoszaca Z go-
rg 50%. =
Aby zorientowaé sig, jakim
wahaniom podlega w  belce
o zmiennym przekroju mo-
ment Ma w razie hiesymetrycz-
nego obcigzenia, wezmy pod.
uwage belke obeiazong jedng si-
Rys. 8 ' ' la P zaczepiong w odleglosci
24 =1/3 od lewej podpory
(rys. 8a). Wykres momentéw zginajacych wywolanych sila P ma ksztalt
trojkata A2°B (rys. 8Db). Aby uwzgledni¢ w obliczeniu momentéw pod-
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porowych -zmiennoé¢ przekroju belki, zastepujemy wymieniony wykres
przez wielobok A171°272°3%4°4" 5 5”B ktorego rzedne réwnajg  sie
{rys. 8b):

s 2 7 2
11 — ‘gpakl , 44 :E Pakz,
. . ’ 4: L4 N 2
11" ==— Pak,, 55" = = Pak,, (87)
3 3 .
29’ = Pak,, 55’:%Pak1

‘Wielkodei 7 i BP reakeji obcigzenia wtornego wyrazonego przez wie-
lobok A171°2°2°3°4°4"5°5” B znajdujemy z réwnan

AP | W= pole A171°2°2°3°4°4"5'5" B, {88)
L= 6a—Eyp-r, (89)

gdzie p oznacza pola trapézéw A171,117272,22°3°3 itd, skladajacych
sie na pole A1712°2°3°4*4'5'5" B, a r odleglosm frodkéw cigzkodcl tych‘
trapezéw od podpory B. Z rownaft tych znaJdu]emy

AP — (0,317 k, + 0,870k, -+ 1,045) Pa?, © (90)
VP — (0,192 k, + 0,630 k, -+ 0,955) Pa?. (81

Wykres momentéw zginajgcych wywolanych w belee przez momenty
podporowe Ma i My ma ksztalt trapezu A A°B° B (rys. 8¢). Wobec réinicy
w momentach bezwladnoéci przekrojéw na poszezegblnyeh odcinkach belki
trapez ten zastepujemy przez wielobok AA”171'2°2°3°4°4'5' 5" B w ten =
sposob, Ze poszezegoOlne rzedne wynosza: :

AA”:MAI{1;
17 = L 6 Ma+ MKy, 44 =@M+ M),
;1 . p ]
11" = (6 Ma + Ma) k5, 55" =& (Ma+ 5 Mp)k,
| (92)
99 2%(4MA+2M3)1«2, 55”:%-(MA+5MB)RE,
330=%(3MA+MB): BB":MB'kz-
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Korzystajac w dalszym clagu ze wzoréw analogicznych do wzoréw (88}
i (89) znajdujemy dla reakejl podpér belki AB od obcigzenia widrnego
AA” 17179 20 3940 4’ 5" 5”7 B wyrazenia nastepujace: :

3
M =% (M (30,673 K, + 22,671k, 4 18,760) -+ (93}

4 Mz (5,334 k, + 13,836k, -+ 17,337)],

M

K [Ma(5,327 ke, + 13,329 ky + 17,330} + (94}

az
T 36
4+ Mz (30,666 k, - 22,164k, + 18,663)}.

Réwnania analogiczne do réwnania (82)

P__ M

Pa™ A W;?(Pg _ (95}

przybierajg w danym razie postac

YP = Y MNP = PM . (96}

'

czyli postaé.

mMs+nMp=s, .
mMa -1y MB:si,} (97)
gdzie
m = 30,673 ky + 22,671 ks + 18,670,
n= 5334k, 1 13,836k, + 17,337,
s=(11,412%, + 31,320k, + 37,620) Pa, (98)
m, = 5,327k, -+ 13,329k, + 17,330,
n, = 30,666 k, + 22,164k, + 18,663 ,
s, = (6,912k, - 22,680 ks +- 34,380) Pa
i skad
My=— =0 (99)

ma—Mm; N

Dla momentéw bezwladnoéci przekrojow wahajacych sie w granicach
ombwionych wyzej wspotezynniki (98) przybierajg warto$ci zawarte
w tablicach 2 1 3. '
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Tablice 2 i 3 dowodza, ze w razie niesymetryeznego obciazenia belkL
wplyw zmiennodel przekroju na wartogé momentu podporowego moze .

dosiggnaé¢ w przyjetych granicach zmiennogei 440/

W przypadku belki utwierdzonej na koticach w sposdb sprezysty,
wzglednie belki poziomej w ramownicy, wplyw zmiennosci przekroju na
wielko$é momentéw podporowych ulega pewnemu zmniejszeniu. Wynika.

to migdzy inhnymi bezpoérednio z réwnania (83), ktore musi byé w tym
wypadku uzupeinione przez wstawienie do prawej jego czesci dodajnika
¢ =M/x wyrazajacego kat obrotu sprezydcie utwierdzonego konca belki.,

Tablica 2
Przypadek iy iy ; i l ey ' k., ( m f n s/Pa

I 1 1 1 1 1 72,014 36,507 80,352

I 2 1 1 . 0,500 0,333 56,777 33,840 74,646
11T 2 2 1 0,500 0,500 45,_341 26,922 58,986
v 3 1 1 2,333 1 51,555 32,949 72,940

v 3 2 1 0,333 0,500 | 40,219 | 26031 56,080
VL 3 | 3 1 0,333 0,333 36,433 23,721 51,850

Tablica 3
Przypadek i iy iy ky fe, m i 8,;/Pa M,

1 1 1 1)1 1 35,986 | 71,493 | 63,072 | 0,148 P1
ST 2 i 1 0,500 0,333 1 51,979 | 108,950 $0,108 | 0,191 Pt
I 2 2 1 0,500 0,500 45,316 87,908 | 78,768 | 0,189 PL
w 3 1 1 0333 | 1 51,088 103,869 | 88,954 | 0,211 Pl

v 3 2 1 0,333 0,500 44,425 | 92787 | "77.614 0,206 P1
VI 3 3 1 0,333 0,333 42,198 | 89,086 | 73,826 0,213 Pt

7 przytoczonych obliczen wynika, ze wptyw zmiennoéci przekrojow
belek na wielkosei nadliczhowe moze byé bardzo znaczny i ze calkowite
pomijanie go w obliczeniach nie jest wiasciwe. Widaé stad rowniez, jak
powazng role przy badaniu pracy konstrukeji odegra¢ moze sposéb mo-

men'téw witdrnych.

2. Geometryczne dodawanie odkszialeen

Rownaniu (82), z ktérego- korzystalismy w p. poprzednim do WyZna-
czenia wielkosdcl statyeznie niewyznaczalnych, mozemy nadaé postaé

oh— M—=0 (100}
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lub postaé

J—f=0, (101y

gdzie { oznacza odksztatcenie w pewnym punkcie uktadu danego (w przy- -
nadku przedstawionym w p. poprzednim réwne 0), a # odksztatcenie sche-
matu zastepezego (w przypadku omowionym wyze] wynoszgce h— ™).
Rownania typu (101) sa w tych warunkach wyrazem dodawania od-
ksztatcen lub przyrownania odksztalcen. Rownania te moga byc¢ usta-
wione w przypadkach belek prostych za pomocy sposobu momentow
p wtérnych, w przypadku jednak ogdl-
¥ nym, gdy W plaszezyznie dziatania sil
. uklad stanowi linie lamana, doda-
2 //5“‘“‘“”""’7 wanie odksztalced w réwnaniach ty-
y ) ' pu (101) musi mie¢ charakter doda-
p ‘ wania geometrycznego. Chodzi wiec
' _ przede . wszystkim o geomeiryczne
Y4 : - dodawanie odksztatcen ukiaddéw ra-
7 ) mowych plaskich,
_ , Poszezegdlne prety kazde] ramy
A= . X znajdujgcej sie pod dzialaniem si
Rys. 9 _ zewnetrznych - doznaja odksztalcen
w postaci ugiet i obrotow przekrojow
voprzecznych. Odksztalcenie ramy jako calodci mozemy wyznaczyt droga '
geometrycznego dodawania do siebie odksztalcen jej poszczegblnych pre-
téw. Z kinematycznego punkiu widzenia zadanie sprowadza sie do nada-
nia takich obrotéw i przesuniet poszezegblnym pretom ramy w jej postaci
niedoksztatconej (rys. 9b), aby _
ta taé mogta sig pokryé z ¥ : \o.c o f"q
pos g ? PpOXryc 5o P
odksztalcona  postacig ramy - ~ - P
rys. 9a). _ : \cx
Wezmy pod uwage fragment P o
ramy przedstawionej na rys. 10. 4
Niech j—1, j, -, i, ..., 7 0ZnAacza- i
- ja kolgjne wezly ramy, a pewna '
cyfra”j niech odpowiada roéw- 2 ' n
niez pretowi zawartemu migdzy '
wezlami j—1 a §. .
Robimy w wesle j pruekrd] poprzeczny prostopadly do preta i—1,4
i zastepujemny oddzialywanie czgsel jn na czesé A j ramy przez site T
i moment M; Wplyw sity N; na odksztaleenia pomijamy, gdyZz oblicze-
nie odksztalcen stanowi w teorii ram przewaznie tylko etap posredni do
wyznaczenia wielkosel statyczaie niewyznaczalnych, a wowczas sity po-
diuzne nie sa zwykle brane pod uwage.

o3

Rys. 10
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Kazdy pret j — 1, j mozemy tu uwazaé za pret utwierdzony w przekro-
ju j—1, swobodny w przekroju j i obeigzény sita T i momentem M;
(rys. 11). Oznaczamy przez Yy przesuniecie punktu j takiego preta prosto-
padte do nieodksztalconej jego osi, a przez P, obrot przekroju poprzecznego
w.j i uwazamy za dodatnie wielkosei y, 1 p; spowodowane przez dodatni
moment M; Wéwczas bedzie

p Y
T M1 # J ' “
U &' Sl i A — AW
Y 3E; T aEs T Yr /e ; )Ma
10z
L My | - T
4 2EJ " BJ V0 _ e

gdzie ) i ¢f. oznaczaja odpowiednio ugiecie i kat obrotu w punkcie j
vaelane przez sity P zaczepione do preta j-—1 migdzy jego koncami.
: Aby pret j—1, j ramy, a wlasciwie je-
go cleciwa (rys. 12, poloZenie a), mégt za-
ja¢ pewne polozenie b, nalezy mu nadaé
obrét o pewien kat w i pewne przesunie-
cie ¢. Wobee tego geometryezne dodawa-
nie odksztalcedi ramy przeprowadzamy

w etapach nastepujgcych:
Rys. 12 . (1) ustalamy obroty o poszezegdlnych

pretéow,
(2) znajdujemy przesuniecia poszczegélnych wezldw ramy, wywolane
obrotami pretéw o kaly o,

(3) znajdujemy przesuniecia wezléw, spowodo.wa’ne ugigeiami poszeze-
gbélnych pretow, . .

(4) dodajemy przesuniecia wymienione pod (2) i (3).

Zaktadamy na razie, ze odksztalcenie ramy przedstawione] na rys. 10
odbywa sig w ten sposob, ze kazdy z pretow j— 1, i pozostaje prosty
i tylko koficowy przekro] § ulega obrotowi.

Przypusémy, Ze linia lamana A1234 (rys. 13) prz:edstawi‘a fw ska-
Zeniu) czgS¢ ramy pokazane] na rys. 10, przylegajacy do podpory A.

Plaszczyzna pmzékroju boprzecznego preta Al w punkeie 1 przed od-
ksztalceniem zajmuje polozenie oznaczone przez 0. Pod dziataniem sity T,
i momentu M, oraz odpowiednich sit P przekroj poprzeczny w punkcie 1
doznaje obrotu o kat ¢, w zwigzku z czym i cala cze$é ramy polozona
na rysunku na prawo od przekroju 1 obraca sie réwniez o kat ¢, (kat 011)
i zajmuje polozenie 12, 3, 4,.

Nowe polozenia przekrojow poprzecznych w punktach 1, 2 i 3 ozna-
czone sg na rysunku znaczkiem L




v kolel sita T, i moment M, oraz odpowiednie sity P wywolujg obrot
koficowego przekroju poprzecznego 2 preta 12 o kat ¢, (juz w potozeniu
12), co pocigga za soba odpowiedni obrot cze$ci ramy polozone] na prawo
od punktu 2, wzgledem tego punkiu

4
LY _ : //j// w1 zajecie przez nig polozenia 2, 3, 4.-
3 =T 7 Odpowiednie poloZenie przekroju
XN~ % poprzecznego w punkeie 2 ozna-
9 ////// 13 7 czone jest przez 11, a przez 0 oznacza-
_ /1 o2 @ my tu polozenie plaszczyzny prze-
p z ,,f” chodzacej przez punkt 2. i prosto-
& 0 padlej do pierwotnego polozenia pre—
] . “’e] I ta 12. _
P, . s
: ; 0 - A wiec kat migdzy plaszezyzna—
0 : mi 0 i 1l réwna sig
o x —pcre (103
Wy — . d
Rys. 13 g $1 T P

W podobny sposdb sita Ty t moment M, oraz odpowiednie sity P wywo-
luja obrét koncowego przekroju poprzecznego 3 prefa 23 0 kat ¢, (juz
w polozeniu 2, 3,), czemu bedzie odpowiadato polozenie 3,4, czeSci ramy
polozonej na prawo od punktu 3. Prosta oznaczona przez 0 wyobraza
polozenie kohcowego przekroju preta 23 przed odksztalceniem ramy,
prosta I polozenie tegoz przekroju po odksztalceniu preta 01, prosta If
po odksztalceniu preta 12, a prosta 1II po odksztatceniu preta 2 3.

W tych warunkach mamy

Wy =@, + P2 + g - (104)

Rozumujac w podobny spoééb w dalszym ciagu znajdujemy dla katéw
nachylenia w; przekrojéw poprzecznych poszezegblnych pretéw wzgledem
ich polozenia pierwotnego wyrazenie nastepujace:

I Y :2 @ (105}

£

Gdyby przekr6j poprzeczny w punkcie A obrocil sie o kat o, wowczas
wyrazenie (105) przybratoby postac

o= > o+ ol _ (106)
- _

gdyz wowczas wszystkie przekroje poprzeczne ramy uleglyby obrotow
o kat f.
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Obrét przekroju poprzecznego w punkcie 1 o kat o, == ¢y
© fen sam kat preta 12 (Seislej jego cieciwy). Wskutek tego obrotizisng
doznaje przesuniecia 22, =yl (rys. 14), ktére uwazamy za P
do osi preta 12 wobec tego, ze kat 212 jest bardzo matly, S

Z, powodu przesuniecia 2 2, czesé ramy polozona na prawo dd'szlé:
zajmuje polozenie 2, 3, 4, w ten : BRI
Sposob, Ze jest 2,2(3,3[4,4 oraz % ' L P
213,23 i 3,4,]34. :

Wskutek obrotu preta 23 o
kat w©, wezel 3 doznaje przesu-
niecia 3; 3, = wyl, prostopadiego do
nowego polozenia tego preta 2,3,
Odpowiednio do tego cze$é ramy
Ppolozona na rysunku na prawo od
wezla 3 zajmie polozenie 354,
gdzie 4,4,[3,3,, a 3,4,]3,4,.

Odcinek 4,4, prostopadty do 3,4,
vznacza przesunigeie punktu 4 spo-
wedowane  obrotem preta 34
i réwne w,l,.

W fen sposéb na skutek przesunie¢ typu w;_1l; punkt 4 ramy zajmie
polozenie 4, czyli ze punkt ten dozna przesuniceia vy, w kierunku osi Y-6w
1 przesunigeia u, w kierunku rownoleglym do osi X-6w, lecz o zwrocie
Ujemnym.

Z wieloboku 44, 4,4, 4 mamy

Rys. 14

Vo= (e L) - (wyly) + (w, L,

gdzie kreski poziome oznaczajg rzuty przesunieé na os X-0w, a kreski
pionowe na o Y-6w. Uogélniajac wzory (107 znajdujemy

uO = _ 2 (C:I;ﬁj).v
A

)
vy = 2 (0/-11).

A

(107)

(108}

Zauwazy¢ nalezy, ze zaréwno na rys. 13, jak i na rys. 14 przedstawione
53 polozenia wezlow ramy wywolane obrotami poszczegdlnych 'pre;téw,
a wiec w rzeczywistodci oba rysunki powinny by byé identyczne. Réznica
W polozeniu poszczegblnych wezléw na obydwéch rysunkach pochodzi
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stad, ze przesunigcia o1l mozna uwazaé za prostopadle do osi pretow
j—-1,} tylko wowczas, gdy sa one bardzo male, natomiast na rys. 14 przesu-
niecia te s8 z koniecznogel skazone.

Ugiecia ys poszczegolnych pre-
téw pod dzialaniem sit T; 1 mo-
mentéw M, oraz odpowiednich sit
P dodajemy do siebie w podobny
sposdb jak przesuniecia wj—1l;, Do~
dawanie to przedstawione jest na
rys. 15, na kiérym

11, =y, 29 25 =15,
3535 == U3 4,4, = Ys-
Rys. 15 _ 7, wieloboku 44,4,4,4,4 znaj-

‘ dujemy, podobnie jak mna rys. 14,
7e przesuniecia %y 1 Uy punktu 4 (rys. 15) w kierunkach réwnoleglych do -
osi wspolrzednych odpowiednio Wynosz :
uy:;'*'g;'"_gg_ga—_-g.p :
e (100)

vy:y1+yg+y3+y4: '
gdzie kreski poziome i pionowe maja takie samo znaczenie jak we wWzo-
rach (107). Uogélnienie wzorow (109} daje o

i
u),::-—~2yj,
A

”y:";y}-

W wyniku dodawania do siebie dla danego -wezla i przesuniet wy-
wolanyeh zar6wno obrotami {przesuniecia t, 1 v,), jek 1 ugigciami {prze-
suniecia uy i vy) pretow j—1, 4w punktach j dochodzimy do wzordw
nastepujacych:

(1f) : Iy ;; Z (o1 l) — Z _L..j-,
A A

iy v = Z ((;ij—i L)+ 2 Y-
A

A

(110)

(111)

O ile pret jest catkowicie utwierdzony w punkcie A4, wéwezas nalezy
we wzorach (111) korzystaé dla katow o z wyrazenia (105) przyjmujac,
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ze t=j—1; o ile zad mozliwy jest obrét przekroju A, wéwcezas nalezy
" korzystaé z wyrazenia (106). _ '

‘W przypadku pretéw zakrzywionych rozumowania podobne do poprzed-
nich doprowadzaja do tzw. wzoréw Bresse’a, stuzacych do obliczen sta-
tycznych tukow,
 Poniewaz belke prosta mozemy uwazaé za przypadek szczegdlny preta
o ksztalcie linii lamanej, wiec wzory (111} moga byt 1 w tym wypadku -
zastosowane. :

Dla belki przedstawionej na rys. 16 drugi ze wzoréw (111) przybiera
postaé

, Ve=®glye T Yty (112}-‘
skad wobec
Te=P,, M,=0, T,=P, + P, My=—P,1,. (113}
mamy ‘
— (& -+ Pz”i‘m + (“*“ P, ;Bc)liﬂ
Yo = 3ES 2L
Pl .
m_.(Pl +Pg)l?45 | (—PZ]'BC)IAH -
P 2EJ . EJ

gdzie EJ jest w obydwo6eh czedciach belki state. :
Przesuniecie vy =9, prostopadie do osi belki wynosi wiec ostatecznie

o P, _ _P g IB_Q_-_ o be I e R
¢ T 3Rg SEJ A Z Aol
Pﬁ (ZAB+IBC)3 (115)
3y - Rys. 16

Wzory I, II i IIT na geometryczne dodawanic odkszialcen znajduja
przede wszystkim zastosowanie dia trzech nastepujacych rodzajow ram:

(1) dla jednoprzestowych ram prostokatnych,

{2) dla jednoprzestowych ram wielobocznych,

(3) dla ram wieloprzestowych.

‘Oméwimy te trzy przypadki na przykladach.

Bierzemy pod uwage rame prostokatng bezprzegubows obcigzong pio-
nowg sily skupiong P (rys. 17}, Rama ta jest trzykrotnie statycznie nie-
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wyznaczalna gdyz dwom plaskim podporom A i D odpowiada tu liczba
sktadowych reakeji szesé przy trzech réwnaniach réwnowagi.

Za schemat zastgpezy. statycznie wyzna-
czalny przyjmujemy w tym: wypadku pret

.o ] b o ksztalcie linii tamanej ABCD, utwierdzony

8 ¥ Hn] r calkowicie w punkcie A i obeigzony poza sita P
Pe ' niewiadomymi silami H, R, i M, réwnymi
skladowym reakcji odrzuconej plaskiej pod-
pory D {(na rys. 17 strzalki przerywane).

Wielkosci nadliczbowe zadania wyznacza-
my z rownan oznaczonych wyzej liczbami,
Gl N mianowicie:

D% .
G 2ot e ) w, =10,

T

§q=
By
|

% Cm uy =0, (116)
s ]

Rys. 17 _ (I11)

Rownania- te Wyrazajq réwnos¢ skladowych przesuniecia punkiu D
w schemacie danym i w schemacie zastepezym.

Zia ] °Woscl nadliczbowe zadania przyjmujemy skladowe reakeji pod-
pory A mlanovvlcze M,, R,iH,, kiore zwigzane sg z sitami M ps By i Hp
za pomocy réwnan réwnowagi.

Katy nachylenia ¢ poszezegblnych pretdéw ciggu ABCD wynosza

~dla preta AB @ == 80",
P ' BC  ¢=0,
cD == —90",

wobec czego wzory I, 1I i III przybierajg postaé

(M wp=gp+ ¢ct+ ¥,
(1f) _uD:mCh—yB—i—yD, C(11)
o (T11) ' v,=wgl+ Y.,

przy czym
We=gg T 1 wyg=gy,

gdzie kaly g i oo obhczamy z drugiego ze wzoréw (102)
Wielkosci Yyl i ¢% wynosza tu

. P(i—b)*(21 + b) o PI—Dbp

¢ BEJ, ' Yc™T9ERJ, (118)
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Po wstawieniu dogélnionych brzesuniec (117) w réwnania (116) znaj-
“dujemy stad wielkosdci nadliczhowe zadania. :

Ogblny schemat rozwigzania ramy wieloboeznej (rys. 18) przy pomi-

nieciu wptywu sit podiuznych na wielkogei statycznie niewyznaczalne jest
nastepuigey.

Odrzucamy utwierdzenie jed-
nego z koficbw ramy np. ‘B
1 zaczepiamy tu dwie niewia-
dome sity Hp (poziomg), Rs (pio-
nows) oraz moment Mg, kiére
uwazamy za wielkosel statycznie
nadliczbowe.

Na podstawie wymienionych
sit oraz sit bezposrednio do ra-
my  zaczepionych  obliczamy
przesuniecia y, punktéw o
wzgledem punktéw a-—1 w kierunku prostopadtym do x— 1,z oraz

obroty ¢. przekrojow normalnych & ramy wzgledem przekrojow normal-
nych x—1.

My

Rys, 18

Jezeli wprowadzimy oznaczenia

x—1

.
wmecpx, CUx—1:E(Px: S (119)
o T

to otrzymamy w ten sposéb zaleznoge

Wy — Wx.—1 = Qx. . (120)

Wyobrazamy sobie w dalszym clagu, Ze poszezegélne odeinki ra-
my x—1,x sa sobie réwne i e zmiana katow g, ktére tworzg osie kolej-
nych odeinkéw x-—1,x oraz L, + 1 miedzy sobg, podlegaja pewnej
regule, sa wiec znanymi funkcjami wielkosci x okredlajacej polozenie
danego odcinka w ramie. :

Wielko§ci momentéw zginajaeych M, w danym punkcie ramy oraz
odpowiednich sit poprzecznych Ty (normalnych do odcinka ramy *—1,x)
- zalezg od polozenia danego wezla ramy, wobec czego katy ¢., wyraza-

Jace si¢ wzorem

Tel? | M.l
T az
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-gdzie E, J i 1 oznaczaja odpowiednio wspélezynnik sprezystodci materialy
ramy, moment bezwladnosci jej przekroju poprzecznego oraz dtugoéé prze-
dzialu, sg funkcjami x, czyli ze

@y = F(x). {122}
W ten sposéb rownanie (120) przybiera postaé
0y — wy—1 = F(x), (123)

a wiec dochodzimy do réwnania réznicowego pierwszego rzedu.
Po scatkowaniu réwnania (123) dojdziemy do wyrazenia typu

(Ux:F1(x). (124)

Wstawiajac tu x=mn, co odpowiada zwolnionemu koficowi ramy, przed-
stawiamy kat obrotu fego przekroju w zaleznoéei od wielkoéei Hp, Rz i Mg

w,=wy,=F,(Hy, Ry, My}. (125}
Zaleznosé
wp==0, czyli Fo(Hg,Rp,Mp) =0~ {126}

da nam pierwsze réwnanie do wyznaczenia wielkosei nadliczbowych
zadania. .

Dla znalezienia poziomych (tj. réwnolegtych do kierunku AB) przesu-
nie¢ poszezegblnych wezléw ramownicy uciekamy sie do wzoru

u, :2 (o, D+ N7, (127}
i

1

gdzie y, oznacza poziome skladowe przesunie¢ vy rownych

.1

” —_— Tx 13 [
2EJ’

+

a iloczyn (wy_11) oznacza poziome skladowe przesunieé wezldw x, wywo-
fanych obrotami przekrojéw x—1 ramy o katy wx—1.

Przy x=n dochodzimy do drugiego réwnania stuzgcego do wyzhaczenia
wielkosei nadliczbowych:

up=0, czyli  F,(Hg, Rs, Mg)= 0. (129)
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Wreszeie w spos6b analogiceny do wyrazen (127) i (129) znajdujemy

X . x
or= M losal) + My, (130)
1 1
’UB=0, czyli F4(HB, RB, MB)ZO,_ (131)

gdzie v, oznacza pionowe przesuniecie wezla x, a wielkodei (et 1) 1y
oznaczajg pionowe skladowe odpowiednich przesunieé catkowitych.
Réwnania (126}, (129) i (131) Igcznie rozwigzuja zadanie.

Zastosujemy przytoczony wyzej schemat ogolny do obliczenia ramy
wieloboeznej przegubowe] obcigzonej symetrycznie.

“Przypusémy, ze rama posiada ksztalt wieloboku wpisanego w odecinek
kola i jest obcigzona w $§rodku sita 2 P (rys. 19).

. Wobec tego, ze rama jest symetryczna i symetrycznie obeigzona wzgledem
punktu Srodkowego O, mozemy rozpatrywaé¢ réwnowage tylko
jej polowy AO przyjmujac, ze jest ona w punkcie O utwierdzona,
a w puinkcie A swobodna 1 obeig- ' '
zona znang sita R=— P i niezna-
ng H. Numeracje wezldw be-
dziemy prowadzili od &rodka
ramy do punktu A, czyli od O
do n. Dlugosé 1 Roszczegblnych
przesel ramy x—1,x jest, jak
wyzej, wielkoscig stata. W danym
razie réwniez i By = = const.
Poszezegoine przesta «—1,x ra-
my beda nachylone wzgledem .
poziomego kierunku 4B pod Rys. 19
katem xp.

Sile poprzeczng w wezle x znajdziemy droga rzutowania sit H i R
na kierunek normalny do osi przedziatu € — 1, x:

Tv=Hsinxp— Pcosxf. (132)
Moment zginajacy w punkcie x wynosi
My=Hhy— Pk,, ' {133}

gdzie hy 1 ks (rys. 19) oznaczaja odpowiednio ramiona momentéw sit H
i R=P. '
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ie rzutéw na kierunek pionowy poszczegol-

n(x 1) 4 '%L..s'iﬁ (x+2)p+---+sinnf] = (134)
—1sin [(w +np+ I 5] snt %L

2 ﬁ
2
=t (CDS x f cos 1 —sinx fsin b COs — 2ntl f}) .
. B 2 2 2
2 sin_
2
Odpowiednio dla k; otrzymujemy ,
=1lleos(@x+ 1) +cos{x+2)f+ -+ cosnp] = (135)
—~Icos [(x +18+ ———---ﬂs] e
2 B
. sint
2
——(l— (smxﬁcos s + cosxﬁsm'—gﬂ—wsmgn; lﬁ).
Zsin g ,
2‘ .
Wyrazenie (121) przybiera wobec tego postaé _ :
gr=FflHsinzf—flPcosaxp— (136)
—wﬂ%~ (cos xp cosg———smxﬁsm -'-g——co %+ ﬁ) +
sin -
2
= Jir (sm;c,ﬁcosE + cosacﬁsm ﬂ_sm 2 ﬂf +1 ﬁ)
B 2
sin- ,
2 R . .
=asinxf+beosxf + ¢,
gdzie .
_. L I 2_n_+_1_ 2n+ 1
F=5u7 o= ﬁ{Hco B+ Psin™=, 5)]
- siny (137)
a:fchtgvg, b:lectg%. l

Dochodzimy w ten sposob do roéwnania roznicowego
mx—wx_1:asinxﬁ+bcos:cﬁ 4+ ¢ (138)

Dyskusje tego réwnania pomimo jego prostoty przeprowadmmy nizej
w sposéb ogdlny. :
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Calka rownania {138) przedstawia sume _
o, =2+ 2, . (139)

gdzie 2% oznacza pewne dowolne rozwiazanie szczegdlne, z, za$ rozwigzanie
odpowiedniego rownania bez wyrazu wolnego.

Rownanie charakierystyczne rdownania réznicowego (138) bez wyrazu
wolnego, czyli réwnania

Wy — wr—1—=0 | (140)
ma postac
Pl =g r—1=0, (141)
skad r=11 |

Zy=D-1¥=D, {(142)
gdzie D jest dowolng wielkoscig stals. ‘ ‘
Calki szezegolnej 2% réwnania (138) poszukujemy w postaci

De=Asinxf+ Beosxp+Cux, : (143)

gdzie A, B, C sa to stale calkowania. Ostatni wyraz wzoru (143) ma
wiasciwie posta¢ Cx-+ 1%, co oznacza, 2e cala funkcja poprzedzajgea 1¥ po-
" siada potege o 1 wyzsza od potegl odpowiedniej funkeji przy wyrazie ¢
rownania (138). Thumaczy sie to tym, Ze 1 jest w danym razie pierwiast-
kiem réwnania charakterystycznego (141), co nie ma miejsca w zastoso-
waniu do dwoch pozostalych wyrazdéw catki (143).

Wstawiajac wyrazenie (143) w roéwnanie (138} znajdujemy

. wy == Asinxf - Beosxf -} Cux,
wri=Asin(x— 1)f+ Beos(x—1)§+Clx—1),
sinwf(A—Acosff —Bsing) -+ cosxf(B+Asinp—Bceosp) + C=
=asinxf + beosxf e,

(144)

skad przez przyréwnanie wspélczynnikéw przy tych samych funkcjach
trygonometrycznych znajdujemy

A TLP s ﬂE 2 B

A== g ctg + ctg 9 (145)
RH B QP LB

B= 5 ¢ tg 5 5 cig 5 : (146)

C—me—=— T (H cos 22 F L g4 pain 3—’5‘-;5~1- ﬁ). (147)
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trzymujé}ny'h'a.s tepujgce rozwigzanie réwnania (138):
‘¢ = Asinzf + Beoszf + Cz + D. (148)

7arunki brzegowe wskazuja, ze przy £==0, 0, =0, a wiec 0 =B + D,
D—""—B ‘wynika to stad, ze wobec symetrii ramy przekréj 0 nie ulega
“obrotowi przy odksztalceniu sie ramy.

Poniewasz mamy do czynienia z ramg dwuprzegubows, Wiec wielkosé
‘'statycznie niewyznaczalng zadania, sile H, otrzymujemy z réwnania (129),
przy czym up wyrazamy za pomocg wzoru (127). Pierwsza czesé ofrzyma-
nego w ten sposdb wyrazenia przybiera postaé

’ n—1 n—1

Z{wx_ﬂ)—zmlsm z+1)g= Z(Asmxﬂ+Bcos:cﬁ+

n—1i .

+Cx—B}{sinxfcos§+ cos zf sinf)="_" cos ‘82 (1—cos2xp)+

n—1 n—1

—cosﬁZsm 2:106—!—“511'1192311123:,84" (149)

-1

2(l—l—cos2xﬁ)+CcosBstinxﬁ+
i 1

i—1

+Csinﬁchos;cﬁmBsin(m—{—l)ﬁ.
1

Bsmﬁ
2

Wystepujace tu sumy réwnajg sie odpowiednio:
n—1 .

lenwl,
1

n—1

. 1
Zcostﬁ=cos(n—-1)ﬁsmnﬁ sin g -1,

n—1

Z sin 2xf=sin{n—1) f sin nﬁgirll—ﬁ’

n—~I .
Z xcosxf == 2(1—~cosﬁ) In cos (n—1)p—(n—1)cosnf—1], (150)

11%1

.szinxﬁ=m[sin(n~—i)ﬁﬁ(n—l)sinﬁﬁ],

(SN : n—2\ . (n—1f 1
;‘sm(m-!-l-)ﬁ:sm(ﬁﬁ— 5 ﬁ) sin-— | Sinﬂ.
2
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Drugi wyraz wzoru (127) przybiera postaé '

Z Y= 2 YeSinx g, | (151)

gdzie :
Ty 1P M, 1 2
yx=3’fEJ + zgfzgﬂﬂi‘ﬂ-ﬂ%- (152)

Wobee zaleznodei (132)}(135) wyrazenie (1b2) przeksztalca sie w na- :

stepujace:
2 erer 2 ' '
yngle sm.:cﬁ——g—fl cosxf + : {153)
+ - JiH (cos xf cosﬁ - sin xf sin f— cos Eﬂ—l— ﬁ) 4+
- . B 2
2 8in—-
2
+ L (sm xp cosﬁ +-cos xf smﬁm sin ——— 2n 1 ﬁ) =
. B 2 2
2 sin -
2 .
=Fsinxp + Geosxf + K,
gdzie
F=0,167Tf1H 4 0500fLP ctg%, (154)
G=—10,167fIlP | 0,500f1H ctg~'g—, {(155)
K:_iﬁﬂ(H cos—zwﬁzj——];ﬁwi—Psinw%ﬁ;wilﬁ). (156)
2cos ‘ '
2
‘Wreszcie

Z @x.:&z Yx sin mﬁ:Z(Fsinxﬁ+Gcosxﬁ—l— K)sinxff= (157)
1 1 1 ’

'F n ’ G h1 . o
=E—Z(1—cos2xﬁ)-‘§~w2“;s;n2xﬁ+KZs1nmﬁ.

Sumy wchodzace w wyrazenie (157) obliczamy ze wzoréw (150) wsta-
wiajge w nie zamiast n wielko$¢ n+1, co odpowiada zmianie granic

sumowania.
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7y dla’ wspélezynnikéw A, B, C oraz -wy-
spblezynnikéw F, G, K moglibyémy nadaé réwnaniu

S . . 1 - :
Dlocdsin@+ 1)+ My.sin g=0 (158)
1 i -

"'po'Sfaé bardziej zwarta, nie byloby to jednak celowe, gdyz wprowadzaloby
funkcje trygonometryczne nowych katéw i nowe wielkodei do obliczenia. .
Nalezy wigc zalecié korzystanie z wyrazen (149) i (157) bezpodrednio
obliczajac je za pomocy wzoréw (150) i wstawiajae otrzymane wielkosci
W rownanie (158), z ktorego zostanie wyznaczona wielkose nadliczbowa
zadania. -

Dla przykladu zakladamy $—9° i n=10, po czym obliczamy

sumy _(150): ’
n—1
2 1==9,000,
=
n—1 .- a—t
uir _ —
% sin2xf=6,320, 12(:032:@6’;0,
”._1 n—1 . .
2 xsinxf=35700, . Z x cosxf = 22,910, (159}
i H
# n—1
‘;coszxﬁ:—l, _;‘sm_(x—kl)ﬁ:ﬁ,ml,
_;‘smxﬁze,wu, ;‘smzxﬁzs,sm.

Wspdlezynniki A, B, C, F, G, K otrzymajq_ fu wartosei nastepujace:
A=80,650fIH+ 6,353fLP,
B= 6,353 flH—80,650fLP,
C= 1,000flH— 12,706 fIP,

) F= 0167f1H 4 6353f1P, (160)
G= 6,353f1H-— 0,167f1P,
K=-—0,039f1H 40,500 f1P.
Suma (149) rowna. sie wiec
E‘I wslsin(x + 1) =605,1 flH — 4574 f1 P, (161)
1




a suma (157)

Z yesinx f==20,71F1 H + 32,0871 P. (162}
R 1

Réwnanie (158)', a Wiec_ takze (129), przybiera wobec tego posta¢

625, 7f1H—4953flP =0, (163)
skyd _
H—0682P. ' (164)

Zauwazy¢ nalezy, ze dla tuku kolistego w ten sam sposéb obcigzonego
co rozpatrzona rama i opisanego dookota tej ramy otrzymalibysmy

H = 10,636 P, - (165)

t]. parcie poziome mniejsze. .
Przypusémy dalej, e do omawianej wyze] ramy zaczepiono w po-
szezegblnych weztach x rowne sobie sity P. W zwigzku z takim obeig-
. zeniem nalezy uzupelnié wzory
(132) 1 (133).
Sita poprzeczna w przeslex- -1, x
w zalezno$ci od samych tylko sit P
wyrazi sie wzorem {rys. 20}

Tt=(n—2a)Pcosxf. (166)

Niech bedzie P, siltg zaczepio--'
na do jednego z wezlow zawartych
miedzy weztami x i n, a k ramie-
niem momentu te] sity wzgledem
punktu x; w tych warunkach czesé momentu zginajacego M. zalezna od
sit P, bedzie réwna -

Rys. 20

n—1 n—i-
M, = M'P; ks =P Mk, _ (167)
x+1 x+1 ’
gdzie dla k, mozemy skorzystat ze wzoru {135) przyjmujac n =s;
ks =-————1[sin xf cos ﬂ + cos xf8 sin ﬂ —-sin ES—J}_ 1,6 . {168)
. B 2 2 2
2 sin )

Aby obliczy¢ sume (167), nalezy pierwsze dwa wyrazy ujete w na-
wiag we wzorze (168) powtdrzyt (n—1-—x—1 1), czyli (n-—x-—1)
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tu przed.s'té\#ri'a]: sume, w ktérej s zmienia sie

= Sln[(_%ﬁ+m)ﬁ " ﬂ] + sin [(; + 3:),8—!— Zﬁ] + .. (189)

-:'Da'vKrYZna-ézernfa sumy (169) mozemy korzystaé ze wzoru (134).
~ Fatwo stad wysnué wniosek, ze moment M; bedzie mial postac¢

M, =@, xsinxf+ b xcosaxf ¢ sinxf+ d, cos xf+ ey, (170)

Wyrazenia dla sit poprzecznych i momentow zginajacych olrzymamy
dodajge do wyrazen (132) i {133) 'wyrazenia (166) i {I70), wobec CZego
zamiast réwnania réznicowego typu {138) otrzymamy przy danym obeia-
zeniu ramy réwnanie typu

Wi~ —=axsinxffbrcosxf-tesinxf+deosxf e, (171)

Catkowanie réwmnania (171) odbywa sie wedlug tego samego schematu
co W zadaniu poprzednim,

Poniewaz lewe strony réwnan (138) i {171) sg w obydwdch wypad-
kach te same, rozwigzanie 2z, réwnania bez wyrazu wolnego jest TOWDNDiez
w obydwéch wypadkach to samo.

Rozwigzanie szczegblne réwnamia (171) zajdziemy tu w postaci

zngaésinxﬁ+B;c cosxf+ Csinxf+ Dcosaf |- Ex, (172)

gdzie wielkosci 4, B, C, D, E zostang wyznaczone przez przyréwnanie
do siebie wspodlezynnikéw rownania (171) przy tych samych funkecjach
zmiennej x po obydwdch stronach réwnania.

Warunki brzegowe zadania sa tu te same co w zadaniu poprzednim.

Gdy kat g nie jest wielkoscig stalg, lecz pewny funkeja zmiennej x,
lub gdy sity P nie s sobie réwne, stowem gdy prawa strona rowna-
nia (123) badZ jest bardzo ztozong funkeia x, badz tez nie daje sie przed-
stawi¢ bezposredhio jako funkcja x, musimy uciec sie do przyblizonego
rozwigzania wspomnianego réwnania droga zastgpienia prawej jego czesci
przez pewna funkeje catkowity wymierna.

Prawa cze$é réwnania (123) przedstawia wyrazenie

_ TP M1

@, = *’*‘FE",

¥ 2RJ (173)

w ktérym T, oraz M, zalezg zar6éwno od nieznanego parcia poziomego H,
jak i od danych sit P. Niech bedzie wobec tego

Te=T,+1T,, (174)
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Mx:M1+Mz, - (175)
T ML T, Myl
=3g; " gy Togr gy HLtF, (176)

gdzie wielkosci T, 1 M, s pro-
porcjonalnie do H, a T, i M,
zalezg od P.

Funkcje
T M
Fi=gegst H BI’ (177)
_ T M
Fo=m5r T gr (178)

mozemy przedstawi¢ na wykre-
.sie za pomocyg wzorow (1332)
i{133}; dla przyktadu na rys. 22
przytoczone sg krzywe wyra-
Zajgce momenty Hh., Rk, oraz
momenty M, zalezne wylgcznie
od obeigzenia P dla ramy, kto- Rys. 21
rej polowa przedstawiona jest '
na rys. 21. Otrzymane w ten sposdb krzywe zastepujemy przez krzywe
interpolacyjne drugiego, trzeciego i wyzszych stopni w zaleZnosei od ksztal-
tu wykreséw i od pozadanej do-
My kiadnoSei obliczenia. Krzywe
te zawieraja odpowiednio trzy,
cztery 1 wiecej niewiadomych
wspblczynnikdw.

Wybieramy na wykresie
szereg punktéw charaktery-
stycznych 1 wyznaczamy nie-
znane wspbleczynniki wzorow in-
terpolacyjnych w ten sposob,
aby te wzory czynity zado$é
wartoéclom wspolrzednych dla
obranych trzech, czterech lub
odpowiednio wiekszej liczby
punktéw wykresu. Ofrzymane
ta droga przyblizone funkcje F,

i F, nakladamy rysunkowo na funkcje bezposrednio otrzymane i spraw-
dzamy, czy oba rodzaje krzywych pokrywaja sie z dostateczng doklad-

Rys. 22
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noscia, przy czym dokladno$é 2-3% moze tu by¢ uwazana za wystarcza-

jaca. :
Przedstawiamy wige np. w nastepujacy sposob funkecie F, i F,:

Fi==a,2" + b, m2+c]m+d,_, | (179}
Fo=a,x* +byx’ +cyx+dy, , (180)
skad dla funkeji @« dochodzimy do wyrazenia typu
ga,r:aar.3+b:c2+éw+d, - (181}
gdzie |
a.::HalJrag,' b=Hb, +b,, (182}
c=He -+ ¢, ‘ d=Hd, 4+ d,. ,
Réwnanie (123) przybiéra w tym przypadku postad
o),v—o;_v_1$ax5 —{—b;c_'3 +bx +d. (183)

Rozwiazanie tego rownania jako réwnania bez wyrazu wolnego podaje
omoéwiony wyzej wzor (142). Gdy chodzi za§ o catke szczegdlng rowna-
nia catkowitego (183), to powinniSmy jej poszukiwaé w postaci

a) .

O —=(Ax! +Bx®+Cx?-+ Dx)- 1. 184}
Ads 8.3, 0 3, F I 0H 2o = +Bat+Cx*+ Da) (184)

by ( { L 3 ' . - -
ﬁ:_"‘ A I A L‘F = Funkcja catkowita wymierna stano-
T pla flats g <t R wigca poszukiwane rozwigzanie posiada. -

stopiet o jednod¢ wyzszy niz funkcja.

b ) F R Re przedstawiajaca ostatni wyraz réwnania
_ (183), gdyz 1 jest w danym razie jed-
bt T nokrotnym pierwiastkiem réwnania cha-
ks, l A Hy R rakterystycznego.,
IO Dalsze obliczenie ramy wielobocz-
!,93 nej odbywa sie wedtug schematu po-

Rys. 23 danego wyzej i sprowadza sie do sumo-

‘ wania szeregow 3zt Y, Ya?, Y.

Weimy wreszcie pod uwage czteroprzeslows rame prostokatng
(rys. 23¢). Obliczajac ja droga dodawania odksztalcen preyimujemy za
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wiclkosci- statycznie niewyznaczalne 5 sktadowych reakeji Ry, Ry, Hy, Hy 1R,
(rys. 23b), wobec czego zastepezym schematem statycznie wyznaczalnym
staje sie rama dwustupowa CBFG (rys. 24a) o jednej podporze przegubo-
wej, a drugiej przegubowo-przesuwnej. . '

Jezell wynikiem obliczenia maja by¢ linie wplywowe dla momentdw
zginajacych w ramie, jak to zwykle bywa w przypadkach prostokainych
ram wieloprzestowych, umieszezamy w przedziale AB silg P =1 w od-
leglosci zmienne} x od punktu A, nastgpnie zad przenosimy ja na przgsio
BD ustawiajgc w zmiennej od-

legtoéei  od punktu B. W prze- a) :’i-i '

stach DF i FH otrzymamy rzed- ] : 8 . b : F u

ne linii wplywowych na pod- I:*j b ":f

stawie symetrii ramownicy bio- LS et L, _ts Ks 4

rac pod uwage, ze sila P usta- )

wiona w przesle DF lub FH wy- Ry _

woluje reakeje Ry, Ry, Ry, Hy Hy ﬁ\' b ‘BM‘ 5 d) .

réwne odpowiednio reakcjom o ’

R,, Ry, — H,, — H, wywolanym

przez sile P ustawiong syme- ¢ AF  GS—wH,  Hpe-—if

trycznie w przesle BD lub AB. s c) ; 8)
Przesuniecia punktdéw . od- : g C £

rzuconych podpdér mnadliczbo- Tﬁ’a

wych, a wigc punktéw zacze- cé A b | ¥

pienia sit R, Ry H,, H, i R, Rys. 24

w kierunku ich dziatania, ozna-
czamy odpowiednio PIZCZ V,, Uy, Vs, Us, Uy Wielkodel tych przesunieé jako
funkcje wielkosei statycznie nadliczbowyeh wyznaczamy rozpatrujac od-
ksztatcenie ramy dwustupowej przedstawionej na rys. 24b, kolejno pod
dziataniem poszczegdlnych sit obeigZzajgcych rame zg@dmwe' ze schematami
uwidocznionymi na rysurkach 24b-24d. Na rysunkach {ych przez
M,, Mi i M, oznaczone zostaly, dla uproszczenia obliczen, momenty sit
niewiadomych zaczepione w odpowiednich wezlach, tak ze np. My= H,h.
Dla damnego polozenia sity P oraz dla 5 wielkosei nadliczbowych wy-
znaczamy przesuniecia .v,, v,, Vs, U i Us sposobem momentéw widrnych.
W ten sposob otrzymujemy kazde z przesunieé v, vy, v, 4y 1 %, jako
inng funkcje tych samych wielkosci x, M,, Mi, ﬂ_d's, R,, H, dla obliczenia
za$§ pieciu wielkoSei statycznie niewyznaczalnych ustawiamy pie¢ réwnati:

v,=0,  v,=0, v,=0 wu,=0 wu=0 © (185)

z ktorych wyznaczamy warioscei rzednych linii wplywowych poszezegol-
nych wielkodei statycznie niewyznaczalnych.
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ania té.'d.la .sii.ly P zaczepionej np. w przesle AB przybierajg postaé
ujaca; |
3R, —3P(L,—x) + 3R, 1 —2 Ryl—6H,h—38H,h=0,
2 %h'ﬁ(ﬂa +2H,)—31[2R,1, + 2R, 1, —
3
—2P(i—w)—Ryl—2H,h— 4 H,h] =0,
Js oy To s
41}; (Hy+ H,) +4Ih H,—31[R,1, +

H3R U —3P(—x)~3Hh— Hyh—Ryl— 4 H, h| —0, (186):

J . .
2 J—‘f [2 Ri@——zpal—«xl)*—w-apx_l (i— 2] +L,1[4R, 1, +
+8R L, —8P(l,—x,) -8H,h— 3 R,I— 12H,h—H,h] ==,
4%1{51; 4R, —4P(,—x)—4H,h+

+8R;l, —3R,1—12H,h+ Hyh] = 0.

Podobne uklady réwnan otrzymujemy dla sity P zaczepionej w przesle-
BD oraz dla wahat temperatury. _

Uklady te rozwigzujemy droga kolejnego rugowania niewiadomych;
bo czym rozwigzania dla wielkodei statycznie niewyznaczalnych mogy byé:
przedstawione jako funkeje odeietych punktu zaczepienia sity P.

-

IV. O ROWNANIACH ENERGII SPREZYSTEJ

1. Rozwazania ogélne

Zastosowanie geometrycznych sposobéw badania konstrukeji preto--
wych, omdwione w rozdziatach 114 IT1 dla brzypadkéw pretow rozeiggano-
- Sciskanych i zginanych, znajduje uogélnienie w oméwieniu réwnarn energii.
sprezystej. Chodzi tu w szezegldlnodel o wykazanie mozliwosei stosowania
do ukladéw pelnych twierdzer wyprowadzonych dla belek kratowych.

Méwige o réwnaniach energii sprezystej mamy na widoku réwnania.
- wyrazajace zalesnosé miedzy nastepujgeymi trzema rodzajami wielkogei.
tub przynajmnie;j migdzy dwiema sposréd nich, a wiec

(1) miedzy vogolnionymi sitami @ wzrastajgeymi w sposéb ciggty-
i nieskoniczenie powolny, '

{2} miedzy uogblnionymi przesunieciami (wspblrzednymi) g punktéw-
zaczepienia sit Q 1 : :
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(3) miedzy energig sprezysta V nagromadzona w danej konstmkc)l.
w czasie wzrastania sit @ od zera do ich wartoéci ostateczne].

Réwnania dotyczace energil sprezyste] 53 uzytecznym Srodkiem przy
rozwigzywaniu szeregu zagadnien statyki budowli i stanowig ulubiong
metode pracy wielu uczonych, przede wszystkim statykéw niemieckich.
Sprecyzujemy przeznaczenie fych réwnan.

Do obliczenia energii sprezystej nagromadzonej w danym ciele korzy-
stamy z rownania Clapeyrona

v:%zm. (187)

Réwnanie to doprowadza w sposdb prosty do przedstawienia energii
potencjalnej ciala sprezystego w postam jednorodnej funkeji sit drugiego
stopma

V=2m - Q+ Tm,Q,Q;, (188)

gdzie wspblczynniki m; 1 my nie sg zalezne od sit.
Z drugiej strony, ilos€¢ energii sprezyste] nagromadzone; w danej kon-
strukejl wyrazié mozna za pomocs Wzorlu

meVTda:dydz, ' (189}

gdzie V' wyraza ilo§¢ energii magromadzone] w szeScianie o krawedzi
rownej 1, wyjetym z ciata odksztalcanego, a wielkosci dx, dy, dz wy-
razaja dilugosei krawedzi niegkonczenie matego prostopadioseianu.

Réwnanie (189) wyplywa bezposrednio z okredlenia energii sprezyste]
jednostkowej i z przyjetego na ogél w statyce, a omoOwionego wyzej spo-
sobu wzrastania sit @ i wobec tego wilasciwie nie nalezy do grupy oma-
wianyeh tu rownan. Lgceznie jednak z rownaniem C lapeyrona przcz
zestawienie dwoéch régmych wyrazehn dla energii sprezystej daje ono moz-
nogé tatwego obliczenia odksztalcen w razie, gdy mamy do wyznaczenia.
przesunigcie w punkcie zaczeplenia i w kierunku dziatania sily skupionej,
lub gdy mamy do wyznaczenia cbrot w punkcie zaczepienia momentu.
Zestawienie dwoch wspomnianych wyrazen dla energii sprezyste] przed-
stawia wladciwie ty]ko odmienng forme réwnania Clapeyrona '

Do wyznaczenia odksztalcen stuzy najezeseie] iwierdzenie Casti-
gliano. '

Xy, (190)
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staty'cznié' niewyzna-czahnych korzystamy

%:0 (191)

Tub tez z twierdzenia Beftiego zwanego twierdzeniem o wzajem-
nosci przesunieé ‘

2 Q=3 Q" 0 : (192)

gdzie wielkodei- @' i q odpowiadaja jednemu, a Q" i Oy drugiemu ukla-
dowi sit zaczepionych do te] samej konsirukeji. :

Szezegblny przypadek twierdzenia Bettiego przy jednej sile @ .
nazywarmy twierdzeniem M a x wella,

Wzory {187} - (192} dofycza w rownej mierze ukladéw petnych jak
Ekratowych.

Nie wdajac sie w historie powstawania omawianych réwnan zauwa-
zvt jednak nalezy, ze niektére z nich zostaly pierwofnie ustawione dia
ukladéw kratowych, nastepnie zad rozpowszechnione i na uktady pelne
(np. twierdzenie Menab red, inne za$, na odwrét, udowadniane bytly
z poczatku dla u=kladéw-p-e1'nych, pozniej zas dopiero byly zastosowane
1do uktadéw kratowych (np. twierdzenie Clapeyromn a).

Uzasadnienie twierdzen dotyczacych energii sprezystej woprzypadku
ciai peinych opiera sie w zasadzie na réwnaniach ogélnych teorii spre-
zystodei, wyprowadzenie zag tych réwnan dla kratownic odbywa sie na
podstawie wzoru (1), czyli wzoru Maxwella i Mohra, _

Wyprowadzenie réwnan energii sprezystej dla cial pelnych jest znacez-
nie bardziej zlozone niz uzasadniernie tych samyech réwnan dla uktadéw
kratowych. Wobec tege zmierzajac do uproszezenia wykladu réwnan
energil sprezystej dla ciat pelnych, autorowie wspolezesnych podreczni-
kéw statyki ida w dwach kierunkach. Jedni, mianowicie, upraszcezajg bez-
‘posrednio uzasadnienie pierwotne odrzucajae pewne subbelnosei W rozu-
mowaniu i dbajge raczej o algebraiczng poprawnosé dowodzenia, drudzy
korzystaja réwniez i w danym wypadki z wywodéw przeznaczonych dla
uktadéw kratowych.

Prerwsi nie odbiegaja wprawdzie, lub przynajmniej nie odbiegaja .

Pozornie, od schematy statycznego ciala pelnego, zmuszeni jednak do ko-
hieczne] w podrecznikach zwigziodei decyduja sie nieraz na pewne nie-
Jasnosei wyktadu.

Drudzy idac za przyklademn Mohra i wyrzekajge sie przy Wypro-
wadzaniu réwnan energii sprezystej schematu ciala pelnego na korzyseé
kratownicy, uogtlniaja nastepnie swe wywody drogy twierdzenia, ze
kazde ciato pelne moze byé uwazane za kratownice przestrzenng o nie-

48




skonczenie wielkie] liczbie pretéw nadliczbowych 1 7e wobec tego row-
nania energii sprezystej wyprowadzone dla kratownicy mogg byé bez dal-
szych dowodéw rozpowszechnione i na konstrukeje pelne,

To ostatnie twierdzenie oparte jest na przedstawieniu ciata gprezy-
stego jako zbioru punktow materialnych, miedzy ktérymi dzialajq sity
proporcjonalne do wzajemnych. przesunie¢ tych punkiéw i skierowane
wzdtuz igezacych je prostych. W ten sposdb pomyslany schemat ciala
sprezystego nie przeczy wprawdzie prawu Hooke’ g, nie gpetnia jednak
charakterystycznego dla pracy sprezystego ciala pelnego warunku, mia-
nowicie nie odpowiada mu co do lczby stalych sprezystosci. .

Chodzi o to, ze w razie przyjecia dla ciala sprezystego schematu kra-
townicy mamy do czynienia z jedna tylko staly sprezystosci, ze wspol-
czynnikiem E, w danym razie charakteryzujacym zaleznosé miedzy prze-
suwaniem sige wezidw kratownicy a silami dzialajgcymi miedzy nimi.
- W przeciwienstwie do tego w ciele sprezystym jednorodnym pelnym,
uwazanym za sprezyste continuum, mamy «do czynienia w ukladzie pla-
skim z dwiema niezaleznymi od siebie wielkoSciami stxaiymi, a wige poza
wspolczynnikiem E jeszcze ze wspotezynnikiem Poissona pu.

Poglad na cialo sprezyste jako na zbior punktow materialnych, a wigc
poglad doprowadzajgey do schematu kratownicy, czyli do tak zwanego
modelu Naviera, jest obecnie pogladem przestarzalym, gdyz wszyst-
kie nowoczesne badania maukowe w zakresie teorii sprezystodei oparte
s na zaloZeniu sprezystego continuum, czyli modelu Cauchy’ego.

Stad wyplywa nie dajaey sie w zasadzie odeprzed¢ zarzut niewspdi-
czesnodci, jaki mozna by postawié sposobom wyprowadzenia rownan
energii sprezystej, opartej na teorii kraty. Nie wydawaloby sie tez stusz-
nym odpieranie bego zarzutu przez powolywanie sie na najnowsze badania

-z zakresu budowy materii, gdyz badania te stoja jeszcze dosé daleko
od potrzeb praktycznej teorii sprezystodei. '

Z drugiej strony, proste a jednak Sciste i pozbawione niedombéwient

~uzasadnienie wzoréw (187) - (192), tak nieraz uzytecznych w pracy inzy-
niera, jest rzeczy konieczng.

Z tego powodu nalezy sie zastanowié nad tym, czy nie mozna by w ten
sposob praktycznie ograniczyé obszaru stosowalnosci réwnar dotyczacych
energii sprezystej, aby ‘w tym obszarze wyprowadzenie ich na podstawie
teorii kraty bylo zgodne =z ogélnie przyjetymi zatozeniami mechaniki
budowli i dotyczylo w réwnej mierze ukladéw pelnych jak kratowych.

Ograniczenia, o ktérych mowa, dotycza po pierwsze typu odksztaices,
po witore rodzaju naprezen i po irzecie sposobu zaczepienia sil zewnetrz-
nych, ; ' .

Zestawiajae przypadki, w ktérych réwnania energii sprezystej znajduja
zastosowanie, z rodzajami konstrukeji pelnych, dla ktéryeh to zastoso-
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kbrzyfsth‘e,'latwO spostrzegamy, ze wchodzg tu w gre przede
i1 péiy'piasdkii' zginania zaréwno elementéw konstrukeyjnych pro-
stoliniowych, jak i krzywoliniowych. Mamy tu wiec przede wszystkim
na widolku belki proste, na ktore zadne sily podiuzne nie dzialajs, nastep-
i’ij'.e'.‘—r.'amy, w ktérych obliczeniu statycznym rzadko tylko sily podiuzne
~ brane sa pod uwage, wreszeie tuki, w ktérych obliczeniu wprawdzie sily
podiuzne zwykle uwzgledniamy, w ktérych jednak wplyw decydujacy na
naprezenia maja zwykle momenty zginajagce. W przypadkach samego
tytko rozciggania lub Sciskania wyprowadzenie réwnan energii sprezy-
ste] nie nasirecza zadnych trudnosei,

Dalej nalezy stwierdzié, ze w wyjatkowych tylko przypadkach przy
wyznaczeniu odksztalcen konstrukeyj budowlanych lub tez wielkodel sta-
tyeznie niewyznaczalnych uwzgledniamy wplyw naprezen stycznych na.
obliczane wielkoséci, czyli liczymy sie z przesuwaniem wewnatrz cial od-
ksztalcanych. :

Wreszcie ogromng wigkszode konstrukceyj budowlanych i wszystkie
nieomal konstrukcje mostowe rozkladamy zwykle w obliczeniu statycznym
na elementy plaskie. W obliczeniach za$ dotyczacych konstrukeyj prze-
strzennych zwykle wymagania co do Scistoscei bywaja niezbyt surowe.

Twierdzié mozna z caty Smiatodcig, ze poza ograniczonym w ten spo-
s0b zakresern pozostaje juz tylko bardzo niewiele praktycznych zagadnien
statyki konstrukcyj pelnych, zagadnienia za§ o charakterze badawczym
nie bywaja ha ogdl rozwigzywane za pomoca réwnafn energii sprezystej.
Dla takiego zakresu konstrukey], jak to zostanie omoéwione mizej, réwnania
' energii sprezystej rnogé byé wy-
N prowadzone na podstawie teo-
DI A rii kraty juz bez Zadnych za-

i strzezen.

\ ‘ Poniewaz ograniczylismy
= \ rozwazania do ukladéw pla-
Z T skich, nie ma potrzeby trwaé tu
przy opisanym wyze] modelu

Rys. 25 ciala sprezystego jako kratow-

- nicy przestrzennej, lecz moze-
my przejs¢ do prostszego schematu kratownicy plaskiej, co znacznie ula-
twia rozamowania.

Dla uproszezenia przerobek matematycznych, nie wzbudzajacych
zreszty w danym zadaniu wigkszego zainteresowania, obszerniej cmawia-
my tu tylko majprostszy, lecz zarazem i najwasniejszy schemat kratow-
nicy o pasach réwnoleghych, przedstawiajgey niejako model pelnogeiennej
betki pryzmatyczne] w dwoch punktach swobednie podpartej. Kratownice
te bedziemy uwazali w dalszym ciggu za statycznie wyznaczalna, posia-

(S~
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dajgca np. krate w rodzaju przedstawionej na rys. 25, cho¢ bardzo gesta.
Przez podobne przyjecie oddalamy sie jeszeze bardziej od modelu Na-
viera w ktorym kazdy wezel powinien byé polaczony ze wszystkimi
innymi weztami; powstajgey w ten sposob nowy model lub schemat sta-
tyczny, aczkolwiek bardziej ograniczony co do swej ogblnodei, nadaje sig
jednak z powodzeniem do obliczenia ugie¢ belki pelnoscienne;..

Stosujac dalsze rozwazania do belki w dwéch punktach swobodnie pod— R

nartej lub belki utwierdzonej w jednym koficu 1 swohodnej w dx*ugn:n-

zauwazamy przede wszystkim, Ze wszystkie réwnania energii sprezystej -

mozna ujaé¢ w jedno réwnanie symboliczne
' F(Q, V) =0, (193)

w ktérym zreszta wielko$é V nie zawsze wystepuje w sposéb WYyrainy.
' Aby uzasadnié¢ stosowanie kratownicy jake modelu statycznego belki
pelnodciennej, ustalamy (przede wszystkimy} warunki, ktérym odpowliadaé
powinna kratownica przedstawiona na rys. 25, aby te samé wartosci
Q, 1 i V czynily zado$¢ rownaniu (193) zaréwno dia kratownicy, jak
i dla belki pelnosciennej o te] samej rozpietodei i o tym samym sposobie
podparcia (rys. 26). Zaktadamy tu oczywiscie, ze funkeja F zachowuje ten
sam ksztalt w obydwoeh wypadkach.

Kratownice przedstawiona.na rys. 25 uwazamy za przegubowg oraz
odpowiadajaca wszystkim zalozeniom teorii kraty i zaczepiamy do niej,
np. do jej gérnych weztdw, szereg

sit P dziatajgeych prostopadle do de

osi paséw i oddalonych od lewe]j LN L

podpory belki o d. Z drugiej stro- M !D'

ny, na gornej powierzchni belki 1. - ; mgn, = . 4
petnosciennej przedstawionej na =

rys. 26 1 wykonanej z tego samego o 7 -
materiatu ustawiamy sity roéwne Rys. 26

omowionym sitom P 1 ustawione
od lewej podpory belki w tych samych odleglosciach d co 1 tamte. Tego
rodzaju obeigZzenia obydwéch belek mozemy uwazaé za identyczne, gdyz-
zar6wno wykresy momentéw zginajgcych, jak i wykresy sit poprzecznych
w obydwdéch wypadkach sa fte same. Ma to miejsce w danym wypadku
niezaleznie od kiztaltu i wymiaréw poprzecznych obhydwéch belek. Przy
pominieciu wplywu naprezen stycznych na zginanie, ksztati przekroju po-
przecznego belki pelnoicienne] pozostaje bez znaczenia dla dalszych roz-
wazan. _ _

W mysl zasady zesztywnienia ani w obliczeniu statycznym kratownic,
uni tez w obliczeniu belek pelnogciennych nie bierzemy pod uwage wply-
~wu odksztalcert poprzecznych na naprezenia normalne, nie mamy wiee
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powodit uwzgledniat go tes i przy obliczaniu energii sprezystej nagroma-
"dzbiie'j w tych konstrukcjach; pomijajac za$ fe odksztatcenia przyjmu-
“jemy tym samym, Ze wspolezynnik Poissona rowna sig 0 w ohy-
dwoch wypadkach. Ma to miejsce w belkach o malej szerokosei i nie do-
tvezy plyt.

2. Obliczenia pordownawcze

Obliczenie uglema belki petnosciennej w pewnym punkme D (rys. 263,
czyli prostopadtego do osi belki przesuniecia punktu D {przesuniecia
1 ==v,) leZagcego na osi belki odbywa sic w zasadzie na podstawie row-
nania rézniczkowego osi odksztalcone]. .

Wyprowadzenie ogélnego -réwnania tej osi o ‘
a2y
dax?

EJ =M o (194)
opiera sig. miedzy innymi na dwéch zalozeniach nastepujacych:

(1) na zalozeniu, ze réwnolegte do siebie warstwy belki pelnej nie WY~
wieraja wzajemnie na siebie mnacisku w kierunku prostogpad]iym do - osi
belki,

(2) na zatozeniu, ze warstwy te nie przesuwajg sie wzgledem siebie, co
odpowiada tak zwanemu zalozeniu plaskich przekrojow; wobec tego, ze
miedzy naprezeniami stycznymi a przesunieciami jednostkowymi 1stn1e3e &

zaleznose
T=Gf, : (1495}

gdzie G oznacza wspotezynnik sprezystoéei przy przesuwaniu, a B prze-
sunigcie jednostkowe, zatozenie to odpowiada przyjeciu, ze stala sprezy-
stofel G réwna sie nieskonczonosei (G = co).

W konsekwencp powyzszych zalozen uwazamy, ze punkt D’ na gornej
1 punfkt D" na dolnej powierzchni belki, lezgce na prostej prostopadlej do
osl belki i przechodza;cej przez punkt D nie odsung sie po odksztalceniu
belki od tego punktu ani w kierunku rownolegtym do styczne] do osi, ani
w kierunku prostej D’ D”. Mamy wiec : '

L

Vg T= Vg = U, A : (196}

W belce kratowej {rys. 27a) role punktéw D/, D1 D odgrywaja: punkt N
potozony w $rodku wysokosci kratownicy oraz wezly N i N7 » kidrych
odlegtosci od lewej podpory belki odpowiadaja’ odlegtosciom punktow D.
Powstaje pytanie, jakim warunkom odpowiadaé powinna belka kratowa,
aby wzajemna nieprzesuwalnoéé wezlow N' i N” odpowiadajgca nieprze-
suwalnodei punktéw D’ i D" belki pe?tnc}smenne] byta zabezpleczona
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016z zalozenie nieprzesuwalnosci punkiow D' i D w kierunku normal-
nej do osi odksztalconej moke by¢ zastapione w sposéb dostateczny przez
warunek nieodksztatcalnefcl pretéow kraty, ktory jest rownoznaczny
z pozbawieniem weztdéw N’ i N” moznosci przesuwania sie wzgledem
siebie. Przyjecie, iz stala sprezystoé¢ G rowna sie nieskorhczonosci jest
réwnoznaczine z odrzuceniem wplywu sit poprzecznych na wyginanie sie
belek peinosciennyeh, natormniast w przypadku kratownicy pominiceie
wplywu sit poprzecinych na

przesuwariie sie wezidw moze a)

byé wyrazone przez przyjecie r.,w_“___m_ 1 L
nieodksztalealnodei  podtuzne; m K o

pretow kraty poza pretami pa- \ Vis AAN/
séw. Ttumaczy sig to w ten spo- \ i ¥y / [
s6b, ze w kratownicy o pasach . K W AN

rownoleglyeh  sily w  pretach

kraty sg wprost proporcjonaine b)

do sit poprzecznych, a wiec e
przyjmujace, ze prety te nie ule-
galja wydiuzeniu ani skroceniu,
czyli ze ich wspolezynnik spre-
zystosci rowna sie Eppzys == 00,
odrzucamy tym samym wplyw
sit poprzecznych na wyginanie
sie belek kratowych.

Innymi stowami, zatozenie nieodkszialcalnosei pretéw kraty przy jed-
noczesnym zatoZeniu, Zze oba pasy kratownicy maja te same wymiary
i sa wykonane z tego samego materiatu, calkowicie zabezpiecza wzajem-
ng nieprzesuwalnoé¢ weztéw N1 N” w kierunku rormalnej do osi belki
oraz w kierunku réwnolegtym do stycznej do osi belki i odgrywa role
zatozenia G = co przy obliczeniu ugie¢ belki pelnoscienne;.

Przy obliczeniu odksztalcenn poréwnywanych belek, pelnogciennej

i kratowej, przyjmujemy w my$l powledzianego wyzej:
' (1) ze sily zewnetrzne P sg w obydwoéch wypadkach zaczepione jed-
nakowo, ' '

(2) ze wspotezynnik Poissona x=10,

{3) ze sily poprzeczne w obydwodch wypadkach nie maja wpltywu na
odksztalcenia, czyli ze G == 0o lub Ejpsy = co,

Rys. 27

Stosujac do wyznaczenia ugiecia belki pelnogciennej w punkcie D
spos6b momentéw wtdrnych otrzymujemy wedlug wzoru (60)
IR '
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gdzie M, wyraza moment wiérny w przekroju D belki, -a EJ oznacza
iloczyn wspoiczynnika sprezystoscl przez moment bezwladnosel przekroju
poprzecznego belki.

7 drugiej strony, obliczajac dla belki kratowe] przesuniecie punkiu
D w kierunku prostopadlym do osi belki rowne przesunigciu punktdw
N’ i N” otrzymujemy ze wzory Maxwella i M ohra, ze '

Z8A

Vy — ﬁ f (198)
gdzie S oznacza sily w poszczegblnych pretach kratownicy, Z sity, ktdore
dzialalyby w tych pretach, gdyby w wezle N’ byla zaczepiona sita 1 ma-
jaca kierunek przesuniecia vy, wreszcie A dtugost jednego przedzialu
pasa. Wobec tego, ze stupy i krzyzulee kratownicy uwazamy za nieskon-
czenie sztywne, czyli za nieodksztatcalne, sumowanie dotyczy tylko sa-
mych pasow obejmujacych wszystkie przedzialy belki kratowe].

Oznaczamy przez M, momenty zginajace wywolane przez rzeczywiste
ohcigzenie zewnetrzne w poszezegdlnych wezlach kratownicy k” oddalo-
nych od lewej podpory o x i przedstawiamy na rys. 27c wykres tych mo-
mentéw. Odpowiednio sity podtuzne powstajace w polozonych naprzeciw-
ko wezkéw k” poszezegdlnych przedzialach m k' paséw belki kratowej be-
dg sie wyrazaly za pomocy wzoru '

M,
S=2"

(199)

Ciezar réwny 1t zaczepiony nad punktem N, ktorego przesuniecie
wyznaczamy, wywoluje zaréwno w rozpatrywanej helce kratowej, jak
i w odpowiedniej belce petnoSciennej momenty zginajace, zmieniajace sig
wedhug wykresu momentéw przedstawionego na rys. 27b.

Oznaczajac przez M, rzedne wykresu 27b w punktach oddalonych
o x od lewej podpory belki kratowej ofrzymujemy nastgpujacg wartost
sity wywolanej w przedziale m k' pasa przez site 1 zaczepiong w wezle N:

- zZ =— (200)

W zwigzku z tym wzor (198) przybiera postac

M, M, 1
- x x
h h EA ‘ (201)

Uy == 2

Sumowanie dotyezy, jak wyzej, dwéch paséw kratownicy, kazdy
o dlugogei 1. '
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Przyjmujemy dalej, ze przedziaty belki kratowej maleja w sposéb nie-
ograniczony, czyli ze i==dx. W zwigzku z tym suma (201} przeksztat-
ca gie w _caike

v, =2 LR (202)

Wracajac do wykresu 27b obliczamy rzedna jego dia punktu N. Po-
niewaz ciezar 1 wywoltuje reakeje belki réwne 1 --efl oraz afl, wiec
moment zginajacy, wywolany przez ten ciezar w punkcie N, wynosi

Ty == (1— %) «. (203)

Wyrazenie dla #,, jak widag, przedstawia rzedna linii wptywowej
momentu zginajgcego w punkcie N dla belki w dwoch punktach swo-
bodnie podparte]. ’ ‘

Wobec tego, ze wykres 27b jest linig wptywows momentu zginajgcego
w punkcie D (o rzednych n==M,) i wobec tego, ze wykres 27c dla mo-
mentéw M. uwazaé mozemy za wykres obciazenia wtérnego ¢ = My,
powinniémy dla wyznaczenia momentu widrnego M w punkcie N wy-
konaé catkowanie

{ f
My=My= [, M dec= [ MM, dx. (204)
8 i

Y.e wzorow (202) i {204) otrzymujemy wiec

Sy, M,
Uszth'A: h\2 : (205)
25 pa

Tloczyn 2 (h/2)2 A wyraza moment bezwladnofci belki kratowej,
ktérej caly material zostal skupiony na osiach pasdw.

7 zestawienia wzorow (197) i (205) wynika, Ze na to aby belka kra-
towa o tej samej rozpietoSci, obeigZeniu i sposobie podparcia co pewna
belka pelnoScienna dawata przy wszystkich poczynionych wyze] za-
strzezeniach te same ugigeia, potrzeba, aby czynita ona zado§¢ nastepu-
jacym warunkom: ' :

(1) caty materiat belki skupiony byé¢ musi na osiach paséw, przy czym
momenty bezwladnosei belki kratowej i belki pelnosciennej maja byt
sobie réwne, t].

h 2
2(?) A=1,  (206)
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z tym ze pominiete s3 momenty bezwladnosci paséw wzgledem wilasnef
0si, )

(2) przedziaty belki kratowej powinny byé nieskoficzenie mate,

(3) krzyzulce i shupy kraty nie moga ulega¢ odksztalceniu podiuz~-
nemu. . . .

Ugiecie belki pelnosciennej w pewnym punkecie I na osi belki réwma.
sig wige odpowiedniemu przesunieciu wezta kratownicy, odpowiadajace]
wymienionym wyzej warunkom, i polozonego w tej samej odleglodei
od poczatku belki co punkt D. ' _

Poczynione wyzej zalozenia upraszezajace majg ten sam sens fizycany
dla belki kratowej co i dla petnosciennej, w jednakowym wige, na ogol:
dopuszczalnym stopniu, wplywaja one mna -dokladnogé abliczest  sta-
fycznych. '

Poniewaz przedziaty belki kratowe] uwazamy za nieskoriczenie mate,
mozemy wiee sily zewnetrzne zaczepia¢ we wszystkich punktach diu-
goscl belki nie bedac przez to w sprzecznodei z teorig kraty i mogac dzie-
ki temu rozpowszechnia¢ wszystko, co powiedzielismy wyzej rowniez na
obcigzenia cigglte. Nie mamy potrzeby robi¢ zadnych zastrzezen co do ob-
ciazenia momentowego, gdyz co do ksztattu wykresu na rys. 27¢ nie WpRTo-
wadzalismy zadnych ograniczen.

Przechodzge do obliczenia obrotéw sprezystych poszezegblnych prze-
krojéw belki pelnosciennej ustawiamy dla obrotu jej pewnego przekroju.
D wzor

Y

¥Yp = EJ (207}

s}

gdzie $p oznacza site poprzeczng w przekroju D, wywolang obcigzeniem

wtbrnym T = M, (rys. 26). ‘ !
Wyznaczenie obrotu przekroju D belki kratowej wykonujemy na

podstawie wzoru Maxwella i Mohra ‘

4
py=2 ) A (208)
[i]

I

w ktérym S, 4 i EA ma to samo znaczenie co we wzorze {198), a Z
- oznacza sity powstajace w poszezegdlnych pretach paséw kratownicy pod
dzialaniem momentu réwnego 1 i zaczepionego w przekroju D, ktérego.
obrot obliczamy (rys. 28).

Moment réwny 1 zaczepiony w przekroju N belki wywoiuje momenty

zginajace MY, ktérych wykres przedstawiony jest na rys, 28b. W zwigz—
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ku z tym sity Z powslajace w poszczegolnych przedzmlach pasa kratow-
nicy wyrazajy sie wzorem

My

= " T (209)

analogicznym do wzoru (200), sily zas S za pomocg wzoru (199).

Wykres na rys. 28b przedstawia, jak wida¢, rowniez linig¢ wplywowa
dla sity poprzeczne] w przekroju N belki swobodnie podpartej. Wobec
tego moZemy dokeonaé przekszialcenia wzoru (208) analogicznego do
wyzej oméwionego przeksztalcenia wzoru (198). Sila poprzeczna Sp=—Iy
od obcigzenia witérnego w punkcie N bedzie wowcezas réwna

I
szN:f“iMrdx_ [M Mydax, (210}
Q

a wige dla kata obrotu ¢, otrzymamy

BB

quV:ﬁ h a ' : (211)’
2 (“é*) EA

Porownujac wzory (207) i (211) mozemy twierdzié, ze w tych samych
przypadkach, kiedy wyznaczenie ugiet belek pelnodciennych moze hyé
zastapione przez obliczenie prze-
sunieé odpowiednich wezléw belek” CL)
kratowych, rowniez i obroty po-
szezegblnych przekrojow belek mo-
ga byé w podobny sposdb obliczone.

Inaczej moéwigc wzdor. M a x-
WeliaiMohrawypmwa—b) }
dzony w rozdziale II dla ukladow = 7
kratowych moze by¢ zastosowany
1 do ukladéw pelnych; przybiera I
on wowezas postad ]

MM

g= dx, {212)
- EJ ‘ =

Nl

gdzie | oznacza uogélnione prze- _
suniecie belki zginanej, M mo- Rys. 28

ment zginajgcy wywolany w po-

szczegolnych przekrojach belki przez dane obciazenia, a M moment zgi-
najacy w tych samych punktach, spowodowany bhadz przez site réowng 1
dzialajgca wzdluz poszukiwanego przesuniecia, bads przez moment réw-
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odpowiadajacy poszukiwanemu obrotowi przekroju poprzecznego
W S.posé'b réwnie prosty jak poprzednio mozna wykazaé, ze energia
sprezysta, nagromadzona przy zginaniu belki petnodcienney, wyraza sie
za pomocyg tego samego wzoru -co energia sprezysta, nagromadzona w kra-

townicy odpowiadajacej warunkom omowionhym wyzej,
Dla belek pelnych o dowolnym sposobie podparcia energia sprezysta
wyraza sie wzorem _
A i

"Midx -
= f 2ET (213)
Dla odpowiedniej belki kratowej mamy wzdr nastepujacy:
{ . .
: Std
V=2 f TEA’ (214)

0

gdzie d x = 4 oznacza diugosé przedziatu pasa kratownicy.
Wobec tego, ze sity S-w poszezegéinych pretach pasa wyrazaja sie,
w zaleznosci od momentu zginajacego wzorem

(215)

wz0r (214) przybiera postaé

? Y ‘ !
M\* dx M*d x M*dx :
V—zf(—h') M:f_"ﬁ“_:fﬁ"f” (216) .
¥ 5 2(?) EA

to znaczy postaé (213).
- Wszystko, co powiedzieliSmy o odksztalceniu belki w dwdéch punktach
swobodnie podpartych, moze byé zastosowane bexz zadnych zastrzezen i do
ir_mydh uktadéw ztozonych z prostych elementéw zginanych, a wiec do
' konstrukey;j ramowych i tukowych przede wszystkim. ' :

Poniewaz zostalo tu dowiedzione, ze dla belek petnosciennych od-
ksztalcenia i hagromadzona w czasie tych odkszialcen energia sprezysta
mogg byt obliczone wedlug tej samej metody co dla belek kratowych,
mozemy twierdzié, ze o ile réwnania (187) - (192) zostana wyprowadzo-
ne dla pewnej konstrukcji kratowej, to pozostanag one stuszne w tym
samym stopniu i dia konstrukeji pelnej.

Stosowanie schematu kratownicy plaskiej do wyprowadzenia réwnat
(187) - (192) dla ukladéw plaskich nie moze by¢ uwazane za nawrét do
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dawnych pogladéw na budowe cial sprezystych przede wszystkim dla-
tego, Ze przy tym wyprowadzeniu brane sg pod uwage w sposdh posredni
lub bezposredni cobie niezalezne od sicbie state sprezystosci E 1 u, tak
jak wchodzg one we wszystkie zadania plaskie mechaniki budowli.

Omawiana wyzej kratownica plaska odgrywa w danym razie rolg
przyblizonego schematu, shuzacego do obliczenia tak zlozonego uktadu
statycznie niewyznaczalnego, jakim jest pod wegledem rozkiadu naprezen
kazda belka pelnoscienna chotby podparta w sposob statycznie wyzna-
czalny, a Ktorego innym uproszczeniem, ogdnie przyjetym, jest belka od-
powiadajaca zalozeniu plaskich przekrojow. Wyiej zostato wykazane, ze
oba te schematy upraszczajgce zapewniajg ten sam stopief dokladnoscl
obliczen.

1Jzasadnienie stusznogei stosowania schematu belki kratowej przy
- wyprowadzeniu réwnan energii sprezystej i wzajemnoscl przesunieé dla
plaskich belek petosciennych moze by¢ z latwoscia rozpowszechnione
i na uklady zlozone z elementéw zginanych o przekroju zmieniajacym
sie w spostb ciagly i powolny. '

Przechodzac do belek o przekroju zmieniajagcym sie w sposéb nie-
ciagly (rys. 29) wyobrazamy sobie, Ze odcinki belki o réznych momentach
bezwladnodel przekroju poprzecznego stykaja sie podlug pewnych nie-
odksztalcalnych plaszezyzn normalnych do osi belki. Nic nie stol w da-
nym wypadku na przeszkodzie, aby zastapi¢ odeinki petnoscienne o zmien-
nym przekroju przez odpowiednie odeinki kratowe (rys. 29) odpowladajg-
ce omdéwionym wyzej warunkom (1) - (3).

>

Rys. 29

Zakrzywione prety zginane moga byé rozpatrywane jako zlozone
2 nieskonczenie matych elementéw prostych, a wige rowniez ich doty-
czg wszystkie przytoczone wyze] rozwazania,

Pozostaje jeszcze podkreslie, ze energia sprezysta nagroﬁaadz@na'

w elementach konstrukeyjnych zginano-éciskanych, obliczanych na pod-
stawie réwnaf energii sprezystej, nieomal zawsze bywa wyznaczaha ze

WZOrua . " .
: M N?
V = _*_ - 2
f(zE.I S )dm, (217)

pdzie czesel jej wywolane przez zginanie i przez sciskanie moga byé ob-
liczone niezaleznie od siebie, a wiec na podstawie omdwionych wzordw
{213) 1 (214).
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Mozemy ostatecznie stwierdzié, ze zastosowanie do wyprowadzenia
rownan energii spfeiys,tej (187) - (192), dotyczgeych belki pelnej, sche-

Stosujemy ty ogblne réwnanie kraty (50).
Poniewaz mamy w danym razie do czynienia z kratownica Sprezysty,
odpowiadajacq prawu H o 0 k ¢’ a, jest wiec

Al St

=A (218)

gdzie S Oznacza sily powstajace w pretach pod dziataniem zewnetrznych
sit P, wzrastajacych w sposéh ciggly i nieskonczenie powolny, W ten

5posdéb rownanie {50) przybiera postaé

i r ' '
S1
Z»PU‘—— Z S5a =0 (219}
lub tez postae
1 82
| -221]131;—;514%0. - (220}

Poniewaz drugi skiadnik lewe] strony réwnania (220) wyraza w mysl
réwnania (214) energie spreiystg nagromadzong w kratownicy, mamy
wige ‘

-V:;—%ZPU.  (22p

" Prawa strona réwnania (221) wyraza prace si} zewnetrznych p przy
cigglym i hieskohczenie powolnym wzrastaniu ich od 0 do wartosci
ostatecznej. Jezeli wielko$e te oznaczymy przez Te, wowezas znajduje-
my, ze T A
V="Tc. ' (222)

Réwnanie (221) mozemy rozszerzy¢ na uogdlnione sity i na uogélnione
przesuniecia, :
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V. WNIOSEK

Moznosé zastosowania metod mechaniki budowli opartych na regule
réwnolegloboku sit w teorii ukladéw pretéw rozeiggano-sciskanych
i zginanych oraz w teorii energii sprezyste] doprowadza do wniosku, ze
regula rownolegloboku sit 1 wyplywajace z niej metody geometrycznego
badania odksztalceh pozwalajg na wykonanie wszelkich techmczme waz-
nych obliczenr statycznych.

Paawwme

O TEOMETPHYECHEHX METOJAX WCCIEJOBAHWA
CTEPHHEBDLIX HOHCTEPYHITUH

DYHIAMEHTOM CTPOUTENLHON MEeXaupMgl, KpoMe 3akoHa I'yKa MM
JPyroro HoJ0KEHMI, KOTOPOE 3aMeIIaeT 5TOT 3aK0H, MOMKHO IIPUHATE OFHH
M3 ABYX DPMHIMIOB 00INedl MEeXaHWEM — IPIHOMII BO3ZMOMKHBIX ITepeMe-
IEPHWIA WD IPaBHI0 TapaaNeToTpaMMa CUI. :

espio HacTOALIEH PaboThl ABNAETCA IIOKAZATH, KAKHM 00pA30OM TJAB-
HBIe 3344y CTPOMTEALHON MEXAHWKM MOTYY OBITH PEIIeHBI TRH MOMOIIH
METOOR, MCXONAUIMK M3 TIpaBMila HapaJjiesorpamMma cui (raasa I).

Tmarsa II paBorer cOmepxuT reoMeTpHUecKoe 0GOCHOBaHWME (QOPMY.JibI
Maxgcrenna w Mopa [na HepeMeiesuii yamaos (HepMbl U COCTAB-
Jiepne oDIEero YpaBHEHHA PeIeTKH.

B raase HI npusogutes obocHoBanme GOpMYJnI 1Ja rrpornba KOHCOIH
MeTOJI0M BTOPHMYHBIX MOMEHTOB, He npuberad x NPeANoIOReHNI0, 4T0 KOH-
CONb 3alneMnaeda Ha cBoboamom woHue, IlpegcraBadeTcd BJAMAHME Iepe-
MEHHOTD CedyeHuA DaJIOK Ha CTaTUYEeCKHM HeONpeOeIMMbBIe BeNMUMHEBL, Pac-
CMaTpUBaTea (POPMYJIBI A TEOMETPUYECKOTO CJIOMKEHMA IedOopMalimi
M TPUMEHEHBI K DACYeTy PAMOYHLIX CHCTEM; PEIIaeTCA MHOTOYTOJIbHAR
pamMa HYTEM Hp-T/IMeHEH]/IH MeTOAa KOHETHBIX paBHOCTEff‘I.

B raape IV poxaszsniBaercd, 9ro (QOPMYJBl Ha NPUMMEHeHMe IIOHATHHA
YUIPYTOM SHEPIMM K PELIHHI0 BOMPOCOB CTPOMTENBHOH MEXaHMKM, BbIBe-
JIEHHEIE HA OCHOBAHMM TCOPHM PEIIETKHM, MOTYT MPUMEHATBCA ¥ K ITOJHBIM
CHCTEMaM:

PaccyACHNH, IPUBEARHEEIe B paboTe, BEAYT K BAKTIONEHMIO, UTO IPa-
BHUIO TAPAIJIEI0rPaAMMa CHIL ¥, BLITEKAIONIE U3 HETO, METOJBI I'eOMeTps-

. UECKOTO MCCIIeOBANHMs 1edpopMAIyil TIO3BOAIOT IPOM3BOAKTE BCAKOTO POAA
TeXHMYCCKM BajKHBIE CTATHHUECKWE PAacyeTsl, -
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Summary

GEOMETRICAL METHODS OF INVESTIGATION OF LATTICE STRUCTURES

Structural mechanics can be based, beside Hooke’s law or any
other assumption replacing that law, on one of two fundamental prinei-
bles of theoretical mechanics: the principle of virtual work and that of
the parallelepiped of forces. The object of this paper is to indicate how
the principal problems of structural mechanics can be solved by methods
based on the principle of the parallelepiped of forces (Sec. I). '

Sec. I of the paper contains a geometrical proof of the Maxwell -
Mohr equation, determining the displacements of Isttice knots and
a derivation of the general equation of a lattice.

In Sec. IIT the formula for the deflection of a cantilever heam is
demonstrated by the method of «secondary momentss, without having
recourse to the assumption of a fastening at the free end; the influence of
variability of cross-section on the statically indeterminate quantities ig
shown; equations for geometrical addition of deformations are discussed
and used for frame computation; a solution of the problem of g polygonal
frame, using the method of finite differences is given.

In Sec. IV it is shown, that the equations, in which the notion of elagtic
energy is used to solve problems of structural mechanics, and which are
derived on the basis of the theory of lattices, can be used also for solid
systems, '

The considerations of the present paper lead to the conclusion that the
principle of the parallelepiped and the resulting methods of geometrical
investigation of the deformations, can be used in all technically important
statical computations.

Praca zostola zlozona w Redakeji dnia 23 pc_aédziernika 1954 7,
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