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PRZEDMOWA

Teoria roznic skoniczonych znajduje w mechanice budowli zastosowa-
nie do dwoéch grup zagadnienf,
Pierwsza z tych grup dotyczy proceséw posiadajgeych charakter nie-
ciaglty. W tym wypadku chodzi o nadanie otrzymanym wynikom obliczen
postaci wzordw zamknietych. Typowym dla tego rodzaju zagadnien jest
zagadnienie belek wieloprzestowych, w szczegblnosei rownanie trzech mo-
mentéw, kiére Clebsch jeszeze w r. 1862 potraktowal jako réwnanie
réznicowe i jako takie scalkowal. Do tego rodzaju zagadnien nalezy mie-
dzy innymi zagadnienie dZzwigara ciaglego zalamanego w planie, ktore
doprowadzilo autora niniejszej pracy do réwnania pieciu momentéw skre-
cajacych, dajacego sie scatkowaé jako rdownanie rdznicowe.
Drugs grupe zagadnien, do rozwiazania kidrych pomocna jest teoria
roznic skonczonych, stanowia zagadnienia dotyczace proceséw z natury
swojej cigglych, lecz rozpatrywanych jako nieciggle w celu uproszczenia
Iub umozliwienia obliczer: numerycznych. Trudno jest ustalé, kiedy zro-
dzit sie pomyst takiego postepowania, zostal on jednak niewgtpliwie roz-
powszechniony dzieki pracy N. J. Nielsena z 1920 r. i pracom
H Marcusa z okresulat 1919-1924,
Trefcig niniejszej pracy jest zastosowanie tego ostatniego pomystu do
badania dwukierunkowych standéw naprezen w ukladach niepretowych
(pelnych), a wiec przede wszystkim w plytach, belkach o znacznej wyso-
koéei i zaporach. .
Autor wyzyskal tu dawniejsze swoje publikacje, w szezegdlnodcl zas
nastepuigce: ‘
(1) Rozklad naprezeft w murach szezelnych, Przeglad Techniczny,
Warszawa 1928,

(2) Wyznaczenie linii izostatycznych, Czasopismo Techniczne, Lwéw
1932,

(3) Obliczenie plyty wspornikowej za pomocq réwndn réinicowych,
Wyd. Warsz. Tow. Politechn., Warszawa 1934,

(4) W sprawie metod obliczenia plyt Zelbetowych, Czasopismo Tech-
niczne, Lwow 1934,




Méwiae o roznicach skonczonych ma sig tu ha widoku wszelkie sposo-
hy obliczen statycznych, w ktorych rozniczki dx i dy sa zastgpione przez
male wielkosci skoticzone 4 ub Ay.

Obliczenie naprezen i odksztalcen w plytach doprowadza do liniowych
réwnati roéznicowych, a wyznaczenie linii izostatycznych do réwnan nie- -
liniowych. Stad ze wezgledu na typy omawianych tu budowli pierwsza
czest pracy poéwiecona jest teorii plyt, a druga wysokim belkom i zapo-
rom, przy obliczaniu ktérych linie izostatyczne odgrywaja szczegolnie po-
waing role. W ten sposob podziat pracy z punktu widzenia metody obli-
czenia odpowiada podziatowi z punktu widzenia rodzaju konstrukeji.
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1. ZASTOSOWANIE ROWNARK ROZNICOWYCH LINIOWYCH

i. Zmaeczenie roéZnic shoficzonyeh w {eorii pivt

Omdwione tu zostang rézne mozliwosel zastosowania réwnan réznico-
wych liniowych do obliczenia odkszialeefi i naprezenn w plytach izotropo-
wych oraz w plytach ortotropowych, w szczegolnodei z punktu widzenia
obliczenia plyt Zelbetowych.

Calkowanie rdéwnania rézniczkowego odkszialcone] $rodkowej po-
wierzehni plyty, tj. rownania

E 0% d*tw
1— 12(03?4 +2 axzay2+ay) !

w ktérym w oznacza ugiecie plyty o J’?ﬁ
w punkecie o wspdirzednych x,y (rys 1), || L2 )

E wspotczynnik sprefzystosel, h grubosé '
plyty, p wspélczynnik Poissona, A A R
g obcigzenie na jednostke powierzchni i
ptyty, nastrecza dla wielu przypadkdw izl .1y i el 2y
podparcia plyty trudnoéci nie do prze- {xiy)
zwytlezenia.

Stad zrodzil sie pomys! zastapienia J

rownania rozniczkowego (1) przez od-
powiednie réwnanie roéznicowe. Po-
myst ten zostal prawie ‘jednoczeénie
ogloszony przez N. J. Nielsena
i H Marcusa; doprowadza on do
rownania '

J+2

~

N B—

L AN S S—
vrii}
Rys.. i

E hﬁ(diw Aiyw /Ji'w}_q

V1 W P N =V PRI ?

gdzie Ax i dy s3 to skofczone, lecz mozliwie mate w stosunku do wy-
miaréw plyty przyrosty wspdlrzednych, A2w jest réznicg czwartego rze-
du w kierunku osi X-éw, A*w réznica ezwartego rzedu w kierunkn ost
Y-ow, a A% w réznica drugiego rzedu w kierunku osi Y-6w réznicy dru-

xy

5




i gi‘égo rzedu w kierunku osi X-6w lub réwna jej réznicg drugiego rzedu
w kierunku osi X-6w réznicy drugiego rzedu w kierunku osi Y-6w.

W zwiazku 2z oznaczenic mi na rys. 1, na kiérym przedsiewicne jest polo-
zZenie pewnego punkiu o wspblrzecnych x, ¥y W stosunku do punkiéw
sasiednich, mamy

Fa

At w=—=6w;; — 4 wis1,; + Wi—t./) +.(wi+2,j + wils, ), ]
Ayw==6w;,; — 4 Wi+t Wy, j—1} -l- (’wi,Hé + Wi j—a),
Asyw=4w;;— 2{Wirt; + Wi—1; + wy, j41 -+ wi 1) -+ |

A {wisn a1 Wiy + Wit wiet—1), |

gdzie znaczki i, j zastepuja zneczki x,y zgodnie ze zwigzkami x=i-Ax
oraz y=7-AY.
W podobny sposéb dla drugich rdinic mamy

AL = w1, — 2 Wij F Wi—1,j,
AE, W= W, j+1— 2 Wi, j + Wi, i1, (4)
Ay == Wit 1, jr1— Wi+, Wij+1 -|- Wy, -

" Dla plyt ortotropowych réwnenie réiniczkowe cckszialeenej érockewej

powierzehni piyty ogloszene po raz pierwszy przez Gehringa w 1860 r.
posiada postaé

0% w otw Ntw '
Biggr T2Hgmgp T Bigy =9 (5)
gdzie
om E, K
8 By=—=—2— —
b= w12 Tl g 127

a gdzie z kolei E; 1 odpowiadaja kierunkowi osi X-6w, a E; 1
kierunkowi osi Y-6w.
. H Marcus korzysta z réwnania (5) specjalnie dla plyt zelbetowych
i dlatego wielkoéci B, i B, 10znig sig¢ W jego przcech cd siebie tylko
wskulek réinego uzbrojenia plylty w dwéch prosicpedlych kierunkach, nie
réinig sie nalcmisst wielkcécizmi p. Z tego pewecu decyCujee sig na malg
zreszia niefcisloéé w calkeweniu, nie majeca znaczenia prekiycznego, olrzy-
muje oh
2H=B,+1+ B,. (6)

Takie postawienie sprawy pozwolito Marcuso wi zastosowaé do
plyt ortotropowych pewne uproszczenia wprowadzone przez niego do roz-
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wigzywania réwnania plyty izotropowe]. Uproszczenie to oparte jest na
spostrzezeniu, Ze jezeli wprowadzimy oznaczenie

E & (62 0% w ) . -

1——ch 12\ 0? +6y

to réwnaniu (1) bedziemy mogli nada(’: postac

ZM | M
= T o= (8)

" przy czym zaleznoé miedzy wielkoScia M a wielkosciami M, i M, przed-
stawiajacymi jednostkowe momenty zginajace w danym punkeie plyty,
dzialajace w plaszezyznach pionowych rdwnoleglych do osi wspélrzed-
nych, wyraza sie tu wzorem

Mm']__T(Ml‘}'Ma) 7 (9)

Nalezy zauwazy¢, ze réwnania (6) i (7) odpowiadajg réwnaniom

y ., d*M
—EJ 'd— 3 =M 1 a—? =4q (10)
z teorii zginania belki proste].
Podobnie jak réwnaniom (10) odpow1ada réwnanie krzywej sznurowej
d%y P . '
i S 1
aat (11)
w ktérym 7 oznacza rzedne liny zwisajgce], p obciazenie ciggle, a H silg
pozioms rozciggajacg ling, réwnaniom (7) i (8) odpowiada w ukladzie prze-
strzennym nastepujgce réwnanie blony sprezystej (die elastische Haut),
rozcigganej rownomiernie sitami poziomymi H i obcigzonej pionowo sita~
mi cigglymi o natezeniu p!
62 02 p
Obliczenie odksztalcen plyt sprezystych na podstawie analogii miedzy
réwnaniem (12) a réwnaniami (7) i (8) znajduje odpowiednik w teorii be-~
lek prostych w metodzie momentéw wtornych. Podobnie jak metoda mo-
mentéw wiornych pozwala zaréwno na wykreslne, jak i na analityczne
obliczenie odksztaleei, tak samo i teoria blony sprezystej Marcusa po-
zwala na stosowanie tych obydwoch sposcbow obliezenia.
Aby umozliwi¢ wykre§lne obliczenie ugie¢ plyty sprezystej oraz zasto-

sowanie do fego celu réwnan roznicowych, wprowadzit M ar cus pojgcie
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‘siatki sprezystej (das clastische Gewebe). Pojecie to odgrywa w danym
wypadku role podobna do roli wieloboku sznurowego, kidry zastepuje
w obliczeniach wykre§lnych ukladow plaskich krzywsg sznurowa. Gdy
chodzi o obliczenie analityczne ugiet plyty, to mozna tu zastgpi¢ réwna-
nia rézniczkowe (7) i (8) przez odpowiednie réwnania roznicowe. MoZna
to zrobié réwniez 1 w przypadku plyty ortotropowei, kiedy rdownanie (7} .
musi byé zastapione przez réwnanie

0" o
By +Bigys — M (13)

ub %ciglej przez réwnanie

By T By =W (14)

jezeli tylko przyjmiemy, 7e w rownaniu (5) mamy 2H = B, + B,.

Marcus preypisuje chyba zbyt wielka role analogii zachodzgee]
miedzy réwnaniami (7) i (8) a rownaniem (12). Pomyst jego moze wpraw-
~ dzie oddaé waine ushagi w przypadkach, gdy wielkoSei ugiet w i wiel-
kogei M staja sie réwne zZeru w tych samych punktach piyty, gdy to jed-
nak miejsca nie ma, znikaja korzyscl wyplywajace 2 zalecanej analogii..
Pochodzi to stad, Ze gdy w i M stajg sie réwne zeru W tych samych punk-
tach plyty, co ma miejsce przede wszystkim w obliczeniu plyt swobodnie
podpartych na catym obwodzie, to mozemy rownanie (8) rozwigzat nieza-
leznie od réwnania (7), a potem dopiero rozwiazat réwnanie (7} 1 na pod-
stawie otrzymanych wielkosel w obliczyé jednostkowe momenty zginajg-
ce M, i M, w danym punkcie plyty: '

CfAw Az'w\
Mjr-Bl(W+M2_Ay2” (15)
A% w A*w

.przy czym dla ptyty izotropowéj B, = B.. :

Tego rodzaju tok postepowania hie jest mozliwy, gdy w i M nie sg je-
dnoczeénie rowne zeru; totez sam Marcus ucieka sig w tych wypadkach
do Tozwigzywania uktadu réwnanh typu (2). Mozna wige, na ogot bez szcze-
golnych strat w czasie, nie korzysta¢ w obliczeniach analitycznych piyt
z analogii miedzy réwnaniami (7) i (8) a réwnaniem (12); nalezy jednak
stwierdzié, ze analogia ta daje szereg waznych zaleznosci, pozwalajgcych
sie wyzyskaé w roznych dzialach statyki budowli.

Bezposrednie zastosowanie znajduje schemat siatki sprezyste] w pray-
padku wykresinego sposobu catkowania réwnania odksztalconej po-

8




wierzchni plyty. Stosowanie jednak wykredlnego sposobu obliczenia przy
tak precyzyjnej czynnodci matematyeznei, jaks jest catkowanie réwnania
rézniczkowego czwartego rzedu w pochodnych czastkowych, aczkolwiek
interesujace w swym ujeciu, nie meze byé uwazane za dostatecznie §ciste.
Totez nie znalazlo ono na ogdl zastosowania. '
- Z powyzszych rozwazan zdaje sie wyraZnie wynikaé, ze najwiasciw-
szymn spesobem zastosowania teorii rdznic skofnczonych do obliczenia plyt
jest bezpofrednie wyzyskanie réwnania (2.

A Poniewaz piyty jake konstrukeje budowlane wykonane sa przewaznie
z zelbetu, powstaje pytanie, czy nalezy plyty takiej konstrukeji uwazaé za
ptyty izotropowe, czy teZ za plyty ortoiropowe. ‘

Teoria plyty sprezyste] w ogble, a teoria piyiy ortoiropowej w szeze-
golnosei, oparta jest na zalozeniu, ze material plyty szczelnie wypelnia
cala jej objetosé. Totez zastosowanie feorii ptyty ortotropowej do plyty
zelbetowe] powinno dotyczyé tej fazy odksztalcenia, przy ktérej plyte na
catej grubodci mozna uwazaé za sprezysta. Plyty obliczone dla fej fazy wy-
kazujs male réznice w sztywnosciach B, i B, przy znaczayeh nawet réz-
nicach w uzbrojeniu w dwéch prostopadivch do siebie kierunkach. Tak
wiec np. przy stosunku przekroju wkladek stalowych uzbrojenia 1 :4,45
momenty bezwladnosei na 1 m diugosei przekroju maja sie jak 1:1,06.
Z tego wynikaloby, iz obliczanie plyty zelbetowe] jako plyty oriciropowej
nie jest w tych warunkach potrzebne.

W fazie odksztalcenia, kiedy w plycie powstajy rysy, stosunek momen-

téw bezwladnosel réwna sie w przyblizeniu stosunkowi przekrojéw wkia--

dek stalowych uzbrojenia. W tych jednak wypadkach nawet PrZy zZnacz-
nych roznicach w jednostkowych momentach bezwladnosei w dwoch kie-
runkach do sicbie prostopadiych momenty zginajgce obliczone dla plf‘?y
izotropowej i ortotropowej réznia sie od siebie nie tak wiele. A wiec np.
wedlug Marcusa dla plyty prostokatne] swobodnie podpartej przy sto-
sunku bokéw 1:2 i stosunku momentéw bezwladnodei 4:1 réznica ta
wynosi 22%. Podobna réznica uzasadnialaby wprawdzie koniecznosé
wrigcia pod uwage okolicznodci, ze sziywnosé plyty jest w dwdéch kierun-
kach do siebie prostopadlych rézna, gdyby nie wzglad na to, ze znaczne
réznice w tych sztywnoéeiach dotycza tylko fazy tworzenia sie rys, a wiec
takiego stanu rzeczy, przy ktérym przewidziane jest pekanie betonu.
W ten sposob (rys. 2) pasmo wyjete w kierunku uzbrojenia znajduje sig
w rdznych punktach swej dlugofei w rbéznych warunkach dotyezacych
sztywnosei, gdyz powstale rysy zmniejszaja przekréj poprzeczny pasma
w roznych jego miejscach w réznym stopniu. :

A wige przekrdj poprzeczny pasma wyjetego z plyty o stalej grubosci
nie moze by¢ uwazany za staly na calej dlugosci pasma, poniewaz za§ pa-
smo takié musi byé uwaZane za uklad statyeznie niewyznaczalny, wiec
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momenty zginajace muszg tu by¢ uzaleznione od stopnia zmienno$ecl prze-
kroju. Tej zmiennosci nie jesteémy jednak w stanie uwzglednie.

Poniewa7 zmiennosé przekrojow poprzecznych w belkach prostych
moze mieé na momenty zginajace wplyw wyrazajacy sie w kilkudziesieciu
procentach, nalezy wiec oczekiwat, ze Iysy wywolane w plycie przez pek-
niecie betonu w podobnym stopniu
wplywaja na momenty zginajace

' I w poszezegolnych punktach . piyty.

z”?\ﬂﬂﬁ A— R — Staje sie wobec tego rzeczy watpli-

- £ wa, czy w tych warunkach warto

Rys. 2 w kazdym poszezegdlnym wypadku

uwzgledniaé¢ wplyw na momenty

zginajace anizotropii piyty, tym bardziej, ze uwzglednienie skreeania

w betonie, kiére ma wplyw na $ciSlejsza wartosé wspotczynnika 2 H, na~
trafia weiaz na powazne trudnoéel

Wobe¢ przytoczonych okoliczno$el nalezy uwazaé za stuszne, aby pro-
stokatne plyty zelbetowe o stalej gruboSci byly obliczane jako sprezyste
phyty izotropowe z tym, Ze przy wyznaczaniu dopuszezalnych naprezen
ortotropia tych plyt zostanie uwzgledniona.

Jak widaé z powyzszych rozwazan, stosowanie teorii réinic skonczo-
nych do obliczenia plyt moze byt wyzyskane zaréwno w przypadkach piyt
izotropowych, jak i ortotropowych, a wiec w kazdym wypadku plyty zel-
batowej.

Na tle rozwazah tego paragrafu jako przyklad zostanie nizej podane
obliczenie plyty-wspornika.

2. (Obliczenie piyly-wsporaika

Przedstawione nizej obliczenie plyty-wspornika ma za zadanie, poza
rozwigzaniem konkretnego zagadnienia technicznego, zobrazowanie na
przykladzie tych metod postepowania,

. . r . . e T Ny
ktére majg w danym zakresle rowniez
znaczenie ogolniejsze.

A

Wezmy wiec pod uwageg prostokat-
" na plyte-wspornik ABCD obcigzona

P 4P R /
trzema silami P, ktérych rozmieszezenie 1’ 1’ i’ CI/

podane jest obok (por. rys. 3). Jako 8

wspornik plyta jest utwierdzona wzdiuz Lﬂ

jednej krawedzi, a jej ugiecia wzdiuz L -

trzech pozostatych. Plyte uwazamy Zza Rys. 3

pozioma, & jej ugiecia za pionowe. _ 7
Podobknie jak belke-wspornik A B {rys 4), obcigzong sita P na koficu,

moima rozpatrywaé z punktu widzenia odksztalced jako polowe belki
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B B’ podpartej w punkcie A i obc1qzone] symetrycznie dWIema sﬂarm P,
tak samo i ptyte~-wspornik A B C D moina rozpatrywaé ]ako polowe ply-
ty B B’ C’ C podpartej wzdtuz krawedzi v
A D i obcigzonej w sposdb symetryczny
wzgledem tej krawedzi (rys. 5).

Przeprowadzamy na rys. 5 przed-
stawiajacym w planie plyte-wspornik
szereg prostych a,b,c...j... réwno-
leglych od osi OX i oddalonych jed-
na od drugleJ o réwne odcinki Ay oraz szereg prostych 0, 1,2,. ..

. tébwnolegltych do osi LO Y i} oddalenych od siebie o odcmk1 A x.

W ten spuséb powstanie na
__________ powierzchni plyty szereg punk-
tow przeciecia dwéch ukladéow
;[ prostych, a wiec ogélnie mé-
i wigc prostej j i prostej i; beds
i 7 to punkty i, § lub ogélnie punk-
|
!
i

Rys. 4

1=
|
|
|
f
\
|
|
?;—L;f_
|
ng

&
B
[y
E*

¢ ty x,y; ugiecia plyty w {ych
Al 2 ro 1 2 3N ¢ by punktach bedmenfnf ‘oznacz;@}h
‘ a = przez w;; lub prosciej przez j;.
| Odeinki Ax i Ay uwazamy
[

za  przyrosty wspoirzednvch
- x iy iprzyjmujemy, ze 4 x =
=Ay =131, gdzie 1 jest to
i mniejszy wymiar wspornika,
a 21 wicgkszy.

g “ F ‘ £‘

¢ { = Rownanie (2) przybiera
Y w tych warunkach postaé na-
Rys. b stepujaca:
20 Wy, j— 8 (Wit1,7 - Wit j 4 Wi 01 + Wi 1) + (17)

+ 2w, 701 Weetjo1 + Wimi,je1 F+ Wi, 1)

A 4
+ Wiz, + Wime,; + Wiz + Wi j—2) =_%.'_x_ﬂg_ '

1— u? 12

Poza prostymi a, b, ¢, d, e réwnoleglymi do osi X-6w oraz prostymi
0,1,2, 3,4 rownoleglymi do osi Y-0w, przeprowadzamy miedzy prostymi
obydwdch tych grup jeszcze proste odlegle od wymienionych prostych
0 Ax/2 i przedstawione jako punktowane linie na rys. 6. Punkty (i, j)
znajdujg sie w Srodkach cigzkosei otrzymanych tg drogg kwadratéw. Sily
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zaczepione w punktach (i, j) zastepujemy przez obciazenie rownomiernie
rozlozone na powierzchni tych kwadratoéw. :

Rys. ©

Reakeje pityty ABCD obcigzone] symetrycznie wazgledemn osi 0X
w punktach (e,0), (a,1), (a,2), (a,3) oznaczamy odpowiednio przez
Ry, Ry, Rs, Ry. Dziclac te wielkoéei kolejno przez Ax? bedziemy otrzy-
mywali wielkosci oznaczone jako g w réwnaniach (1} 1 (2}
Wprowadzamy oznaczenia

R
qAxt  Ax d4x
S T ue)

lub tez ogodlnie]

,— BAz (19)
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gdzie B przedstawia jednostkows sztywnosé plyty i gdzie dla liczby
Poissona przyjmujemy x=0,2. o

W punktach (e, 1), (a, 27, (¢, 3') wystepuja odpowiednio te same reakeje
co w punktach (g, 1), (a, 2), (a, 3).

Bity P uwazamy za zaczepione w punktach (d, 0), (d, 1}, i (d, 1) rozpa-
trywanej plyty-wspornika lub w punktach (d,0), (d,1) i (d,1) plyty
AB C'D.

Wobec symetrii ptyty wzgledem osi O X i O Y wyznaczenie ugie¢ ogra-
niczyé mozna do punktéow polozonych wewngirz obwodu ODCF, w da-
nym wypadku do 12. NiezaleZnie od tego musimy obliczyé pionowe prze-
sunigeia pewnych punktow poza obwodem ograniczajacym plyte. Jest to
konieczne do wyznaczania réznic skohczonych, wyrazonych wzorami (3)
i {4) dla punktéw polozonych na obwodzie plyty. Wyznaczenie przesunie¢
punktéw polozonych poza ocbwodem plyty nalezy rozumieé w ten sposéb,
ze odkszialcona $rodkowa powierzchni plyty, odpowiadajaca réwnaniu réz-
niczkowemu (1), nie jest z geometrycznego punktu widzenia ograniczona
obwodem plyty, mozemy wiec wyznaczyé jej rzedne nie tylko dla punk-
tow potozonych wewnagtrz obwodu, ale i poza nim. Punktéw takich bedzie
w danym przypadku 8. Sg to mianowicie punkiy (e, 0), (e,1) (e, 2), (e, 3),
{d,4), (c,4), (b,4} 1 {a, 4).

Ustawiamy réwnania (17) dla nastepujacych ¢ punktéow plyty:

(@, 0), (1), (a,2), |
(®,0), (6, 1), (b,2), - 20)
(C: 0): (C; 1): ((.', 2)

Sa to réwnania nastepujace: -
dla punktu (g, 0)

— 16b, +8b, 4 2¢,==1,, , (1)
dla punktu (a, 1) -
4b,—16b,+ 4b, +2¢, =1, {ID)
dla punkiu (a, 2}
4b,—16b, +4b, +2¢, =1, {111)
dla punktu (b, 0) .
‘ 2b,—16b, +2b,— 8¢, Fdc,+dy=0,. (av)

da punktu (b, 1)
—8b,+22b, —8by,-+ b, +2¢,—8c, +2¢,+d, =0, (V)




dla punktu (b 2) .
bo——Bb1+21b2-—8b3-}—b4+2c1-8c2+2ca+d2:0, (VI)

dla punktu {c, 0) ‘ S
—-8b{,—|—4b1+2OCQ-1601+2c2—8d0+4d1—|—eo'=0, - (VII)

dla punktu (c, 1)
2b0—8b1+'2b2—8c0+21cj_—8c2+c3+2d0——8d1+2d2+e1=0, (VII)

dla punktu (c Z)
2b,—8by+ 2b5+c0—~—801—i—2003—~8c3+c4—|— 2d,— 8dy 4 2dy+ e;=0. (IX)

Przy ustawianiu réwnan (I)-(IX) brano pod uwage, e przesuniecia
punktéw polozonych symetrycznie wzgledem osi O X lub osi OY 53 sobie
réwne. :

Nastepna grupg réwnan, potrzebnych do wyznaczenia ugigé w, otrzy-
mamy przyrownujac do zera naprezenia normalne prostopadle do pia-
szezyzn pionowych AB,BC,CD (vys. 1), czyli ustawiajac rownania

ay=10, ay=0. ' (21)

Naprezenia te wyrazajg sig wzorami

&

____E aj_w| 0w |
o 1——.up‘z(a.’r2 'ua'y“")’! ,
. {22)
B (Fw 0w |
o= 1—-@22 oy * 0 g

~w ktérych z oznacza odlegtost pewnego punktu przekroju od osi obo-
jetnej. '

Po zastgpieniu we wzorach (22) i (23} pochodnych przez odpowiednie
ilorazy roéznicowe Zznajdujemy

E z

Oy — W‘l—__—'t—;g _A?_ ['w'x'+1,j -_ 2‘w:',j + Wi,y + : (24)
+ p (w1 — 2w+ wi, ;1)
E z
G="T 8 AL {wi,jr — 2ws,; -+ Wi j—1 + (25)

+ plwis,; — 2w+ wi—1,7)] .

Réwnania (21) przybieraja w tych warunkach postat:
dla punktu (o, 3) (réwnanie ox = 0}

a, + 0,40, =0, X
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dla punktu (b, 3} (réwnanie ¢, =10)
D;—2,4b, -+ b, + 0,2¢, =0, (XT)

dla punkiu (¢, 3) (réwnanie o6y ==10)
020, + c;—2,4¢; + ¢, -0,2d, =0, (X1

dla punktu (d, 3) (réwnanie ¢,=0)
0,2¢s + dy— 2,4d, + d, + 0,2 ¢, =0, (XIII)

dla punktu (d, 0) (réwnanie gy =10)
 co—24d,H+0,4d, e, =0, (XIV)

dla punkty (d, 1) (réwnanie o, =0)
et 02do—24d, +02d, +e =0, (XV)

dlz punktu (d, 2) (réwnanie ¢, =10)
e +02d,—24d,+02d, +e, =0, (XVI)

dla punktu (d, 3) (réwnanie ¢, =0)

e+ 02d,—2,4d; +02d, + e, = 0. (XVII)

Naprezenia styczne z: wystepujace w plycie w kierunku poziomym
w plaszezyznach pionowych réwnoleglych do osi wspélirzednych wyra-
zaja sig dla punktu oddalonego o z od powierzchni obojeinej za pomocy
NZOTU '

: 0t w
‘Ez'——ZGZ%a"y", (26)

gdzie G oznacza wspoOlezynnik sprezystosel przy przesuwaniu,

Zastepujgc w rownaniu (26) pochodne przez odpowiednie ilorazy réz-
nicowe znajdujemy w zwigzku ze wzorami (4)

z .
Tr=— — 2GW(W!‘+1,;’~}~1 Wi, — Wit + W) (27)

Wobec symetrii plyty i jej obcigzenia wzgledem osi Y-6w napreienia
styczne 7, powinny by¢ w poszczegdlnych punktach tej osi rowne zeru,
powinna wiec mieé miejsce zaleznosé

Ty = 0 B ' ® (28)
czyli zaleznosé

Wil j+3 — Wis,) = Wi 1 Wij=0. (29)
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Rownanie (29) ustawiamy dia punktow nastepujacych:
(a, 0), (&, 0), (¢, 0), (& 0). (30)
Poniewaz pionowe przesuniecia punktow znajdujacych si¢ nad pod-

porg réwne sa zeru, wiec
g = 9, a, = 0. (31)

Stad réwnanie (29) ustawione dla punktu (g, 0) da nam

b, = by, (XVII)
dla punkiu (b, 0) |
ey = Cu (XIX)
dla punktu (¢, 0)
do = dy, (XX
dia punktu {(d, 0)
ey = €. (XXI)

Waobec tego Ze zaféwno plyta, jak i jej obcigzenie sa symetryczne
wzgledem osi X-6w i Y-6w oraz wobec tego ze sity, dzialajace na plyte,

sy prostopadie do plaszezyzny X 0, sze$t rownan réwnowagi bryly
w przestrzeni sprowadza sie W danym razie do jednego réwnania

»Z=0, C(32)

gdzie Z oznacza rzuty sit na kierunek osi Z-0w (kierunek prostopadly do
plaszezyzny X O Y). ‘
Réwnanie (32) przybiera w sastosowaniu do plyty B B CC (rys. D)
postaé
RG+2R1+2R2—}—2R3:6P. (33)

Po wprowadzeniu oznaczenia (19) znajdujemy

T0+2"-|+27‘2+2T3:—'6p. (XXII)

Aby uzyskaé dwa prakujace réwnania potrzebne do wyznaczenia ugiet
plyty, ustawiamy réwnania wyrazajace warunki réwnowagi czefci ABCD
(rys. 3) oraz F'F’ ¢ C (rys. B) plyty-schematu B B (' C, mianowicie wa-
runki, Ze sumy momentow sit dzialajacych na te czefei plyty wzgledem
osi X-6w oraz wzgledem osi Y-0w rdéwne sq zeru. .

Moment sil zewnetrznych dzialajacych na bryle ABCD wzgiedem
osi X-6w rowna sie

M, =3Pl=9Pdx. (34)

16




Moment sit wewnetrznych dzialajagcych w plaszezyznie pionowej A D
piyty ABCD, w zalozeniu, ze 0§ O X pokrywa sie z osig obojetng prze-
kroju A D, rowna sie .

Muix = | Midx, (35)
- gdzie M oznacza moment sit wewngtrznyeh przypadajaeych na jednostke

kiezaca przekroju A D.
Moment M, w zwiazku z réwnaniami (22) i (23) przyblera postaé na-

stepujacy:
il
Mi= ] zoydz = —

—Bj2

E ( 0" w dgw) (36)

T—p? 12 dy? T

Przyjmujemy dalej, Ze napreZenia o, i momenty My obliczone dla
‘punktéw (a, 0), (a, 1), itd. (rys. 6) przekroju A D plyty (rys. 5) nie ule-
gaja zmianie na przestrzeni Ax/2 w obie strony od tych punktéw. Wobec
tego ze na podporze wszystkie przesuniecia plyty réwne sy zeru [punkt
{a, 4) lezy juz poza podporg, jednak na powierzchni wyrazagace; sie réw-
naniem {1)], rownanie (35) przybiera postaé

" Ehfdwi 1

Stad rownanie momentéw sit dziatajaeych na bryte 4 BC D wzgle-
dem osi O X {4 D), czyli r6wnanie

I M— M+ My =0 (38)

przybiera, po wprowadzeniu oznaczenia (19), posta¢

bot2b 20yt 2by 020, =45p. (XKII)

Moment sit zewnetrznych dzialajacych na czesé plyty FICC wagle-
dem osi OY rowna sie

My=2PAx—R,dx—R, 2Ax-~R, 34z, (39)

Odpowiedni moment sit wewnetrznych wynosi

Muwy :fM}dy, (40)
gdzie ﬁ
B R (0w Pw
Mr““ﬁ;éﬁ(w T a'igz‘)- @




Zastepujge w dalszym ciagu w wyrazeniu (41) pochodne przez odpo-
wiednie ilorazy réznicowe i przyjmujac, podobnie jak wyzej, ze na od-
cinkach Ax przekroju F F’ {rys. 5) momenty My zmianie nie ulegaja, na-
dajemy réwnaniu (40) postat

Eh®Ax 1
Mwy:qu) Ax? (31—2Ga+a1)+2(b1"_2b0+b1)+ (42)
42 (e, — 200+ €) + 2(d —2dy + d) + p(Bg— 260 + b +
+2M(an—2bo+co)+Zﬂ(bn‘—zco+do)+zﬂ(co_'2do+eo)ﬂ
_ ER Ax i
T2 (l—puY) Ax?

(—2d, + 2¢).

Stad réwnanie momentéw 3 M =0, czyli rownanie
My— Mu=0 - (43)
przybiera posta¢ _
—-—0,4d0+0,4e0=2p~—r1-—2r2——3'r3. (XXIV)

Rownania (1)-(XXIV) tworza uklad 24 réwnaf liniowych z taka samg
liczba niewiadomych, co pozwala na wyznaczenie wszystkich reakeji ply-
ty i pionowych przesunigé wszystkich potrzebnych do obliczenia punktow
piyty. Po rozwiagzaniu tego ukladu znajdujemy :

a, = 0,59967p, . _
b,=b,==0,24033 p, b2=0-,45028 p, by= 1,49917p, b,— 2,11916p,
¢, =c, =1,36093 p, c,=1,18112p, &= 5,14316p, c,== 7,83913p,
d,—=d,=3,34183 p, d,=3,34145p, d;=121 1767 p, d,=—=20,89392p, ;(44)
e,—e,==5,32270 p, e,=—3,14643 p, e,==19,09226 p,

r,=0,79922 p, r,=1,63890p, 7= 3,31575p, T,=—2,35425p.

|

Wprowadzajgc tu oznaczenie (19) oraz prZyjmﬁjac Ax=—13 znaj-
dujemy dla ugiecia pltyty w érodku jej krawedzi BC:

PP

2,695B (45)

dy =
Do obliczenia naprezen normalnych korzystamy ze wzordw (24) 1 (25).
W punkcie (g, 0) mamy

E -4

w=F§?ZFWrﬂ%+%+Mm~MH%m, (46)
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co dla Ax=1/3 1 2= h/2 daje

E h 1 12P
2

O'J’=1___Ju2— Ax h2

(47)

Scislosé otrzymanych wynikéw zwigksza si¢ w miare zmniejszania sie
odcinkéw Ax. Dla poréwnania ugiecia (45) plyty z ugieciem odpowied-
“niej belki-pasma, obcigZonej na swobodnym kotcu sita P, mnozymy w wy-
razeniu dla d, licznik i mianownik przez Ax oraz bierzemy pod uwage,
ze B=[E/(1 — )] (h*/12) i BAx=EJ/(1—u). Znajdmemy w fen sposéb
dla d, wyraZzenie

Pldx PP PP

T 2693BAx 8,019 BAx  8AI6EJ (48)

Poniewaz w odpowiednim wzorze na ugiecie belki-pasma mieliby$my
przy EJ wspblczynnik 3, wige wzoér (48) podkreéla znaczenie tzw. «ply-
towatosci».

II. ZASTOSOWANIA ROWNAN ROZNICOWYCH NIELINIOWYCH
1. Linie i kierunki naprezen a linie izostatyczne

Nieliniowe rdwnania réznicowe wysiepuja w statyce budowli przede
wszystkim jako przetransponowane na réinice skofczone réwnania roz-
niczkowe linii izostatycznych, ktére w znacznym stopniu charakteryzuja
poszczegolne stany naprezen:

Jezeli wyobrazimy sobie ciato sprezyste o ksztalcie graniastostupa Iub
walca, obcigzone w kierunku prostopadiym do wysokoscei, to linig izosta-
tyczng bedziemy nazywali krzywa wykre§long na przekroju poprzecznym
graniastostupa i posiadajgqcy te wlasnosé, ze styczna do niej w pewnym
punkeie ciala sprezystego wskazuje kierunek jednego 2z naprezen
gidwnych.

Poza ogélna charakterystyks warunkéw pracy poszezegblnych bu-
dowli i wskazaniem w nich miejsc niebezpiecznych, linie izostatyczne sa
wielokrotnie pomocne przy rozmieszezaniu niektorych elementéw kon-
strukeyjnych, np. stalowych wkladek ukosnych w belkach zelazo-beto-
nowych, katownikéw usztywniajacych konstrukeje w pionowych blachach
belek stalowych itd. Ostatnio odgrywaja one powazng role przy projekto-
waniu belek wstepnie sprezonych.

Przy wyznaczeniu linii izostatycznych bads droga ustawienia réwnan
tych krzywych, badZz za pomocg obliczenia wspélrzednych poszezeg6lnych
iej punkiéw, niezbedne jest wprowadzenie pewnego plaskiego ukladun
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osi wspolrzednych. Z drugiej strony, kierunki naprezen glownych w pew-
nych punktach ciaia sprezystego zalezg od wielkosci tych naprezen. 7 te-
go wynika konieczno$t analizy zaréwno linii jednakowych napreZen, jak
; kierunkéw naprezen, zwlaszeza kierunkow naprezen gléwnych.

Pojecie naprezenia w danym
punkecie o clala sprezysiego
sprecyzujemy tu w sposdb na-
stepujacy.

Bierzerny pod uwage walec
sprezysty o przekroju dowolnym
(rys. 7) i o wysokosci 1. Niech
walee ten bedzie przeciely po-
wierzchnig cylindryczng  aa
przechodzaca przez punkt o.
Oddzialywanie odrzucone] cze-
%ci B walca na czesé jego A od-
dzielona od tamiej powierzch-
nig eo moze byé =zastgpione
przez uklad sii roztozonych

Rys. 7 w sposbdb ciggly na tej po-
wierzchni, kiérych wypadkows
QZNACZYINY PrZez .
Przyjmujemy pewien uklad wspélrzgdnych X OY i zakladamy, ze

p=f(x,y) (49)

W odlegtosci nieskoficzenie malej od punktu o, na przestrzeni odcinka
be, zwanego elementem izostatycznym, uwazamy powierzchnie cylin- ¢
dryczna za plaszezyzne nachylong do osi O X pod katem ¢, a sily p za
state i nachylone do b ¢ pod statym katem g.

Naprezeniem w punkeie o bedziemy w tym wypadku nazywali po-
chodng - ‘

6, = 3— , (50)
gdzie A oznacza pole przekroju.

Poniewaz sity ciggle o natezeniu p mozemy rozlozy¢ na kierunek pro-
stopadly do powierzebni be i do niej styczny, wice i naprezenie o, w punkcie
¢ dzialajace na plaszezyzne b ¢ moiemy rozlozy¢ na naprezenie normalne o
i styczne 7. :

Aby mozna bylo poréwnywaé ze sobg naprezenia o i r odpowiadajace
réznym elementom izostatycznym, przechodzacym przez punkt o, ustala
 sie zaleznosé miedzy naprezeniami dzialajacymi na element b c, nachylony
wzgledem osi O X pod dowolnym katem ¢, a naprezeniami dzialajacymi
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na elementy x x oraz ¥ y odpowiednio réwnoleglte do 0si O X i O ¥ (rys. 8).
Zaleinosé te otrzymujemy z warunkéw rownowagi graniastoslupa wy-
cigtego .z omawianego walca i posiadajacego podstawe w ksztalcie

trojkata abe¢ o wymiarach nie-
skontczenie matych (rys. 9). Ponie-~
waz odleglo$t¢ plaszezyzny b e od
punktu ¢ jest wielkoécig nieskon-
czenie malg, naprezenia w tej pla-
szezyZnie oraz naprezenia w pla-
szczyinie do  nlej rdwnoleglej;
przechodzgcej przez punkt @, roz-
nig sie od siebie o wielkoSdei nie-
skonczenie mate i muszg by¢ wo-
bec tego uwazane za réwne,
Przy  kierunkach naprezen
przyjetych na rys. 9 i przy przy-
ietym tam sposobie odmierzaniz
katow ¢ zaleZnos¢ miedzy napre-

zeniami o, 7, ox 1 0y Wyraza sic za Rye. 8
pomoca rownan )
o =g:8in" p + oy cos® ¢ + 2r,singcos g, {51
I:Ex;Uer Gy;m’ cos2¢ - 7,sin2 ¢, (52)
= ?:,i;g"i sin 29+ 7 cos2¢. (53}

i 5]

Najwigksza warto$¢ oy otrzy-
ma naprezenie o (naprezenie gléw-
he pierwszego rodzaju) w tzw,
przekroju gldwnym, tj. wowezas
gdy plaszczyzna b ¢ nachylona be-
dzie wzgledem osi O X pod katem
@=¢, odpowiadajgcym rownaniu

O'y — ¥y

lub tez réwnaniu

L Oy 4 (_‘.’__—_O'y_)2 N 55
18 = 27, ME/ Tr, +1. - ) {55)




Drugi z katéw ¢ odpowiadajgcy réwnaniom (54) lub (55) dotyczy na-
chylenia ¢ = ¢, elementu izostatycznego, w ktérym naprezenie ¢ (napre-
zenie glowne drugiego rodzaju) osigga wartos¢ najmniejszg oy.

Przy danym sposobie znakowania dla wielkoSci naprezen glownych
otrzymujemy wiec wzor ’

—_—as
extr o= Fx—;;gl + i/(gi—z-&) + 3. (56)

Wyrazenie (53) daje przy ¢ ==g, oraz przy ¢ = ¢y wartos¢ z=0.
Przy badaniu stanu naprezefi stosujemy wykresy naprezen typu bie-
gunowego i elipse naprezen.

Wykres . biegunowy wyraza
wzor (51) i ma ksztalt przedsta-
wiony na rys. 10 i 11, Tu pewien
wektor oy przedstawia naprezenie
normalne dzialajgce na element
izostatyczny nachylony wzgledem
jednego z naprezeh gléwnych
{o§ O X) o kat ¢; naprezenia o1 o
odpowiadaja naprezeniom gtow-
nym. Zalets tego wykresu jest
znaczna przejrzystosé przy przed-
stawieniu naprezef jako funkcji
kgta .

Elipsa naprezen (rys. 12) jest
odniesiona do osi wspdirzednych:
pokrywajacych sie z kierunkami
naprezen glownych. Réwnanie jej
bedace przeksztalceniem réwnania
(51) posiada postaé

12 1 '
Z s =1, 57
o7 oy’ ( )

Tu x i ¥ oznaczaja wspolrzed-
ne konca odcinka a B (rys. 12) wy-
razajacego naprezenia wypadko-
we oy naprezen o i 7, dzialajacych
w punkcie o na pewien przekroj,
czyli element izostatyczny przeprowadzony przez ten punkt, a o1i oy wiel-
kofci naprezen gidwnych rownolegtych do.osi wspblrzednych O i OX.
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Omawiany przekrdj moze byt uwazany za identyczny z elementem be
wedlug oznaczen na rys. 9. o
Budujemy w dalszym ciagu w tym samym co wyzej ukladzie wspol-
rzednych elipse odpowiadajgeg réwnaniu (rys. 13)
x? |

y* ,
— +—=——=1 58
gy L2311 . ( )

i zauwazamy, iz kierunki a Bl iaC na'chylon'e tu wzgledem osi ¢ X pod
katami 4 i ¢ beda dla tej elipsy kierunkami sprzezonymi, o ile zosianie
spelniony warunek

t«ptgw:."TI:. (59)

&

8,
il

Rys. 12 o Rys. 13

Z budowy elipsy (57) wynika, ze tangens kata naéhylenia prostej] B
wzgledem osi @ X rOwna sie

tgyp=—, ~ (60)
czyli ze
tgy——Lclgp. (61)
a7 ' )
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Z rownania mamy
tgplgy = . ) (62}
|

czyli ze kierunek @ B; napregzenia wypadkowego w punkcie a i kierunek
elementy izostatycznego, na kiérym to naprezenie wystepuje, sg istotnie
kierunkami sprzezonymi elipsy {58). ‘

Gdy chcemy na podstawie elipsy naprezenn dowiedzie¢ sie, jakie na-
prezenie dziala na element izostatyczny nachylony wzgledem osi e X pod
katem ¢, wowcezas przeprowadzamy $rednice a C elipsy {68) nachylona
wzgledem osi ¢ X pod wymienionym katem i znajdujemy kierunek o Bj
sprzezony z kierunkiem ¢ C. Srednica e B, elipsy (57) przeprowadzona
réwnolegle do prostej a Bi da wielko$¢ poszukiwanego naprezenia. Gdy
obie elipsy wykonane sa na jednym rysunku, konstrukeja geometryczna
ulega uproszezeniu. _

Dotgd liczylidmy sig, zgodnie z rys. 9, jedynie z naprezeniami rozcig-
gajgeymi o; i op. Gdyby oba te naprezenia byly Sciskaiace, sposdb odezy-
tywania z elipsy {67) wielkodci naprezen wypadkowych o4 nie uleglby
zmianie. GdybvSmy natomiast mieli do czynienia z naprezeniami ¢; 1 oy
roznigeymi sie co do znakdw, wowezas elipsa (58) musialaby by¢ zastgpio-
na przez hiperbole (rys. 14 lub 15) odpowiadajgacg réwnaniu

x2 y‘..’.

=1. (62)

0y 1413 :

Poza tym spos6b odczytywania napreien pozostaje tu ten sam co
wyzej. Elipsa {(58) i hiperbola (62} noszg nazwe krzywych kierunkdéw.
Przy wykredlaniu kierunkéw sprzezonych jest w danym razie najwiasciw-
sze skorzystanie z warunku, Ze kazda ze $rednic sprzezonych elipsy lub
hiperboli jest réwnolegla do stycznej przeprowadzonej przez punkt prze-
cigcia z krzywy frednicy sprzezonej. '

. O ile naprefenia ig; 1 oy 53 tego samego znaku, to 1 naprezenie oy be-
dzie tegoz znaku. Wynika stad, ze w tym wypadku kierunek naprezenia
{(aBi na rys. 13) i kierunek odpowiedniego elementu izostatyeznego {a C)
tworzg jako érednice sprzezone elipsy zawsze kat rozwarty.

Naprezenia o, wyrazone przez dlugoscl promieni wykresu biegunowe-
go odniesionego do jednego z kierunkéw gléwnych ukladaja si¢ w danym
wypadku wediug rys. 10.

- Katy zawarte miedzy sprzqzonymi frednicami hiperboli sg katami
" ostrymi, przy tym, o ile kierunek elementu izostatycznego a C znajduje
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sig w jednym z katéw utworzonych przez asymptoty N, S, 1 N, Sy (rys. 14
i 15), to kierunek napreZzenia wypadkowego a B” bedzie znajdowal sic
w drugim sgsiednim kacie.

Rys. 14

Rys. 15

Przypu$tmy, iZ napreZenie gléwne o), jest naprezeniem Sciskajgcym
(rys. 16), naprezenie za$ glowne o; naprezeniem rozciagajacym. Wowezas
przy p= 0, gdy element izostatyczny b c pokryje sie z elementem ac,
bedziemy mielli gp=o0y. .

Jezeli kierunek naprezenia wypadkowego oy odchyli sie od kierunku
¢ Y i zajmie w kacie S, a S, polozenie a By (rys. 14), wéwczas odpowiedni
element izostatyczny pokryje sie z kierunkiem sprzezonym a C, przecho-
dzacym przez kat S;a Ny i identycznym lub réwnoleglym do bec. W tych
warunkach element be lub przekrdj ¢ C w punkcie o bedzie Seiskany.

Gdy kierunek e B’ naprezenia wypadkowego o, pokryje sig z kierun-
kiem S: N, asymptoty, wowezas pokryje sie z nim i kierunek a C odpo-
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| wiedniego elementu izostatycznego. Naprezenie oy bedzie w tym przy-

padku naprezeniem stycznym 7.
Skoro kierunek a B’ naprezenia wypadkowego oe przejdzie przez kat
S, @ N, {rys. 15), wéwezas kierunek odpowiedniego. elementu izostatyczne-

go a-C (lub b ¢} znajdzie sie w kacie S;a S, Naprezenie o, wystepujace

Rys. 18

w plaszezyinie be bedzie dgzylo do odda-
lenia tej plaszezyzny od punktu a, bedzie
wiec naprezeniem rozciggajgcym.

7, powyzszego wynika, Ze naprg¢ienia
oy odpowiadajace kierunkom zawartym
w katach S;eS, i N, a N, beda napreze-
niami $ciskajgeymi, a naprezenia odpo-'
wiadajace kierunkom zawartym w katach
N,a S, 1 N,aS; bedg naprezeniami roz-
ciggajacymi. Rzecz bedzie sie miala od--
wrotnie, gdy naprezenie gléwne oy be-
dzie sciskajacym, a napreZzenie gléwne o
rozeiggajgcym. C

Wykres biegunowy odpowiadajacy wykresowi na rys. 10 przybiera tu
pastaé przedstawiong na rys. 11

i

§

]

Przy badaniu warunkéw pracy konstrukeji niepretowych (pelnych)
interesuja nas nie tylko wykresy naprezenn w danym punkeie ukladu spre-
zystego, ale réwniez krzywe charakteryzujace rozklad naprezen w calej
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konstrukeji. W ten sposdb dochodzimy do pojecia linii réwnych napre-
zen gléwnych, ktérych budowa oparfa jest na réwnaniu

Ux+dy Ux"_o' 2 .
sy (2T =, @)

gdzie or wyraza warto$¢ naprezenia gléwnego we wszystkich punktach
lezaeych na krzywej (63). Majge na uwadze, ze naprezenie glowne sta-
nowi pewng funkcje wspolrzednych x, y, mozemy dla poszczegblnych war-
tosei o, znalefZé szereg punktéw czynigeych zado$é rownaniu (83) i wy-
kreslié na tej podstawie linie réwnych naprezefni gléwnych mar 1ub omin.
W podobny sposéb postepujac z réwnaniem

+ V @)2 +.-¢0 =1, (64)

znajdziemy linie réwnych naprezeft Tmex lub zmi» dla najwiekszych lub naj-
mniejszych naprezen stycznych. :

Rys. 19 Rys. 20

Na rysunkach 17 i 18 podane sg dla przykiadu, wykonane przedstawio-
nym sposobem, linie réwnych naprezen omax i Tmax dla zapor, a wiec kon-
strukeji pelnych, w ktérych napreZenia ox i oy sy wielkosciami tego sa-
mego rzedu. Rysunki 17 i 18 dotyczg zapory w przekroju poprzecznym
tréjkatnej, ¢ wysokosci h = 30m, o kacie ¢=30° i cigzarze jednostko-
wym muru y =24 t/m5. Wartosci naprezen wyrazone w kg/cm? wy-
pisane zostaly na rysunkach na obwodzie przekroju poprzecznego zapo-
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ry. Na rysunkach 19 i 20 przedstawione 53 linie réwnych naprezen dla zapory
o przekroju prostokatnym i o wymiarach poprzecznych 18 m na 30 m.

W szezegblnosel na Iys. 19 podane 83 linje rownych naprezei Omax, 8 N

giownych. Aby kwestig te rozsirzy
@, 1 ¢, réwnania (54) w réwnanie

odpowiadajaca katowl g musi
byé odlozona prostopadle do
przekroju nachylonego wzgle~
dem osi O X na rys. 9 pod ka-
tem ¢,, 2 wartos¢ a odpowiada-
jaca katowi ¢ prostopadle do
przekroju nachylonego wzgle-
dem tej osi pod katem ¢a.

Inne kryterium ustalenia
kierunkéw naprezen gtownych
‘mozemy uzyskat Z warunkow
réwnowagi graniastostupa w ro-
dzaju graniastosiupa aebc na
rys. 9 w przypadku, gdy napre-
senie ¢ jest jedhym Z naprezen
gtownych oy lub oy - Rzutujac na
of OY sily dziatajagce w tym

rys. 20 linie réwnych naprezen
tmas. Wreszcie na rys. 21 i22
podane sg linie réwnych naprg-
sef dla zapory o przekroju po-
przecznym w ksztalcie trapezu
o podstawach réwnych 12 m
i 924 m i o wysokoéei 30 m. Li~
nie przedstawione na rys. 21 do-
tycza naprezen omas, a przedsta-
wiohe na rys. 22 naprezen Tmax

Przy wyznaczaniu polozenia
przekrojow glownych w danym
punkcie, a wige tym samym osi.
elipsy naprezen, natrafiamy
nieraz na pytanie, ktére z dwu
rozwigzan réwnania (54) odpo-
wiada ktéremu 2z ‘naprezeh

gnaé, wstawlamy oha rozwigzania
(51) lub (52); przy tym warto$¢ o

83

wypadku na graniastostup a b ¢ oirzymujemy rownanie

~erAsincp—i~adAcos<p——aydAc03(p$0,
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gdzie d 4 przedstawia pole Sciany b c. Znajdujemy stad

g—0C
tgp=——>. (66)
To
W belkach, gdy mozemy przyjaé, ze oy = 0, owtrzymujemjir
tgp=— | (67)

To

W tym wiee przypadku kat ostry ¢ — ¢, zwiazany réwnaniem (66} lub
(67) z naprezeniem gléwnym o =0, jest katem nachylenia wzgledem osi
X-6w przekroju gléwnego poddanego temu wlasnie napreZeniu. W ten
sam sposéb katowl ostremu =g, odpowiada naprezenie giowne o=oy

Nalezy zauwazy¢, ze Wpraw- - :
dzie przy ustalaniu wzoréw (54)
i {55) przeznaczonych do wy-
znaczenia polozenia przekrojoéw
glownych liczyliSmy sig ze
schematemn statycznym przyje-
tym na rys. 9, jednak przy ko-
rzystaniu z tych wzordw jest
rzeczg obojetng, jakie polozenie
graniastostupa a b ¢ wzgledem
osi wspélrzednyeh bedziemy
mieli na uwadze, byleby znaki
naprezent, osi  wspblrzednych Rys. 23
i katy ¢ byly uzgodnione ze
schematem zasadniczym. Batwo przekona¢ sie np., Ze dla punktu a (£ =7,
y = 1,5) otrzymamy. tu nachylenie przekroju giéwnego ¢ = 21° nieza-
Jeznie ani od przyjetego uktadu wspéirzednych, ani od przyjetego prze-
kroju poprzecznego {a ¢ lub ¢;¢), ani tez od przyjetego polozenia elemen-
tarnego graniastostupa (rys. 23). '

Rozwazania nad kierunkami naprezen gléwnych doprowadzajg do
ustawienia réwnania rézniczkowego linii izestatyecznych.

- a, ’ iy

YRR 4

| 3
!

I

o

1]

Istotnie, poniewaZ w pewnym punkcie ciala pryzmatycznego oba na-
prezenia gléwne oy i oy, jak réwniez oba odpowiadajgce im przekroje
gléwne, sg do siebie prostopadie, wige kat ¢ okredlajacy wediug rownania
_(66) lub (67) polozenie elementu izostatycznego, odpowiadajacego jedne-
mu z naprezeh gldwnych -— przypusémy naprezeniu o ~— tym samym
okresla kierunek drugiego naprezenia glownego oy, a wiec 1 kierunek
stycznej w danym punkecie do krzywe]j izostatycznej dla tego naprezenia.
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Wyobrazmy sobie, ze krzywe izostatyczne, odniesione do pewnego
uktadu osi wspéirzednych 0Xli OY, zwigzanych z pryzmatycznym cla-
tem sprezystym, wyrazaja sie za pomocg réwnania

pTZy CZym
d
F—tgg, (69)

gdzie g jest to kat nachylenia wzgledem osi O X stycznej do linii izosta-
tycznej w danym punkcie. Wobec znakowania katow przyjetego na rys. 9
réwnanie (69) przybiera postaé '

— =gy, (70)

Po uwzglednieniu wyrazenia (55) dochodzimy do réwnania

dy _ 0y —0s - ("y—‘f’x)2
dx 27, rol B (71)

ktére jest réwnaniem rézniczkowym linii izostatyezne].

2. Calkowanie réwnania linii izostatyeznej

Calkowanie rownania linii izostatycznej (71) tylko w rzadkich wy--
padkach moze byé wykonane $cisle. Musimy tu sie na ogot uciekaé do me-
tod numerycznych lub wykredinych.

Rownanie linii izostatycznej {réwnanie 68) moze by¢ rozpatrywane ja-
ko catka réwnania (71). Catka ta moze byé écisle otrzymana tylko w przy-
padkach zupelnie wyjatkowych i droga obliczefi dos¢ Zmudnych.

Proponuje sie tu wyznaczenie krzywej izostatyczne] droga przybli-
zonego calkowania réwnania (71). _

Przy numerycznym wyznaczaniu linii izostatycznych korzystamy
z metody Rungego. Metoda ta znajduje punkt wyjscia w propozycji
Fulera polegajacej na tym, aby krzywa wyrazajacg catke danego row-
nania rézniczkowego budowaé na podstawie wspbtrzednych jej poszeze-
gélnych punktéw, wyznaezonych w sposob przyblizony, a wiec przez za-
stapienie rézniczek przez réznice skofczone.

Na tle sposobu obliczenia poszczegdlnych wspblrzednyeh krzywe] (68)
zaleconego przez Eulera powstalo kilka réznych sposoboéw takiego ob--
liczenia, z ktérych najscislejszym jest wiladnie sposéb Rungego.

Podamy tu kryterium, na mocy ktérego poszczegdlne sposoby oblicze-
nia wspélrzednych réwnania (68) moga byé ze soba pordwnywane,
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w szezegldlnoséci gdy chodzi o nieliniowe réwnanie rézniczkowe pierwsze-
go rzedu, a wiec i o roéwnanie rézniczkowe linii izostatycznej (71).
Przypusémy, ze krzywa AB na rys. 24 przedstawia wykres poszuki-
wanej funkeji (68). Na podstawie warunkéw zadania ustalamy pewien
punkt poczatkowy A, (xo, ¥o), przez kiéry krzywa AB przej$¢ powinaa.
Nadajac cdcietej a, dowolny ma-

ty przyrost skonczony Ax oblicza- A As 4
my przyrost Ay odpowiadajacy As Ay
nowemu punktowi krzywej AB, Ay Ay
a wiec punktowi A, o wspodlrzed- A by
nych —
A /
ry=x,+Ax, i =yo+Ay. (72) U4
W podobny sposdb przechodzi- IS BV Sy
my od punkin A, do punktu A, ¢ -

(2, o) itd.

Ta drogg otrzymujemy szereg
punktéw krzywej (68), ktore pola-
czone ze sobg odeinkami prostych daja nam linie lamang, zastepujacg
7 potrzebna doktadnoscia poszukiwang krzywa.

Rys. 24

Réownanie régniczkowe (71), o ktére tu chodzi, posiada ogoélng postaé
d
Tr=f.y. (13)

Stad przyrost Ay moze byé obliczony za pomocy szeregu Taylora
dla dwéch zmiennych niezaleznych w spos6b nastepujacy:

Ay=f@.9) Az F 1AL + o

Aax?

+ [fn +'2f12f “l‘fzzlfz +Jc2(]c1 "‘fzf)] 1-2.3 +

gdzie

_0f(x,y) __0f(x,y

.ft"— ()a': ¥ .f:!_"' ay ’

0*f(x,9) _ 0%f(x,y) _Fflz,y)

f1]= _amﬂ ] 22 — ayg ] f12 amay




Euler stosowat dla «ly wyraZenie:

dy= flx,y) dx, (75)

skad wynika, ze tylke jeden wyraz przyblizenia Eulera pokrywa sie
7 rozwinieciem (74). '
Dla uzyskania wigkszej doktadnosci obliczamy wyrazenia

dy=Fflx,y}dx, ) (76)
Ly=flx+dx, y+Hydx, _ (78)
_*Iy:wdly;—ii—'-ﬂ=1\fs. o | {79}

Po rozwinigciu wyraZzen (77) 1 (78) wedlug szeregu Taylora znaj-
dziemy, iz wyrazenie (79) réizni sie od Secistego wyrazZenia (74) dla Ay
dopiero w wyrazie trzecim zawierajgcym 4 x® 1 nastepnych.

Runge proponuje dla przyrosiu x wyrazenie

1y:N;f'+%(NSWNT), (80)

w ktdrym Ng oblicza sie w-ed]:ug‘ wzorn (79), Nr za$ jako pierwsze przy-
blizenie dla przyrostu Ay nie wediug wzoru {76), lecz wedlug wyrazenia

1 1
erf(x+§~dx, y+~2—djy)zf.:c. (81)

Po rozwinieciu w szereg wielkofei wchodzaeych w skiad wyrazenia
(80) znajdziemy, Ze wyrazenie to rbézni sie od Scistej wartosei 4y doplero
w wyrazach zawierajgcych 4 x w potedze frzeciej i wyzszych.

Sposdh Rungego zostal sprawdzony droga przyblizonege catko-
wania pewnych réwnafi, posiadajgcych rozwiazania fcisle. W przypadku
przyblizonego. obliczenia rozwiazania réwnania linii - izestatycznej (71)
najlepszym sposobem okreflenia Scistosci ofrzymanego rozwiszania jest
pordwnanie ze sobg kolejnych przyblizen otrzymanych ze wzoréw (79)
i (80). Latwo przekonad sie, iz drogg zmniejszania wielkodei odeinka Awx
réznice te mozemy uczynié dowolnie mails.

Sposdb wyznaczenia linii izostatycznych drogg catkowania zobrazuje-
my tu na przykladzie belki utwierdzonej w jednym koficu oraz zapory
trojkatne] znajdujacej sie pod dzialaniem parcia wody.

Bierzemy pod uwage belke przedstawiona na rys. 25, a wiec belke
w jednym koncu utwierdzong, a na drugim cbhciagZona sila P, { przyjmuje-
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4

my za poczatek wspdlrzednych Srodek cigzkosei koficowego przekroju B B
danej belki. Aby wyznaczyé w przyjetym ukladzie wspdlrzednych linie
izostatyczng, roblmy tu przekrdj aa i bierzemy omowmny wyze] {rys. 9)
. niéskoficzenie maty graniastostup abec. ) S ‘

Przystepujemy do ‘ustawie- ‘ o : sy
nia réwnania rézniczkowego
{71) linii izostatycznej w danym
przypadku szczegolnym, a wiec
dla belki o rozpietofei 1= 12 |
i wysokodei h = 6. Wobec tego, w7 —— % — ————— |
ze obliczenie prowadzimy we- !
dlug ogélnie rozpowszechnio-
nej w prakiyce uproszczonej
teorii  zginania, przyjmujemy %
wiec, ze dla belki oy =0,

Niech bedy =, y wspblrzed- Rys. 25,
‘nymi pewnego punktu g, lezg- : ‘ :
cego w przekroju ae (rys. 23) lub tez nleskonczeme do niego zbliZonego
punktu o. W tych warunkach naprezenie ¢y w wymienionym punkcie
wyrazi sie wzorem

tx
T

My

7 (82)

Gy =

gdzie M oznacza moment zginajgecy w przekroju ee, a J moment bez-
wladnofei tego przekroju. '
Poniewaz réwnanie (71} oparte jest na schemacie statycznym przyje-
_tym na rys. 9, uwazamy tu néprgienie o, za dodatnie, gdy jest ono napre-
zeniem rozciggajgeym. Moment M = P 2 nie ulega zmianie znaku na ca-
tej dlugosei belki, bedziemy wiec go stale uwazali za dodatni. Stad ofrzy-
mamy dla naprezenia ¢, wyrazenie
ny. (83)

Ty = e

J

Dla naprezenia stycznego, 7; otrzymujemy od.ptowiednio wWzor

gdzie znak dodatni przed prawg czeseig réwﬁa;lia tlumaczy sig zgodnoscia
kierunku naprezenia 7, w d&nym przypadku ze schematem przyjetym.
na rys. 9.

\
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Nadéjemy wreszeie rownaniu (71) postaé hastqpujaca:

2 | ' (85)

W my$l uwag wypowiedzianych na wstepie tego rozdzialu i w mysl
réwnania (67) znak + odpowiada tu réwmaniu rézniczkowemu linii izo-
statycznej dla wugkszego z naprezen giéwnych, znak za§ — dla mniejsze-
go z nich.

Przy znakowaniu przy]Qtym na rys. 9 w wyrazeniu (56) znak -+ odpo-
wiada naprezeniu rozciggajacemu, a znak — fciskajgcemu. Wobec przy-
jetego sposobu obliczania katéw ¢ musielidmy, wstawiajge w réwnanie
(7())' zamiast tg ¢ wartos¢ jego ze wzoru (53), znak w prawej czeSci tego
wyrazenia zmienié¢ na odwrotny. Stad wynika, iZ linia izostatyczna dla
napreZzenia rozciagajacego be;dzle miala w danym razie nastepujgce réw-
nanie rézniczkowe: :

o ) h? 9 E (86)

Przy y ujemnym pierwszy wyraz prawej czesci réwnania (85) staje sie
dodatnim. Wéwezas znak -+ przy pierwiastku odpowiadaé bedzie linii
izostatycznej mniejszego z naprezen gléwnych (og), w danym razie’ do-
datniego, czyli rozciggajgcego, znak za§ — odpowiada¢ bedzie linii izo- *
statycznej wigkszego z naprezefl glownych (o), w danym razie $ciskaja-
cego. ' '

Jezeli chodzi o to, aby dana linia izostatyczna wskazywala na ca-
lej swej diugoéci kierunek gléwnych naprezen rozeiagajacych, wowcezas
dla czesel belki ponizej osi O X odpowiednikiem roéwnania (86) bedzie row-
nanie nastepujace: .

dy _xy [ =y Voo

dx R, h?

O Y

(87)

7. zestawienia réwnan (86) i (87) wynika, ze o ile linia izostatyczna od-
powiadajaca tym réwnaniom ma ksziall przedstawiony na rys. 26 za po-
moca krzywej A B C, to czei¢ jej A B odpowiada réwnaniu (86), czesé zas
B C réwnaniu {87). ' o
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Styczne do linii A B C wskazuja kierunek naprezen gtéwnych rozeig-
.gajacych. Gdybyémy chcieli mie¢ linie izostatyczng dla naprezen gléwnych
‘plerwszego rodzaju (o). niezaleznie od znaku, wéwczas zamiast. galezi
BC otrzymalibySmy tu galaz A'B, a krzywa ABA’ byIéby linig po-
szukiwana. GalaZz A B wskazywalaby wowczas kierunki napreen glow—
nych ujemnych.

Y

[

Dla przyktadu wyznaczymy tu linie izostatycezng praechodza(.a‘ na
rys. 27 przez punkt przekroju utw1erdzema o wspoh'zednych o =12
3 y(,—- 1,6 1 dla Ax==—2 A wiec mamy

121,56 kfzmTS T
f(xoayo):_gz 1,52—]_]/:"33—**""_2'%‘1-—0173
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Ay y=—2-0,178 = — 0,356,

' 10-1,144
fo+ A y+ Ay)=— 5159 T V148871 =0,304,
 Ayy=—2-0,304=10,608,

: 10- SR .
Flag + Az, y+ A y)= *—T_—%%%% +1/1,087 1 == 0,400,

A,y =— 20,400 = -— 0,800,

Ayt Ay —0,356—0,800

) = 3 — 0,578,

Neg=

1 1, 11 1,322 | oo
flaot 5 42,90+ AV =—5"Trse + 12,005 +1=0,236,

Nr=—2:0,236 =—0,472,

AyﬁN_T—I-%(NS—f-NT)——O 472 — 0,035 = —0,507,

xXy= 10, y1=0,993,

flxy, y,) = 0,342, dx=—1, Ay =—10,342,
i

Fley -+ da,y, + 4, y)= 0,528, Ay y = — 0,528,
e+ Az, y, + A, y)=10,631, Ayy=—10,631,

1 _
Ng=—— 0,486, j‘(3:1—i—-§lz|sc,yt +—;~A1y)=0,635_
Nr=—0,635, Ay ==— 0,586,
£y =9, | Yy == 0,402,
f s, yo) = 0,804, Ax==—1, . Al‘y=~—-—0,804,
| ' 8- 0,402 .
Flaog -+ Az, Yo + Ay y) == ~—bm + 1,390+ 1 = 1,539.

Nalezy zauwazyé, iz w punkcie odpowiadajgcym -wsp()irze;dnym
x, =9, ¥y, = 0,402 — 0,804 = — 0,402 wobec zmiany znaku przy y linia
izostatyczna odpowiada juz naprgié‘nﬁu drugiego rodzaju oy, ktére jest
jednak w dalszym ciagu naprezeniem rozeiagajacym. A wiec :

dyy=—1539, fizy+ AZ,ys+ dsy) = 1,546,
Ayy==—1546, Ns=-—1,175, '
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.f(:cﬂtédﬁc,y—l—%ﬂ{y).:l, Np==—1, 4y2'—'«1,0_53,""’.-
x, =8, yy=—0,636,

Foy y) =1,784, Ax=-—=10,500, - 4 y=-10892,

flwy+ A2,y 4k A y) =3,775,  Ayy=—1881,

a4+ Az gy - Ayy) = 5,388, A,y =— 2,694,
Ns=—1,793, f(:cﬁ%m:,yg+%4iy)_2,515,

Np=—1,257, dy==--1332,
" x,=175, y,——1,988.

my krzywsg przedstawiong na rys. 27 za pomoca grube]j linii petnej. Linia
ta jest normalna do dolnej powierzchni belki. Wynika to z réwnan (54)
i {51). Skoro bowiem na krawedzi belki 1,==01i g,==0, fo ofrzymujemy
z roéwnania (54) dla kata ¢ wartodci 0 i 90°, ktore wstawione do réw-
naria (bl) uzasadnia taki wniosek.

-

L
Rys. 28

Dla innych punktéw linii izostatycznej katy nachylenia stycznych
otrzymujemy z réwnania (86) badZz (87) majac na uwadze, iz dy/de=tgeg.
Wstawiajac otrzymane tg droga katy w réwnanie (51) znajdujemy na ca-
tej diugoéei linii izostatycznej wartoéci tego naprezenia gléwnego, w da-
nym razie rozciagajacego, dla ktérego zostala ona zbudowana. Odkladajac
te wartoscl normalnie do linii izostatycznej ABC "(rys'. 28) otrzymujemy
wykres ¢ b C tego naprezenia. '
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Jezeli zaczepimy do belki przedstawionej -na rysunkach 27-2% za-
miast obcigzenia skupionego obcigZenie ciggle réwnomiernie rozloione
o natezeniu g, to wyrazenia (83) (84), (86) i (87) przybiora odpowiednio
postaé

_ g2’y gz (b _ . | -
AT R 2J(4 M o
P . T A
%?f— hz_&z * ey 39

i) V5]
d T 2 . )
8y Y Ty +1. (90)

N Y
(i)

Obliczenie przeprowadzone na podstawie wzoréw (88) - (90) doprowa-
dza do krzywej izostatycznej przedstawionej linia gruba pelng na rys. 29.

Rys. 29

Po obliczeniu analogicznym do wykonanego dla belki przedstawionej
na rys. 25 znajdujemy dla belki, w kiérej 1 =25 i h = 10, obcigzonej na
koficu silg skuplona, linie 1zostatyczna, przedstawiong grubq linig pelng
na rys. 30.

Zaslosujemy dalej sposéb przybhzonego catkowania réwnania {71) do
wyznaczenia linii izostatycznej w zaporze o przekroju poprzecznym trédj-
katnym. '
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Dla zapory przedstawionej na rys. 31 i dla podanego tam ukladu
wspbirzednych wyrazenia dla naprezen o, oy i 7, rownoleglych do osi
wspélrzednych, przybierajg postaé nastepumca

kY

T, =xctg?w, ‘ : (91)
. o‘x :‘y’ . ) - (92)
ay==ax + by, (93)

Rys. 30

gdzie L
| a:ﬂg§§ﬁh b=y—cigto, (94)
y Zas oznacza cigzar jednostkowy muru zapory .
przy ciezarze 1edn05tkowym Wody wynoszaeym S==
1t/m3, '
Przy wyznaczamu naprezen w zaporach o
uwazamy zwykle naprezenia Sciskajgce za do-
datnie, wobec czego przyjmujemy dodatnie kie- -
runki naprezen wedlug rys. 31. Poniewaz. . 5,
wszystkie naprezenia przyjmujemy tu ze zna-
kiem odwrotnym w poréwnaniu do schematu b
z rys. 9, wiec znak przed wyrazeniem (71) znua- N7
nie nie ulega.
Wyznaczymy dla zapory, w ktérej h = 24 m,
w =30° 1 y=24t/m® linie izostatyczng prze-~
chodzqca przez punkt o Wspolrzednych X, = 0, ‘ :
o =10, ‘Rys. 3t '
- W tym wypadku

A

o

= 6,460, b = 0,600, ¢ = b— L= - 1,600,
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: wobec czego rowname (71) przyblera postaé

dy 6,460x— 1 600y l/ 6,460 — 1 600 2/\? -
bt b bl 4 1- {95)
dx 6x + 6x +

Aby zdecydowaé sig na znak przed pierwiastkiem w rownaniu (95),
nalezy uciec sie do wzoréw (66) i (70) i nada¢ temu réwnaniu postaé

d_y__ a—ay
dx T,

(96)

a w dalszym ciagu posta¢ |
dy _ 1[eit oy o iz | '
_dE~_?{,[—.2——i!/( x2 y)""fg‘_'f‘y~ (97)

Z rozwazan przytoczonych na poczatku tego rozdzialu oraz z uwag do-
tyczacych réwnania (85) wynika, iz znak —~— w réwnaniu (97) odpowiadaé
bedzie linii izostatycznej naprezenia o wiekszej bezwzglednej. wartosei,
w danym razie napreZenia éciskajgcego ¢ = o,. Stad dochodzimy do zna-
ku + przed pierwiastkiem w réwnaniu (95).

Drogg takiego samego obliczenia, jakie zastosowaliSmy wyzej do belki
w jednym konicu utwierdzonej, a w drugim swobodnej, znajdujemy naste-
pujgce wspolrzedne poszczegdlnych punktéw linii izostatycznej:

xo= 0, Y, =10,000, A:r:=1,
r= 1, y;=10,120, Ax=1,
ry= 2, Yy == 10,691, Ax =2,
rz= 4, = y,=125093, Adxr=2, (98)
= 6, Yy, = 15,289, Ax =23, ‘
ry= 9, - y,=19,999, Ax==2.
g =11, Yy, = 23,665.

OdeW1edn1a krzywa przedstawiona jest grubq linig pelnq na rys. 32. '
W punkcié x, =0, Yo— 10 krzywa ta jest normalna do pow1erzchm muru
wobec tego, Ze naprezenie styczne z,= 0. :

Wykreslne wyznaczenie linii izostatycznych opiera sie na budowie linii
izoklinicznych.

Linie iz¢kliniczne s3 to krzywe posiadajace t¢ wlasnobé, ze we wszyst-
kich punktach jednej z nich naprezenia gléwne tego samego rodza]u 55
wzgledem osi wspolrzednych jednakowo nachylone. ,

Poszezegélne elementy poszczegdlnych linii izostatycznych sa wige dla
danego rodzaju ‘naprezenia gléwnego w miejscach przeciecia ich z 11n1am1
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1zoklinicznymi do siebie rownolegle. Linie izokliniczne (izokliny) sa z te-

go powodu pomocne przy budowie linii izostatycznych.

Role réwnan linii izoklinicznych odgrywaja réwnania (54) i (55), o ile
katy ¢ bedziemy uwazali w nich za wielkosci stale Gdy chcemy w1ec spo-

rzgdzi¢ linie izokliniczng dla danej

q0°

wartodei kgta nachylenia danego na-
prezenia gloéwnego, wstawiamy war-
1046 te w lews czesé wyrazenia (55),
prawg za$ przedstawiamy jako funk-
cje x iy, wyrazajac naprezenie gy i gy
w ten sposob jak poprzednio.

Tym sposcbem rownania izokli-
niczne stajg sie réwnaniami typu '

tgp=const, czyli F{x,y)==const. (99)

Dla przykladu oméwimy spo-
sob powstawania linii izoklinicznych
‘w przypadkach przedstawionych na
rysunkach 27, 28, 30 1 31.

Dla latwiejszego wykreslenia linii
izoklinicznych wskazane jest, aby..
rownania ich byly rozwiazane wzgle-
dem jednej ze wspdlrzedniych, W tym
celu nieraz wygodnie] jest korzy-
staé nie z réwnania (55), lecz bezpo-
frednio z réwnania (54).

a5°
80°

70°

Ustawmy rdéwnanie -1inii. izokli-
“nicznej dla belki przedstawionej na
rys. 27.

Zastepmerny przede wszystkim réwnanie (54) przez réwnanie

21,

g2 = — o

ktére przybiera w danym przypadku postac¢

?_._(E_ a) L

2J \ 4 4

Y e K. N A S

Gl Pxy zy
J

lub po'staé
; Ty h?:
Y —yetg2e—p =0,

(100)

(101}

(162)
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skad po rozwigzaniu réwnania otrzymujemy

xtg2 xig2o) A ' '
y=——g2—?i'-_l-]/ (—-gﬂg) +"§- . (103)
Dla belki obeigzonej w sposdéb ciagly odpowiednio znajdujemy
R

tg2p——2 0 | 104)

g L . Ez .

yyytg2e— =90, {105)

rtg2e /{xtg2p\® R ‘
yz-—a—ii/(%’—)mz. (106)

Wstawiamy dalej we wzory (103) i (106) np. ¢ = 60° oraz x réwne ko-
lejno 2, 4, 6 itd. i tg droga dochodzimy do linii izoklinieznych oznaczonych
liczbg 60° na rysunkach 27 i 29, Liczba 60° wyraZa tu, iz w kazdym punkcie -
danej krzywej jeden z przekm]ow gtéwnych nachylony jest wzgledem
osi OX pod katem 60°.

Poniewaz wiemy, ze wicksze naprezenie gldwne na gornej powierzch-
ni belki ma kierunek poziomy, czyli réwnolegly do osi belki, co odpowia-
da p=290"1 y== 4 k2, wiec przyjmujemy w réwnaniach (103) i (106} -
przed pierwiastkiem znak +. Dla podobnych powodow w ‘dblnej czeei
belki przyjmujemy znak —. E

Przy ¢==45° otrzymujemy zaréwno z réwnania (103), jak i z réwna-
nia (108) dla ¥ wyrazenie nieokre$lone oo — oo, ktérego wartosé rzeczy=
wista rowna sie 0. O8§ belki jest wiec linig izokliniczng dla kata ¢ = 45°.

Na rysunkach 27, 29 i 30 krzywe izokliniczne, dla réinych katéw
przedstawione sa za pomocy cienkich linii pelnych.

Aby otrzymaé linie izokliniczne' dla zapory przedstawionej na rys. 32,

nadajemy rownaniu (54), w zw1azku Z ozhaczeniami (94) i (95), postaé na- .

stepu]aca . 9 et i
_ 2% 2zdgio

tg2¢ oy—os  cytax . {107}

Rozwigzujge réwnanie (107) wzgledem x otrzymujemy

ycig2e - 1,6ytg2e . (108)

T 2ctgfw—alig2p  6—6,46tg2¢

WstaWiajac w rdownanie {108) poszczegolne wartodei kata @ dochodzimy
do peku prostych izoklinicznych Wskazanych na rys. 32 za pomocy cien-
kich hnu peinych. ' ‘
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Peki linii izoklinicznych stuza do budowy linii izostatycznych.
Przypu$émy wiee, Ze mamy pek linii 1zok11n1c7nych (rys. 33) odpo- .
wiadajgeych katom ¢, @5, @5 itd. :

Rys. 33

“ Jezeli linia izostatyczna ma przej$é przez punkt e lezacy na izokli-
nie ¢,, to przeprowadzamy z tego punktu prosta ae réwnolegla do
osi O X i odkladamy od niej kat ¢,= < a, a ¢, w sensie schematu na rys. 7.
Prosta a a; bedzie tu kierunkiem przekroju (elementu izostatycznegd), na
ktéry dziala naprezenie gléwne odpowiladajgce danemu pekowi linii izo-
klinicznych. Przeprowadzajac prosta a b prostopadia do prostej a a, znaj-
dujemy kierunek odcinka linii 17ostatyczne] zawarty miedzy izoklina-
mi ¢ 1 ;. ‘

W punkcie b przeprowadzamy prostg b b, nachylona pod katem. g,
wzgledem osi X-0w oraz prostg b ¢ do niej prostopadiy i stanowiacg odei-
nek linii izostatycznej miedzy izoklinami g, i p;. W ten sam sposéb budu-~
jemy pozostale odcinki poszukiwanej linii izostatycznej, Katy [oy, ¢a, ¢4
itd. odkladamy od osi X-0w na podstawie tangenséw.

Wyznaczenie linii izostatyeznej na podstawie izoklinéw mozna upro- .
$cié sobie w sposob nastepujacy. '

Przeprowadzamy prostag O K réownolegly do osi X-6w i prosty Ke' do
aiej prostopadla. Na tej ostatniej prostej odkladamy odeinki Kb, Ke¢” itd.
w ten sposoh, aby @

Kb o3
ak—ﬁtg(gﬂ ) = ctg oy, ‘

{109)
K o ta(90° —g) —ctgg, ~ itd
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Laczac ze sobg punkt O; z punktami b, ¢/, d"... znajdujemy kierun-
ki Oyb]lab, Oy¢ :
abcde przeprowadzamy z punktu a prosta réwnolegla do O, b’, z punk-
tu b réwnolegly do O, ¢ itd. Mamy w ten sposdb do czynienia z pewng
" analogia wieloboku sznurowego (rys. 33). :

Gdyby linie izokliniczne byly do siebie nieskoficzenie zbhzone wow-
czas odeinki a b, b ¢, ¢ d itd. bylyby nieskoficzenie mate i datyby w rezulta-
cie &cista linie izostatyezna a A. Poniewaz jednak wymienione odcinki maja '
dtugoéé skoficzona, linia tamana a b ¢ d ... odsunie sig na rys. 33 wzgledem
odpowiedniej krzywej w kierunku do poczatku wspoirzednych.

Jezeli przeprowadzimy przez punkt a zamiast prostej a b réwnolegla
do niej prostg 01, a nastepnie zanmjiast prostej b e réwnolegly do niej
prostg I1I itd., nowa linia tamana O0IIIIII... bylaby przesunieta wzgle-
dem linii Yamanej a b ¢... w kierunku dodatnich X-6w. Dwie wymienione
tu linie Yamane tym roéznia sie od siebie, ze kazdy element linii abc..
zawarty miedzy izoklinem ¢ a izoklinem gi+1 nachylony jest wzgledem
osi X-0w pod katem 90°—g;, a kazdy element linii 0 I1L... zawarty mie-
dzy tynii samymi izoklinami nachylony jest wzgledem osi X-6w pod katem
90° — i 41. Krzywa a A jako sc151e przeprowadzona linia izostatyczna,
przechodzi miedzy liniami lama-
nymi gabe.. 1 01 II... i odgry-
wa dla nich obu role przy nieskofi-
czenie zwu—;kszamce;l sie llczble
izoklinow.

Aby mozliwie jak naJIEPIEJ za-
stgpié linie a A (rys. 33) przez li-
nie famana, mezna przeprowadzaé
te ostathia w ten sposob, aby jej
odcinek przecinajgey linie izo-
Rys. 34 kliczng ¢; i nachylony wzgledem

osi X-6w pod katem ¢; znajdowat
- sie czgiciowo miedzy izoklinami @;— a ¢, czgsciowo zas migdzy izoklina-
nami g; i g;.1 (rys. 34). W tym wypadku wierzchelki linii tamanej B, C, D
itd. powinny znajdowa¢ sie w jednakowe] odleglosei od izoklinéw, miedzy
ktoryrm sg zawarte. Linia 1zostatyczna ty-drogg wyznaczona wskazana jest
na rys. 27 jako linia I, przy czym, jak widaé, linia ta dobrze zgadza sie
z krzywg otrzymana®drogg przyblizonego catkowania réwnania (71). Na
tym samym rysunku linia IT zostala zbudowana na podstawie linii izokli-
nieznych przeprowadzonych co 5°, a linia ITI na podstawie linii izoklinicz-
nych przeprowadzonych co 10°. .

Na rys. 29,30 i 32 liniami punktowanymi uwidocznione sa linie wykona-
ne na podstawie linii izoklinieznych wedlug schematu linii abe... z rys. 33.

14
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Budowanie linii izostatyczne] wedtug schematu ABC... z rys. 34 na-
strecza trudnoSci przy okreslaniu poioZenia punktéw B, C, D jednakowo
odlegtych od obejmujacych je izoklinéw. To powoduje dowolnoéei i dlate-
go przy korzystaniu z wymienionego schematu konieczne jest celem usta-
lenia granic bledu jednoczesne sporzadzenie linii izostatycznej wedtug
schematéwabe.. 1011l ..z rys 33.

Poréwnanie sposobéw wyznaczenia linii izostatycznych na podstawie

linii izoklinicznych ze sposobem przyblizonego calkowania réwnania réz-
_ niczkowego linii izostatycznej doprowadza do ponizszych wnioskéw.

Przy calkowaniu réwnania krzywej izostatycznej dokladnofé oblicze-
nia moze by¢ fatwo ustalona droga porédwnania ze soba kolejnych przy-
blizen. Dokladnosé, jaka moze byé wmzyskana przez zmniejszenie do-
wolnych przyrostéw, jest dostateczna dla wszelkich zagadnien o charak-
terze technicznym,

Przy wyznaczeniu linii izostatycznych na podstawie izoklinéw do-
kladno$¢ tego wyznaczenia zaleZy od takich okolicznodei, jak skala rysun-
ku, $cistoé rysunku, ilo§é wyznaczonych linii izoklinicznych itd., ktére
nie zawsze s3 latwo uchwytne i kiére nie pozwalaja wobec tego latwo
ustali¢ granic bledu obliczenia, ‘

Z drugiej strony, wyznaczenie jednej linii izostatycznej droga przybli-
zonego calkowania wymaga znacznego natefenia uwegi wobec tego, ze zwig-
zania z tym catkowaniem praca rachunkowa nie daje sie zmechanizowaé.

Samo wyznaczenie linii izostatycznej na podstawie danego peku izo- ¢
klinéw jest rzecza bardzo prosta. Wyznaczenie linii izoklinicznych wyma-
ga wprawdzie do&é znacznej ilofci dziatan arytmetycznych, lecz dzialah
powtarzajgcych sie i dajacych sie ujaé w tablice. Przy tym pek izoklinow
pozwala -na przeprowadzenie linii izostatycznych przez dowolng liczbe
punktow. ' '

- Dop6ki wiec chodzi o wyznaczenie linii izostatyezne] dla celow ogdl-
negoe zorientowania sie¢ w pracy danej konstrukeiji, wyznaczenie tych linii
na podstawie linii izoklinicznych jest catkowicie wskazane, gdy jednak
chodzi o dokladne wskazanie miejsca w danej konstrukeji, ktére powinno
byé wzmoenione, lub w ktérym nalezy oczekiwaé peknieé, nalezy wowezas
uciec sie do numerycznego catkowania réwnania linii izostatycznej.

Pesmwwme

NMPHMEHEHHE METOOA HOHEYHBIX PABHOCTEM K CJIVHAAM TIIOCKOro
' HAIPAHEHHOI'O COCTOAHHA B COOPYHEHHAX

B pabore paccmaTpusaioTea mpobieMnl CTPOMTENILHOM MEXAQHMKM, Kaca~
IO1MeCH HPOITeCCOB, ABJIMIOIMXCH, TI0 CBOENH IIPUPOLE, HETPEPLIBHEIMHA, KO-
TOPLI, OJIHAKO, AJA YIIPOHICHMA ODCYRAIOTCA KaX IPePRIBHEIE.

45




B 0BacTy CTPOMTENBHBIX KOMCTPYKLMI, B KOTOPBIX BBICTYIIAIOT TII0 -
CKMe HaIIPAMKEHHbBIE COCTOMHMS nogoduent o6paz MefeTEME HAXOZWT Ipe- -
MMYHIECTBEHHO TIPUMEHEHIE K ¥emes00eTOHHbIM TIMTaM, GANKAM IHAYH-
TENLHOM BHICOTHI ¥, IIJACTUHAM. '

B nepsoit ryake paccMaTPUBAETCA TPUMMEHEHME. PA3HOCTHLIX JIMHENHBIX
ypanRHeHMA B TEOPIH TIACTHHOK,

B aroit Teopuu, 0coBeHHO B CJIydae Kene300eTOHHBLIX INIMT, KOTOPLIe
B CTPOMTENLHLIX KOHCTPYKIIWAX 3aNIEMJIIOTCA M HATPYIKAIOTCH CaMbIM
PasIMYHBEIM O0pasoM, TEOPUA JMHENHHBIX PASHOCTHLIX YPAaBHEHWN HAXOIMUT
IMMpOKOce NpMMeHenwe. B nepeBoM maparpadye BTOPOI PIaBRI IPUBECHEI
paBIIHbIe BO3MOIKHOCTY IPMMCHEHMA METOAA KOHEMHBIX PA3HOCTEH K pact
gery mmrr, 37ech 0G0CHOBEIBAETCS MHEHME, YTO DACUET JKEIe300ETOHHEIX
IUTHT CJIERYeT OPOM3BOAMTDL TAKMM-3Ke o0pa3oM, Kax M M30TPONHBIX ILIA-
CTHHOK. BTopoil maparpadd 9T0H IMaBhl CONCPIKMT IPMMED UPHMEHEHMT
NMHEWHBIX PA3HOCTHBIX VPARHEHWH K PACYeTy MI0TPONHOA NIAMTHI-KOHCOJIH.

Bropaa raasa paforst mocsamgeres M30CTATMHICCENM IMHKAM B Daaxgax
¥ IIOTHMHAX. ‘

B mepmoM maparpadpe TOM-3Ke IIaBbl NpMBeNeH BBIBoA IuddepeH-
IWANEHBIX yPaBHEHMI WM30CTATHYECKUX JUAHIGL, B CBA3Y € YDaBHEHMAMM,
BBIPAKAIOIMMHY HATIPABIEHUA HAIPHIKEHME, 1 ¢ TpadukaMy HAIpaMRKeHmil,
{IpueoasTes JMHMM OIVMHAKOBBIX HAIPAMKEHMI s pasmMYHBIX  hopM
TJIOTHH, BLIYMCJCHHbIE HA OCHOBAHWY HANPAMCHMH, BBICTYHAIONIUG B OT-
IeJIEHBIX IIYHETAX. : ,

Bo Bropoy maparpade BTOPOI FIABBI IPUEEJIEHO MHTETPUPOBAHNE YPaB-

. HeHMIT M30CTATHHCCKME JMHMI THna (71). YpaBsHeHMe CROIMTCA K HeJMHe-
HOMY JubbepeminantbHOMY YPaBHEHHIO, a 3aTeM K HeIMHEHHOMY pasHoCT-

. HOMY ypaBHeHMi0, Pemenme ypasneRysa NpoM3BOAUTCS YHCJOBBIM METOZOM
Pynro OnpemeneHb! M30CTATHUCCKHE JMMHMM A DEJIOTO PSja CIYUAEes.
PacemaTpusaercs TakKe cnocod pervemma ypasmenuit (71) rpadmueckym
MeTONOM ¥ TIPMBOBMTCH conocraBnedue oboux o0paszoB meicTBua,

Summary

THE APPLICATION OF FINITE DIFFERENCES IN TWO-DIMENSIONAL
STATES OF STRESS IN STRUCTURES

This is a discussion of problems of structural mechanies concerning
processes essentially continuous but assumed uncontinuous for the sake
of simplicity or for mathematical reasons.

In structures characterized by two-dimensional states of stress this
"procedure is applied principally to reinforced concrete plates, girders of
finite height and dams.
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Chapter I concerns application of linear ditference equations to the
theory of plates, in which the theory of linear difference equations is
commonly used, especially in reinforced concrete plates subjected to
various kinds of load and supported in various manners. Sec. 1 of Chap-
ter I contains a discussion of the various ways, in which finite differen-
ces may be applied to plate computation. The assumption that reinforced
concrete plafes should be freated as isotropic plates is justified. Sec. 2
brings an example of the application of linear difference equations to an .
isotropic cantilever plate,

In Chapter II the problem of isostatic lines in girders and dams is
discussed. Sec. 1 contains the derivation of differential equations of iso--
static lines taking into consideration the expressions for stress directions
and stress diagrams. Lines of equal stresses are represented for dams of
various shapes, computed on the basis of stresses in separate points. In
see. 2 the equations of isostatic line of the type (71) are integrated. This
type of equation is reduced fo a nonlinear differential equation and then
to a nonlinear difference equation. The equation is solved by means of
Runge’'s numerical method. The isostatic lines are determined in
several cases. A graphical method of solution wof Egs. (71) is duscussed
and both methods are compared.
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