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PRZEDMOWA

Zagadnienie niestateczno$ci konstrukeji budowlanych przy pewnych
obcigzeniach oraz zagadnienie wielkich, niedopuiszezalnych odkszialcen
budowli daje sie najlepiej przestudiowaé na przypadku wyboczenia pre-
téw prostych. Stad przypadek ten ma znaczenie ogdlniejsze, nizby to wy-
nikalo z roli pretéw prostych w konstrukcjach.

Powstawanie wyboczenia pretow prostych zostalo tu opracdwane
w znacznym stopniu w oparciu o nastepujace dawniejsze publikacje
autora:

(1} O wytrzymaloéci pretéw zloZonych w mostach zelazaych, Wyd.
Min. Oéwiaty, Warszawa 1924,
(2) Metody obliczenia pretéw zlosonych, Przeglad Techniczny, War-
szawa 1927,
(3) O powstawaniu zjewiska wyboczenia, Przeglad Techniczny, War-
szawa 1932,
(4) Kilka uwag w obronie wzorwu prof. F. Jasifiskiego na $ciskanie mi-
modrodowe, Przeglad Techniczny, Warszawa 1933,
(5) Stosunek wyboczenia do $Sciskania mimosrodowego, Czasopismo
. Techniczne, Lwow 1933,
~ (6) Z dziedziny odksztatcenia i statecznodci ukladéw pretowych, Pra-
ce Warszawskiego Towarzystwa Politechnicznego 1933,
(1) Modele ziawiska wyboczenia, Czasopismo Techniczne, Lwéw 1933,
(8) Istota wyhoczenia pretéw prostych, Przeglad Techniczny, Warsza--
wa 1934,
{9) O sposobach rozumienia terminu «wyboczenie», Prace Akademii
Nauk Technicznych, Warszawa 1934,
(10)‘Wyboczenie jako fakt i jako-schemat, Przeglad Techniczny, War-
szawa 1937, o




L (11) Kilka stéw o wyboczeniu pretdw prosiych, Kolejowy Przeglad
Techniczny, Warszawa 1934,

(12) The Quasi—Unstable Equilibrium in Structural Mechanics, Archi-
wum Mechaniki Stosowanej, Gdafnsk 1949,

W okresie powstawania tych prac poglady autora na wyboczenie ule-
galy pewnym wahaniom i przemianom przystosowujac si¢ stale do poste-
.pu szybko kroczacej naprzod nowoczesne] techniki.

Rozprawa niniejsza zawiera poglady autora na zagadnienie powsta-
wania wyboczenia na obecnym etapie rozwoju nauki i techniki.
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I, ISTOTA ZJAWISKA WYBOCZENIA

1. Rodzaje i schematy wyboczenia

Statystyka katastrof mostowych wykazuje, ze znaczna ich cze$é byia
spowodowana zniszczeniem pretéw Sciskanych, nazywanym ogélnikowo,
w potocznym jezyku technicznym, wyboczeniem lub odpowiednimi wyra-
zami obcymi. Informacje o innych katastrofach budowlanych zdaja sie
potwierdza¢ wnioski, jakie mozna wysnu¢ ze statystyki mostowej. Dzieki
temu technicy réznych krajow mieli wiele sposobnosci, aby wyrobié so-
bie okreslony poglad na sam fakt wyboczenia i na okolicznogci towarzy-
szace Jego powstawaniu.

Chodzi tu na razie nie o wybaoczenie jako o zadanie z zakresu mechaniki
budowli i nie o wyboczenie jako o zjawisko fizyczne écisle zdefiniowane
i zachodzace w warunkach $cisle oméwionych., Chodzi tu w tej chwili
tylko o pewien fakt zaobserwowany przez wielu ludzi w ich dzialalnogei
technicznej i w wielu wypadkach opisany na podstawie tych obserwacii.

Gdy sig czyta opisy powazniejszych katastrof budowlanych wywola-
nych przez wyboczenie, np. opis katastrofy mostu w Quebéc w 1907 r. lub
katastrofy ze zbiornikiem gazu w Hamburgu w 1908 r., to zwracaja na
siebie przede wszystkim uwage nastepujace okolicznosei:

(1) pret, ktéry wywolal katastrofe, pozostawal! prosty do pewnej
w nim wartosei sit podtuznych,

"~ {2} po przekroczeniu tej wartodci pret doznawal wyraznego wygiecia
o wymniiarach, ktore ze wzgledu na przeznaczenie konstrukeji nie mogty
byé tolerowane,

(3) gdy chodzi o czas trwania katasfrofy, to bywal on bardzo réiny,;
mozna go bylo liczyé na sekundy, na godziny, a nawet w niektorych wy-
padkach dzielit sie na etapy nieraz kilkudniowe.

Inaczej moéwige, obserwator katastrofy spowodowanej «wyboczeniems»
jednego z pretéw konstrukeji budowlanej stwierdzatl za kazdym razem, ze
pret prosty Sciskany osiowo pozostawal prosiy do pewnej wartosci sity
podiuznej, a po przekroczeniu tej wartosci ulegal wygieciu.




Przechodzac od obserwacji do uogélnienia wprowadzamy pojecie wy-
boczenic w sensie technicznym, przez ktére rozumiemy zjawisko pole-
gajace na tym, ze pret prosty gciskany sitami dzialajgeymi osiowo pozo-
staje prosty do pewnej wartoSci sity podtuznej (tzw. krytycznej), po prze-
kroczeniu za§ tej wartodei ulega wygieciu, przy czym terminy «prosty»
i «oslowy» uwazamy tu za okreslone doktadnoscig pomiaru (rys. 1).

Taka definicja wyboczenia w sensie technicznym nie przesadza ani
przyczyny zjawiska, ani szezeglow jego przebiegu, ani wreszcie Srodkéw
zabezpieczenia sie przed nim. Aby wszystkie te okolicznosci wyjasnié
i aby moéc obliczyé stopiefh bezpieczenstwa preta sciskanego, nalezy zna-
lezé taki schemat statyczny, ktéry pozwolitby na wszechstronne przestu-
diowanie zjawiska i na wyciagniecie stad wskazdéwek prakiycznych do
wymiarowania konstrukeji. Réznym warunkom- pracy preta Sciskanego
mogy odpowiadaé zreszty rozne schematy statyczne, musimy wiee, ina-
czej méwige, w zaleznodci od warunkéw, w jakich pret sie znajduje, daé
jego wyboczeniu odpowiednig interpretacje mechaniczng. '

Przedtem omowimy terminologiczng strone zagadnienia.

Polski termin «wyboczenie» powstal w czasach, gdy w skiad kon-
strukcji budowlanych wchodzily poza palami drewnianymi, sposréd ele-
mentow $ciskanych, tylko stupy kamienne, dla ktérych odchylenie sie na
bok osi pionowej mialo znaczenie katastrofy budowlanej. Termin «wybo-
czenie» mial wiec w tych warunkach opisywaé wyginanie sig stupa jako
rzecz nienormalng, podezas gdy za normalny rodzaj jego pracy bylo uwa-
zane $ciskanie pionowe, ktéremu odpowiada prostoliniowa postaé réwno-
wagi stupa. i

Niemieckie wyrazy «Knickung» lub «Ausknicken» zawieraja podob-
ny posmak niebezpieczenstwa zagrazajacege budowli, co polski wyraz
«wyboczenie», w przeciwienstwie do polskiego terminu «zginanie» i nie-
mieckiego «Biegung», kidre tego posmaku nie maja.

Aluzje do niebezpieczenstwa grozgcego stupowi ulegajacernu zgina-
niu wyczuwa sie rowniez we francuskim wyrazie «flambage» bedacym
odpowiednikiem polskiego wyrazu «wyboczenie», Termin «flambage»
~ pochodzi od Wyrazu «flambeau» i thumaczy sie podobiefistwem zachodza-
cym miedzy falistym ksztaltem plomienia chwiejacego sie na wietrze
z jednej strony (rys. 2}, a forma odksztatecong preta ulegajacego wyhoeze-
niu w jego postaci wielofalowe] z drugiej strony (rys. 3).

W miare rozpowszechniania sie stalowych konstrukeji kratowych wy-
ginanie sie pretow Sciskanych przestalo byé uwazane za katastrofe i dla-
tego w niektérych jezykach uzywany jest jako termin odpowiadajacy wy-
razowi «wyboczenie» termin «zginanie podiuzne», a wiec np. po rosyj-
sku «prodolnyj izgib» lub po angielsku obok «buckling» réowniez «flexure
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produced by axial compression». W ten sposéb termin «zginanie podiuz-
ne» otrzymuje tu sens bardziej ograniczony niz w jezyku polskim.

Omoéwiona terminologia nie powinna wywolywaé nieporozumien ﬁ)rzy
ustalaniu schematéw statycznych, w ktore mamy witoczyé wszystkic moz-
liwe, a rézne z punktu widzenia mechaniki budowli przypadki zjawiska,
nazwanego wyzej wyboczeniem w sensie technicznym.

o o

1 , s
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Rys. 1 Rys. 2 ‘ Rys. 3

Rozrézniat wiec bedziemy dalej, z jednej strony:

(I) wyboczenie w sensie matematycznym,’

(I1) wyboczenie w sensie fizycznym,
z drugiej za$§ strony:

(a) wyboczenie sprezyste,

(b) wyboczenie niesprezyste.

Dalej wykazemy, w jakim stopniu przytoczone schematy pozwalajg na
wyjadnienie zjawiska wyboczenia w sensie technicznym i w jaki. sposob
doprowadzajg one do wzoréw na wyboczenie w réznych okolicznosciach.

a

2, Wyboczenie w sensie matemaiycznym

Eulerowska teoria «sily kolumny» doprowadzajgca do tzw. eulerow-
skich wzoréw ha wyboczenie ujmuje i okre§la wyboczenie po prostu jako
fakt niestatecznodci prostoliniowej postaci rownowagi preta prostego przy
pewnej wartofci sity podluznej. :

Tego rodzaju okreflenie wyboczenia, jako bardzo ogblne, nie moie
wprawdzie nastreczaé zadnych watpliwofci i nie pozostaje w sprzecz-
nodci-z doswiadezeniem, hie charakteryzuje jednak tez zupelnie indywi-
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* dualnych cech wyboczenia na tle innych przypadkéw réwnowagi niesta-
tecznej 1 nie ujmuje wszystkich warunkéw towarzyszacych powstawaniu
zjawiska. Wobec tego powstaje potrzeba dokladniejszego sprecyzowania
warunk6éw powstawania zjawiska wyboczenia nawet w granicach te-
orii Euler a.

Opieramy si¢ dalej na ogolnej definicji réwnowagi niestatecznej, li-
czge sig zreszta z dwiema nieco roznigcymi sie miedzy soba redakcjami
tej definicji. :

- Wedtug jednej z nich kazdy w ogéle uklad materialny uwazamy za
znajdujacy si¢ w stanie réwnowagi statecznej, jezeli przy dowolnie ma-
tym odéhyleniu czesel ukladu od polozenia réownowagi zaburzenie row-
nowagi pozo'staje trwale dowolnie matym; jezeli zas male odchylenie od
polozenia réwnowagi wywoluje zaburzenie wykraczajace poza obszar do-
wolnie wybrany, woéwezas mamy do ¢zynienia z réwnowaga niestateczra,

Jak widzimy, zastosowanie przytoczonego okreglenia réwnowagi nie-
statecznej do zjawiska wyboczenia wymaga dla catkowitej jasnosei usta-
lenia natury i sposobu powstawania owego «malego odchylenia» od po-
lozenia réwnowagi, ktére powoduje dalsze zaburzenie wykraczajace juz
poza dany obszar, '

To samo dotyczy i drugiej redakcji okredlenia réwnowagi, wedlug
ktérego réwnowaga ciata bedzie stateczna, o ile cialo wyprowadzone z po-
lozenia rownowagi bedzie do tego polozenia wracafo, niestateczna zaé
wowezas, gdy bedzie sie od niego oddalato. )

Wezmy wiec pod uwage pret doskonale prosty wykonany 7 materiatu
0 nieograniczonej sprezystoSci i wytrzymatosci, sciskany silami dzia-
tajagcymi $cifle wzdtuz osi (rys. 1) lub wzgledem tej osi symelryeznymi
(rys. 4), znajdujacy sie w przestrzeni matematyeznej, tzn. w przestrzeni,
w ktorej nie dziata sita ciezkogei i w ktérej nie zachodza zadne nieprze-
widziane z géry zjawiska fizyczne, jak wstirzasy, wahania temperatury
itp., przy czym sposdb zaczepienia sit Sciskajgeych P do kohcowych prze-
krojéw preta jest dowolny, Pret taki moze ulec skréeceniu, nie moze jed-
nak si¢ wygiaé niezaleznie od wartosei sit podtuznych, o ile nie wystgpi
tu jakas przyczyna, mogaca spowodowaé takie wygiecie. Gdyby nato-
miast taka przyczyna nie mogla zaistnied, wyboczenie nie nastapiloby
w ogble. .

Przyczyne «malego odchylenia» od polozenia réwnowagi, ktére powo-
duje, w mysl przytoczonych definicji réwnowagi niestatecznej, dalsze za-
burzenie réwnowagi prostoliniowej preta znajdujacego sie w warunkach
opisanych, mozemy sobie najlatwiej przedstawié jako dwa momenty y
zaczepione do przekrojow koncowych preta, dzialajgee oba w plaszezyinie
przechodzacej przez jego of i skierowane ku sobie.
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Momenty p wywoluja wygiecie preta powodujge w kazdym jego prze-~
kroju aa ramie y. sily Sciskajacej P. Wygigcie preta bedzie plaskie ze
wzgledu na opisany sposOb zaczepienia momeniow . '

Jezeli w tych warunkach przyjmiemy, iz momenty u wzrastajg do
swe] ostateczne] wartosci w spostb ciagly i nieskonczenie powolny, wow-
czas czeS¢ Aa preta zawarta miedzy przekrojem konhcowym A a pi'zekro—
jem e znajdowaé sie bedzie w réwnowadze pod dzialaniem momentu g,
sity P zaczepionej w punkcie A oraz pod dzialaniem sit wewnetrznych
oddziatywania na cze$é¢ Aa preta jego czesci aB. Réwnanie réwnowagi
ZM =10 ustawione dla czefci Ao preta przybiera w danym razie po-
sta¢ (rys. 6) :

pE M, —W, =0, ' (1)
gdzie .

- M, = Py, (2}
przedstéwia moment sity P wzgledem $rodka przekroju poprzecznego pre-

ta aq, a ., moment sit wewnetrznych w przekroju e e wzgledem tegoz
bieguna.
-
il

b

Rys. 4 " Rwys. 5 Rys. 6

W przypadku preta z materialu o nieograniczone] sprezystoéci momen-~
ty p moga przybiera¢ dowolna wartos¢; rola ich sprowadza sie do wytwo-
rzenia ramienia vy, sity podiuznej, a wiec do wywolania momentow (2).

W razie gdy momenty p zmierzajg do zera, powodujg one w pOszZcze-
gélnych przekrojach preta nieskonczenie mate ugiecia preta n, i odpo-
wiadajace mu nieskoficzenie mate momenty g, = Pn,. Momenty p; wywo-
Iuja nieskonficzenie male ugigcia #, oraz odpowiednié momenty zginaja-
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ce iy == Pr,; momenty te wywoluja z kolei nieskoficzenie mate ugie-
cia 0, oraz odpowiednie momenty zginajgce p, == Py itd. (rys. 7). Zaréwno
ugigcia #,, s, N5» > jak 1 momenty s, po, gy, ..., 3 wielkoSciami nie-
skonczenie matymi tfego samego rzedu, a wiec dodawanie do siebie
we wiadciwy spos6b ugieé 1, %s, 7y, ... moze doprowadzi¢ w sumie do
ugieé o wartodci skohczonej. '

Po usunigciu momentdéw u réwnanie (1) przechodzi w row-

nanie

M, —M, =0, (3)

ktére moze odpowiadaé¢ badz typowi réwnowagi prostoliniowei
(rys. 5a), badz tez krzywoliniowej (rys. 5b) w zaleznosci od tego,
czy sila P nie przekroczyla wartodci Py, czyli sily krytycznej,.
czy tez ja przekroczyla. W tym ostatnim wypadku mamy wia-
gnie do czynienia z wyboczeniem majgcym miejsce w warunkach

. opisanych wyze], a wiec z wyboczeniem sprefystym w sensie
matematycznym.

O ile by momenty u zostaly zaczepione i usunigte w spo-
s6b nagly, a nie w sposéb ciggly i nieskonczenie powolny, to-
warzyszylyby temu drgania preta, a wige réwnania (1) i (3) moc
by swoja stracity. Ostatecznie jednak dwa typy rownowagl r0z-
ne przy P <Py i przy P> P, bylyby takie same.

Poza momentami p role przyczyny zakrzywiajace], tzn. przyczyny
wywolujgcej] mimosrod sity podiuinej, moze odegraé tez pewna sila x
progtopadia do osi preta, o ile tylko pret jest na kon-
cach podparty (rys. 8).'W tych zreszta warunkach réw- P
niez i dwa rowne momenty u zaczepione do kofhcow )
preta moga byé zastgpione przez dwa momenty nie
rowne sobie. Role przyczyny zakrzywiajacei moze ode-
‘gra¢ wreszeie chwilowa réznica temperatur otoczenia
t; i ¢, na dwéch przeciwleglych powierzchniach preta
(rys. 9).

.Poniewaz wygiecie preta spowodowane przez mo-
= menty g lub inng przyczyne zakrzywiajacg moze byé
dowolnie mate, mamy tu do-czynienia z przypadkiem,
kiedy mate odchylenie od polozenia réwnowagi wywo- g
tuje duze zaburzenie réwnowagi i gdy po usunieciu T
przyczyny wywolujacej to zaburzenie nie moze byé g
juz powrotu do pierwotnej postaci rownowagi. Ina- Rys 8 Rys. 9
czej modwige, prostoliniowa postaé rownowagi preta
prostego przy wartosciach sit podiuznych dowolnie wigkszych od Py staje '
- 8ie réwnowags niestateczna.

[T S

b
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Jezeli wygiecie preta spowodowane przez dowolng przyczyne zakrzy-
wiajaca nie jest male, wszystkie powyzsze rozwazania moc swojg w za-
sadzie zachowuja, z technicznego jednak punktu widzenia nie moze byé
mowy o przyczynie zakrzywiajgcej, wywolujacej duze, chotby chwilowe
wygiecia, gdyz pret o duzym wygieciu nie mégtoy speiniaé swej roli jako
prostoliniowy element konstrukeji budowlane].

Zaleznoéé miedzy wygieciem preta a sily Sciskajgeg P po przekrocze-
niu przez nig wartoci krytycznei, tzn. przy P> Py wyraza sie réwnaniem

EJ

. = Py, 4)

gdzie ¢ oznacza promien krzywizny, a y ugiecie preta w dowolnym prze-
kroju aa. Obliczajac z rownania (4) ugiecie f w érodku preta wyboczonego
stosujemy dla 1/p badZ wyrazenie przyblizone 1/p =y", badZ wyrazenie
seiste 1/o = 9"/ (1 + ¥'2¥2% W pierwszym przypadku dochodzimy dla zalez-
nosci miedzy sita P a ugieciem f do wykresu na rys. 10, w drugim do
wykresu na rys. 11, skad wida¢, ze przyblizone réwnanie rozniczkowe do-
prowadza do nieprawdopodobnego wniosku, ze przy P> P ugiecie preta
jest nieograniczone, czemu przecza chotby warunki geometryczne zada-
nia. Z wykresu na rys. 11 wynika jednak réwnies, %e po przekroczeniu
przez sile P wartosci krytycznej odksztalcenia preta wzrastaja bardzo

szybko,
Y : P
2] A\ /

£

3

Rys. 10 Rys. 11

Wykres na rys. 11 odpowiada stanowi yzeczy, jaki istnieje po usunie-
ciu przyczyny zakrzywiajacej pret. Przed usunigciem te] przyczyny za-
leznosc miedzy sitag P a ugieciem f powinna sie wyrazaC racze] za pomo-
cg wykresu na rys. 12, gdy# przy matych wartoSciach ugieé spowodowa-
nych przez momenty u, sity = lub inne przyczyny zakrzywiajace, miedzy
sitami P a ugieciami f bedzie istniata zaleznoéé zblizona do proporcjonal-
nosci. Z drugiej jednak strony, przy matych wartodciach momentow g,
sit z itd. oraz wywolanych przez nie ugie¢ uzasadnione jest twierdzenie,
ze wykres z rys. 12 pokrywa sie w skali wlasciwe] {nieskazonej) z wy-

" kresem z rys. 11. '

11




W przypadku gdy pret sciskany sita P jest w jednym koncu utwier-

. dzony, a w drugim swobodny, nalezy tylko-rozumieé pod f przesuniecie
swobodnego konica preta, a wowczas wszystkie powyisze rozwazania po-

zostajg bez zmiany.

p W rezultacie, w rozumieniu matematycznej .

teoril sprezystosci, a wige w sensie mate-
matycznym, wyboczenie polega na tym, ze pret
o — sprezysty, pierwotnie prosty i Sciskany sitami
I podiuznymi 4cisle osiowymi, zakrzywiony pod

wplywem jakiej$ znikajace] przyczyny zew-
T ‘ netrznej, nie wraca po usunigeiu tej przyczyny

: P do swego ksztaltu prostoliniowego, o ile sila

sciskajgca przekroczyta pewns wartosé Zwang

Rys. 12 sity krytyczng. Taki schemat statyczny, acz-

kolwiek nie dajgcy sie w rzeczywistoéci zrea-

lizowag¢, nie stoi w sprzecznosel ani z podanym w paragrafie 2 tego roz-
dziatu opisem zjawiska wyboczenia, ani z pojeciem wyboczenia w sensie-
technicznym, ktoreémy ustalili na podstawie sprawozdan z ohserwacji

zjawiska.

Poszezegbélne materialy budowlane po przekroczeniu w nich przez
naprezenia granicy sprezystodci réznig sie od siebie pod wzgledem wia-

snosci mechanicznych w znacznie wigkszym stopniu, niz to ma
miejsce w granicach sprezysto$ci. Z tego powodu nie podobna
da¢ takiego schematu wyboczenia niespreiystego w sensie ma-
tematycznym, ktéry by, podobnie jak przytoczony schemat wy-
boczenia sprezystego, byl niezalezny ani od rodzaju materialu

preta, ani od jego ksztattu. Omdéwimy wiec tu wyboczenie nie-

sprezyste w sensie matematycznym na paru przypadkach
szezegbinych, _

Wezmy pod uwage pret pryzmatyczny o przekroju prosto-
katnym (rys. 13) obciazony réwnomiernie na kazdej z podstaw
i znajdujacy sie w przestrzeni matematycznej zdefiniowanej
wyzej. Pret uwazamy za sprezysty z tym jednak, ze przy pew-
nej wartosci naprezenia (granica sprezystoci) maferial preta
staje sie plastyczny, tak iz zaleznoéé¢ miedzy naprezeniem a od-
ksztalceniem jednostkowym odpowiada wykresowi na rys. 14,
na ktorym R’ oznacza granicg sprezysioSci. Moze to wiec byé
np. pret ze stali,

Rys. 13

Liczymy sie¢ dalej z rzeczywistym rozkladem sit wewnetrznych i prze-
sunie¢ w precie sprezystym obliczonym wedtug zasad teorii sprezystosci
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bez uciekania sie do zalozenia plaskich przekrojéw. W tych warunkach
réwnomiernoéé rozkladu naprezefh w przekroju poprzecznym preta za-
chowana zostaje tylko na podstawie graniastostupa sprezystego tworza-
cego rozpatrywany pret sciskany. W razie nie-

roéwnomiernego, chociaz symetrycznego wzgle- |6

dem osi preta rozkladu sit Sciskajacych na pod-
stawach preta, nierdwnomiernosé rozkladu na-
prezen w poszezegodlnych przekrojach poprzecz-
nych preta jest tym -bardzie] wuzasadniona.
Wedlug obliczer 3. Timoszenki?) oczeki-
waé nalezy, ze najwigksze odchylenia od réw-
nomiernego rozktadu naprezen beda miaty ' =
miejsce w §rodku diugogei preta, przy czym na- Rys. 14

prezenia normalne rownolegle do osi preta be-

dg sie w tym przekroju rozkladaly wedlug wykresu na rys. 15a, a napre-
zenia styczne wedlug wykresu na rys. 15b.

Z rys. 15a wynika, ze w przypadku preta stalowego przy stalym wezra-
staniu sil podiuznych naprezenia przekrocza w pewnej chwili w érodku
dtugosdci preta granice sprezystosei i zgodnie z wykresem na rys. 14 ma-
terial preta stanie sig plastyczny w calym prze-
kroju z wyjatkiem punktu grodkowego f, tzn.
punktu poioZonego na osi preta w jege srodku.
W ten sposéb pret znajdzie sie w warunkach
uktadu zlozonego z dwoch pretdéw polaczonych
przegubem ({(rys. 16), a wiec ukladu bedgcego
w stanie réwnowagi niestatecznej. Role sity kry-
tycznej odegra tu ta wartoéé sity P, przy kiore]
powstanie opisany stan rzeczy.

Jako drugi przypadek wyboczenia niesprezy-

Rys. 15 stego w sensie matematycznym weZmiemy pod

uwage pret stalowy o przekroju poprzecznym

kolistym i o przekroju osiowym zltozonym z dwach réwnych sobie wydhu-

zonych trapezdw (rys. 17). Pret ten uwazamy za pozostajgcy w przestrze-

ni matematycznej, material jego za jedunorodny i poczatkowo sprezysty
(np. stal), 0§ za doskonale prosty, a obeigzenie za §cigle osiowe,

- Jezeli zalozymy, Ze w pdszczegélnych przekrojach preta naprezenia
normalne rozlozone sa w sposdb réwnomierny, wowcezas najwieksze na-
prezenia w precie bedg mialy miejsce w przekroju $rodkowym CC. Przy
gtatym wzrastaniu sit podtuznych P powstanie w pewne]j chwili taki stan
rzeczy, Ze najpilerw w przekroju CC preta o polu najmniejszym, a nastep-’

R.‘

NS P. Timoszenko, Kurs tieorfi uprugosti, t. 1, 1914, str, 143,
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nie w czeéci preta zblizonej do przekroju CC, zawarte] miedzy dwoma
przekrojami zblizonymi do siebie aa i bb material preta stanie sie plastycz-
ny, w innych zad przekrojach posiadajacych pola przekrojéw poprzecz-
nych wieksze granica sprezystosci nie zostanie jeszeze przekroczona.
Ponlewaz w stanie plastycznym stal preta doznaje odksztal-
ceii prawie bez przyrostu naprezen, kazda dowolnie mala przy-
czyna zakrzywiajaca (np. momenty u lub sita #} moze spowodo-
‘ waé nachylenie si¢ wzgledem siebie czedci preta AacA i BbbB
‘T i-wywolaé tym sposobem jego zniszczenie jako preta prostego.

2

—ajey

Uklad, jaki sie tu wytworzy, zloZzony z dwoch cial sprezystych
, polgczonych ciatem plastycznym aebb jest uktadem geomeirycz-
nie zmiennym, a rownowaga jego jest niestateczna., Uklad ten,
—p  podobnie jak w przypadku poprzednio opisanym, znajduje sie
) i w warunkach uktadu ztozonego z dwoch pretéw polgezonych prze-
T gubem (rys. 16). Wartos¢ sity podtuznej P odpowiadajaca takiemu
P stanowi rzeczy jest w tym wypadku sity krytyczna. __
W przypadku pretéw Sciskanych z materialébw kruchych (np.
Rys. 16 z betonu) wyboczenie niesprezyste w sensie matematycznym mo-
zemy sobie przedstawi¢ w sposdb nastepujacy.

Na podstawie wykreséw na rys. 15a i 15b nalezy oczekiwaé najwiek-
szych naprezen stycznych Twmaxr W Srodku diugosei preta okoio punktéw g
przekroju poprzecznego a najmniejszych w punkcie f. W tych warunkach
przy stale wzrastajacych sitach P peknigeia materialu preta $ciskanego
bedsg miaty miejsce we wszystkich punktach #rodkowego
przekroju preta =z wyjatkiem punkiu f lezgcego na osi preta
w Srodku przekroju. Punkit ten bedzie wiec odgrywal ro-
le przegubu, a caly pret, podobnie jak w przypadku po-
przednim, mozemy uwaza¢ za ukiad zlozony z dwéch pre-
tow polgezonych przegubem (rys. 16). Silg krytyczng bedzie
w tym wypadku ta sila P, kiora wywolala pekniecia we
wszystkich punktach przekroju srodkowego preta z wyjgt-
kiem punktu f.

P

Rozpatrzmy teraz pret drewniany i przedstawmy go so-
- ‘bie jako szereg widkien sprezystych, miedzy ktérymi prze-
strzed wypelniona jest jaka$ substancjg $cisliwa przedsta- gLlg
wiona na rys. 18 za pomoca pol zacieniowanych. Przy obcig-

zenin réwnomiernie rozloZzonym na podstawach preta sci- P
skaniu podlega zaréwno kazde widkno bezposrednio, jak Rys. 17
i substancja zawarta miedzy nimi. Sciénieta masa ulega zge-

szezeniu 1 nagromadza sie w najwiekszej ilodel kolo srodka preta powo—-
dujac tu najwicksze rozchylenie sie widkien. ' '
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Wiokna Sciskanego preta drewnianego wygiete we wspormniany spb- A'
$6b beda w dalszym ciagu wyginane sitami podtuznymi, przy czym naj-

“wiekszemu wygleciu ulegng wldkna zewnetrzne, a najmniejszemu —
wibkna Srodkowe (osiowe). Kiedy w $rodku dlugosei preta wszystkie
wibkna z wyjatkiem osiowego ulegng zlamaniu, wéwcezas pret znajdzie sie
w warunkach ukladu zloZzonego z dwéch preiéw, polgezonych przegubem
(rys. 186), czyli znajdzie sie w warunkach

rownowagi niestatecznej. Wartosé sily a) )
podiuzne], ktéra taki stan rzeczy spowo- } H
duje, bedzie sitg krytyczng P,. iy ““ jm

O\t

Przykladéw tego rodzaju, co cztery ‘
przytoczone wyzej, mozna by podaé wie- AR
le. Przyklady te maja na celu stwierdzié,
ze sg przypadkt, gdy przy &cisle osiowym
dziataniu $ciskajacych sit podtuznych, lub
ogolniej przv sitach fciskajgcych rozmie-
szczonych symetrycznie  wzgledem osi
preta, moze po przekroczeniu przez na- NS
prgZzenia granicy sprezysto$ei wytworzyé H | | m‘f rm
sie taki stan rzeczy, ze pret prosty Sciska-
ny Scifle osiowo stanie sie ukladem geo- Rys. 18
metrycznie zmiennym, a réwnowaga je-
go niestateczng. Beda to wlasnie przypadki wyboczenia niesprezystego
w sensie matematycznym. ,

Podkresli¢ nalezy, iz w przypadkach wyboczenia niesprezystego w sen-
sie matematycznym przekroczenie przez site podiuzng w precie sity kry-
tycznej pozostawia®odksztaleetiia trwate. Przypadki te réinia sie wiec
wprawdzie zasadniczo od przypadkéw wyboczenia sprezystego w sensie
matematycznym, jednak i tu, podobnie jak przy wyboczeniu sprezystym
w sensie matematycznym, nie ma sprzecznosci przytoczonych schematdow
mechanicznych z wprowadzonym wyzZej pojeciem wyboczenia w sensie
technicznym, '

Ujmujac w jedna definicje wyboczenie w sensie matematycznym za-
réwno sprezyste, jak i niesprezyste nalezy okreglié to pojecie jako przy-
padek niestatecznodei réwnowagi $ciskanego osiowo preta prostego przy
wartosci sity podiuznej przekraczajace] pewna warto$é zwang sily kry-
tyczng.

x- —x x- -\jf—\—--—-x

3. Wybocezenie w sensie fizycznym

W prawdziwych, fizycznych warunkach pracy $ciskanego preta pro-
stego w konstrukeji budowlane]j nie mozna liczyé ani na urzeczywistnie-
nie si¢ oméwionych w paragrafie poprzednim warunkéw przestrzeni ma-
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téﬁiétycz_nej, ani na prostoliniowose osi prela, ani na osiowos¢ jego ob-
ciazenia. ) .

Wszystkie niemal odchylenia warunkéw, w ktdérych znajduje sic rze-
czywisty pret prosty; od powyzszych zalozeh mozna wyrazié przez wpro-
wadzenie do schematu na rys. 1, dotyczgcego wyboczenia sprezystego
w sensie matematycznym, pewnego maltego mimoérodu (rys. 19) lub tfez

pewnego malego poczatkowego wykrzywienia preta (rys. 20).

F A wiec np. roznica temperatury na dwoch przeciwleglych po-
3 wierzchniach preta wywoluje zakrzywienie sie jego
A i jest Zrodtem mimosrodu sity $ciskajacej P;. nie-
| jednorodnosé materiatu powoduje tu wiekszy skrot
! wiokien z jedne] strony niz z drugiej i znowu jest
J zrodtem  poczatkowego  zakrzywienia, wreszeie
Lar wsirzasy mogg pociggnat¢ za sobg badz wygigcie pre-
{/ ta, badz tez przesuniecie sie sily wzgledem jego osi
i i przez to spowodowaé mimoérod sily podiuznej.
: W podobny sposdb wprowadzajac pewne poczatkowe
g1 | mimoérody lub zakrzywienia mozemy wprowadzic

_I do schematu z rys. 1 takie ekolicznofci pracy preta
£ d gciskanego, jak odchylenia od jego teoretycznego
Rys. 19 Rys. 20 ksziattu i obciaZzenia.

Poczatkowe zakrzywienie preta zastgpimy w dal-
szych rozwazaniach przez poczatkowy mimodréd sily $ciskajace], co te
rozwazania uproéci nie zmniejszajge ich ogolnosci.

W rezultacie wprowadzamy wige do schematu na rys. 1 pewien mimo-
srod e = a sily $ciskajacej P, jako wyraz niezgodnosci warunkéw pracy
$ciskanego preta sprezystego z warunkami przyjetymi w definicji wy-
boczenia sprezystego w sensie matematycznym, na razie zakladajgc jed-
nak w dalszym ciagu, ze pret wykonany jest z materialu o nieograniczo-
nej sprezystogei. Schemat z rys. 19 zasadniczo rdini si¢ od. schematu
z rys. 1, z kiérego korzystaliémy wyzej, chodzi bowiem o to, ze mimosrod
sily $ciskajacej wystepuje w danym wypadku nawel przy najmniejszych
wartoSciach sily P; stad od poczatku mamy tu do ezynicnia z jednocze-
snym $ciskaniem i zginaniem, a nie, jak poprzednio, z samym tylko &ci-
skaniem. Ma to réwniez miejsce i przy pewnym poczatkowym wykrzy-
wieniu preta.

Mimoérod sity P bedacy wyrazem mechanicznym odchylenia warun-
k6w rzeczywistych, w jakich znajduje sie Sciskany pret prosty w kon-
strukeji budowlanej, od oméwionych wyzej warunkéw hipotetycznych,
poza zatozeniem nieograniczonej sprezystosci, musi by¢ uwazany za ma-
ty w poréwnaniu z wymiarami preta, tak maty, aby pret nie wykazywat
do czasu dajgcych sie zmierzyé ugieé, Moina to przedstawié sobie w ten

—3] (0 et
\
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spos6b, iz mimoéréd a wywoluje momenty zginajace u, = Pa. Momenty
u wywoluja ugiecia 75, te za$ powoduja nowe momenty sity P i nowe
ugiecia #,. Otrzymane w ten sposob kolejne ugigcia 4 dodajac sie do sie-
bie moga da¢ lacznie pewne ugigcie technicznie ;

dostrzegalne, a wigc dajace sie zmierzyc. P///ﬁ
Poniewaz w rozpatrywanym tu zadaniu mi- 7 | __/,///
mosrad sity Sciskajacej wystepuje nawet przy /
najmmiejszych wartoSciach sity P, zaleznoS$t /
miedzy ugieciami f preta w érodku, a wartoscig {
sity bedzie miala ksztali, wyrazony za pomocg o« o |
krzywej IT na rys. 21 podobny jak na skazonym
wykresie na rys. 12. Krzywa posiada w okoli-
cach punktu o wyraZne zalamanie; jest ono tym

wyrazniejsze, im mniejszy jest mimoéréd a si- Rys. 21

ty P. Aby to wykazaé, umieszczamy na jednym

rysunku (rys. 22) krzywe zaleznoéel ugieé preta f od sit Sciskajacych P dla
réznych mimodroddow oraz dla ugieé¢ preta w przypadku wyboczenia
w sensie matematycznym po przekroczeniu sity krytyczne] (krzywa I).
Korzystamy tu z krzywych dla preta stalowego w jednym konicu utwier-
-dzonego, a na drugim swobod-
nego, o diugogci 100 mm

\

ugiet f polega w tym wypadku
5 e s na rozwigzaniu réwnania

4(/}/(” N7 E ) Horarw, ©®

\
|\

/ g $cisty wzor na krzywizne wy-
gietej osi preta,

. o £ Punkty o zalamania krzy-
¢ 0 2 B 4 @D L HL wych na wykresach rys. 22 od-
Rys. 22 powiadaja pewnym wartoSciom

P,, sily Sciskajgcej P posiada-

jacym te wlasnosé, ze po jej przekroczeniu ugigeia f wzrastaja szybciej niz
odpowiadajace im sity Sciskajace, podezas gdy przed przekroczeniem war-
togel P, ugiecia i sily zmieniaja sie wolno w stosunku zbhizonym do sto-
sunku proporcjonainoéci. Punkty o odpowiadaja w ten sposdb tym war-

tosciom P, sit SC}.Ska]QCyCh przy ktérych grom pretowi sciskanemu bardzo

wielkie wygiecie.
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e 'Podobnie jak przy wyboczeniu sprezystym w sensie matematycznym
. przy sile P = P nastepuje niedopuszczalnie wielkie wygiccie preta, tak
samo przy maiym mimosrodzie ¢ sily P nastepuje niedopuszczalnie wiel-
kie wygigcie przy P = P, z tym jednak, Ze sita P, bedzie wieksza od ‘
wszystkich sit P,. Mamy w fym wypadku wiasnie do czynienia z wybo-
czeniem spregystym w sensie fizycznym. 7 kinematyeznego punktu wi-
dzZenia pret Sciskany sily P z matyni mimoérodem a tej sity znajduje sie
w podobnych warunkach pod wzgledem niebezpieczefistwa wygiecia, co
pret Sciskany osiowo. Z energetycznego punktu widzenia zachodzi tu jed-
nak istotna réznica, poniewaz w przypadku preta sciskanego osiowo przy
P £ P, ma miejsce nieréwnosgé

VT, (6)

gdzie V oznacza energie zginania, a T prace sit wewnetrznych, podczas
gdy w przypadku preta Sciskanego z mimosrodem o

V=T, _ (7}

Nieréwnos¢ (6) odpowiada réwnowadze niestatecznej, a nieréwnodé
(7} réwnowadze statecznej.

Wartos§é sity podiuznej P = P; odgrywaé tu bedzie role podobng do
tej, jaka odgrywa zero w stosunku do liczb dodatnich i ujemnych. Przy
P = P, moze, mianowicie, pret Sciskany posiada¢ i ksztalt prosty i ksztalt
zakrzywiony przy nieskonczenie malej jednak wielko$ei ugiecia preta.
Mozna wiec w tym sensie méwié jakby o wyboczeniu nieskonczenie sta-
bym. :
Sciskanie mimosrodowe przy malym mimosrodzie ¢ i przy duzych,
niedopuszezalnych odksztalceniach moze byé nazwane quasi-wybocze-
niem. Odpowiednio do tego bedziemy zaliczaé¢ do réwnowagi quasi-niesta-
tecznej takie przypadki, kiore z kinematycznego punktu widzenia odpo-
wiadajg definicji réwnowagi niestatecznej, z energetycznego zas punktu -
widzenia definicji rownowagi statecznei. , _

Rozumiemy fu pod pojeciem «maty» taki mimosréd, kiéry zaréwno
~sam, jak i spowodowane przez niego ugiecie, nie mogg byé zmierzone i kt6é-
rego wielkosé jest nieznana. W ten sposéb granica miedzy zjawiskiem
wyboczenia sprezystego w sensie fizycznym a $ciskaniem mimoérodo-
wym lub §cislej jednoczesnym zginaniem i §ciskaniem ma charakter nie-
jako konwencjonalny, zalezny od doskonalosei Srodkéw pomiarowych.

A wiee wyobraZmy sobie, ze $rodki pomiarowe, jakimi rozporzadza-
my w danym wypadku, nie pozwalajg. zmierzyé dlugosei mniejszej
od w. W tych warunkach kazdy mimoéréd sity podiuznej a mniejszy od w
jest dla nas niedostrzegalny, a zatem technicznie nie istniejacy; to samo
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dotyczy ugiecia preta w $rodku f mniejszego od w oraz sumy a + f
(rys. 23). -

Jezeli wezmiemy pod uwage pret sprezysty Sciskany sitami P z tym, Ze
suma a + < w, wowezas rozpatrywany przypadek nie bedzie sig z punk-
tn widzenia obserwatora, tzn. z technicznego- punktu widzenia, niczym
roznil od przypadku preta sprezystego éciskanego osiowo. Aby
to poglebi¢, przeprowadzamy na rys. 24 przedstawiajgecym dla
réznych mimofrodéw ¢ zaleznost P = F (f) prosta réwnolegly
do osi'P w odlegloéei w-— a od tej osi. O ile punkty i przecie-
cia sie tej prostej z krzywymi wykresu znajduja si na rysunku
na prawo od odpowiednich punktéw o, to stwarza sie dla obser-
watora taki obraz, jak gdyby do pewnej wartosci P, sily P pret
Sciskany pozostawal prosty, a po przekroczeniu tej wartoscl
" doznawal od razu ugieé¢ szybko wzrastajacych. Na rysunku
przebieg zjawiska narzucajacy sie obserwatorowi przedstawio-

ny jest za pomocg grubszych linii pelnych lub przerywanych.

Mieliby$my tu obraz odpowiadajacy opisowi wyboczenia W sen-

sie technicznym, przy czym role sity krytycznej P, odgrywa-
tyby dla poszczegblnych mimofrodéw a odpowiednie sily P,.

Mozna wykazaé, ze sita P, jest granicy sil P, przy mimosrodzie

@ dazacym do zera. W tym celu uciekamy sie do wykresu na

rys. 22. \

Bierzemy z rys. 22 wartodei f, ugie¢ odpowiadajace poszczegdlnym

punktom o na krzywych sporzadzonych dla

p ugieé pretéw Sciskanych sitami P 7 mimo-
‘ : $rodami a i znajdujemy zaleznost
_Z ] :fO':F'l (a')a (8)
7 mm ‘J‘(;
%5
/
) /
‘:.‘ S ]
| Ve
v p .
BLade : 0 1 2 3 4 5mm
Rys. 24 : Rys. 25

ktéra przedstawiamy na wykresie rys. 25. Z wykresu wida¢, ze w miare
zmniejszania sie mimosrodu a ugiecia f, szybko maleja. '
W podobny sposéb, opierajac sie w dalszym ciggu na rys. 22, mozemy
sporzadzié wykres zaleznofci
Po,=Fy(a), ' (9)
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' 'kt(’)x'jy przedstawiony jest na rys. 26. 7Z wykresu tego wynika, ze wiel-
ko&¢ P, szybko spada w miarg zwiekszania sie mimosrodu «. Nalezy
wzigé pod uwage, iz krzywa I na rys. 22 wykonana jest w zalozeniu, ze
przyczyna zakrzywiajgea (np. momenty u), ktéra wywolala mimosréd sity
' Sciskajgcej P, dzialajacej osiowo, zo-

" %‘ stala usunigta. Gdyby przyczyna taka
g nie zaistniala, pret prosty $ciskany osio-
45 - wo i znajdujacy sie w przestrzeni
L \\L matematyczne] nie uleglby zginaniu
’ \.,______ w ogéle i dlatego krzywa wykresu na
735_ — rys. 26 powinna by zblizaé sie do osi P
7] I -~ w spostb asymptotyczny (rys. 27). Wy-
p ] o chodzac jednak z zalozen, na ktérych
1 2 3 4 Smm zbudowana zostata krzywa I z rys. 22,

Rys. 26 mozZemy przyjaé na podstawie wykresu

z rys. 26, ze sita krytyczna P, stanowi
granice, do ktOI‘EJ zmierza sila P, przy mimosrodzie a dazqcym do ze-
ra, czyli ze

Pp=1im P, = lim F, {a) .
a—0) a->Q ]
Wobec trudnosci scislego wyznaczenia polozenia punktu o krzywe (8)
i (9) powinny byé wiasciwie zastgpione przez odpowiednie pasy funkcjo-
nalne (rys. 28), co jednak nie wplyneloby na wyniki niniejszych rozwazan.

mm } ky

gy v

Rys. 217

Analogia miedzy znaczeniem sity P, w przypadku wyboczenia spre-
zystego w sensie fizycznym a znhaczeniem sily P, w przypadku wybocze-
nia sprezystego w sensie matematycznym moze byé podkreélona na pod-
stawie nastepujacych rozwazan.

Wyobrazmy sobie, Ze jedna z krzywych na rys. 22 zostala zastapiona
w okolicy punktu o badZ przez dwie przecinajace si¢ w tym punkcie pro-
ste w rézny sposéb nachylone wzgledem osi f, badz tez przez dwie plaskie
krzywe nie majace w punkcie o wspélnej stycznej (rys. 29). Gdy w tych
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warunkach sila P przybiera warfos¢ P,, wowezas najmniejszy jej przy-
rost powoduje, iz zamiast zaleznosci wyrazonej przez prosta Oo lub krzy-
wa Ono, pret zacznie si€ wygina¢ zgodnie z zaleZnodcig wyrazong przez
prostag or lub krzywa omr. Poniewaz prosta
Oo odpowiada tu malym wygieciom preta, 4
prosta zag or duzym, wiec przy P = P, gro-
zi pretowi, ze jaka$ zewnetrzna okolicznosé
zwickszajaca site Sciskajacg P nawet o wiel-
kogé bardzo malg w stosunku do calej sity P,
moze wywolaé niedopuszezalne z punktu Wi~
dzenia technicznego wygigcie preta, a wiec o
podobnie jak przy P = P, w przypadku pre- L
7

ta sciskanego osiowo.

W rzeczywistodei przejécie od czesei Oo
krzywych na rys. 30 i na rys. 22 do ich
czeicl og nie odbywa sie jednak w sposéb
tak wyraznie zaakcentowany, jak to podano
na rys. 29, lecz na pewnym odeinku o o kazdej z krzywych (rys. 31),
czemu odpowiada przyrost sily P o pewng wielko§t skonczong AP tym
mniejsza, im muiejszy jest mimoérod a. A wiec np. dla krzywych na rys.
22 przyrosty odezytane ze skali wykresow wynoszg!

Rys. 29

przy a=0,1mm AP =0,4kg AP:P=0,08,
ptzy a==0,5mm AP=1,0kg AP:P=10,20,
przy ¢ =10 mm AP=1bkg AP:P=10,30.

Dia najmniejszego z przytoczonych
tu mimofrodéw, o = 0,1 mm, siosu-

A7 nek przyrostu sily do rzednej punktu o
wynosi wige 8%, Poniewaz punkt o
7!._' lezy mniej wiecej posrodku . miedzy

<5

punktami o’ i o” i poniewaz krzywe
Ii II na rys. 22 prawie sig pokrywaja
ze sobg na odeinku og, mozna stad oce-
o nié réznice miedzy silg Py a sita P, od-
l powiadajacg mimoérodowi ¢ = 0,1 mm
i ) _ na mniej niz 4%. Gdybysmy odcinek
7 w=a=01 mm przyjeli tu za naj-
Y _ mniejszy, jaki potrafimy zmierzy¢, réz-
Rys. 30 nica 4% miedzy Py a P, odgrywalaby
role réznicy miedzy sitami krytyeznymi
przy wyboczeniu sprezystym w sensie matematycznym i przy wybocze-
niu sprezystym w sensie fizycznym.

-

21




* Poniewaz jednak mimogréd ¢ = 0,1 mm stanowi zaledwie 1/1000 diu-

gos’ci rozpatrywanego preta i 1/10 wysokodei jego przekroju poprzecznego,
nalezy oczekiwa¢, ze dla pretéw majacych zastosowanie w technice prazy

Rys. 31

tym samym mimosrodzie stosunek Py: P, -=1,04
ulegnie znacznemu ' obnizeniu. Przyjmujemy
wige, ze P,= P, i bedziemy hazwe sity kry-
tycznej stosowall réwniez i do sily P,.

W rezultacie pod wyboczeniem spreiystym
w sensie fizycznym bedziemy rozumieli zjawi-
sko polegajace na tym, ze pret wykonany
z materiatu doskonale spresystego, doskonale .
prosty i Sciskany silami zaczepionymi z tech-
nicznie niedostrzegalnym (a wiec nie dajacym
sig¢ zmierzy¢) mimosrodem doznaje do pewnej
wartosci sity Sciskajgcej, zwanej silg krytyeczng

tylko ugieé nledostrzegalnych po przekroczeniu zaé tej wartosci ugieé
technicznie wyraznych i szybko ‘wzrastajacych,

Wobec zastrzezen poczynionych co do wielkogei mimodrodu sity sci-
skajacej zaréwno w tej definicji, jak i w przytoczonej w paragrafle i
tego rozdzialu definicji wyboczenia w sensie technicznym mozna twier-

dzi¢, ze ta ostatnia obejmuje réwniez i przypadek wybo-
czenia spreiystego w sensie fizycznym.

Wyboczenie niesprezyste w sensie fizycznym wyste-
puje wobwcezas, gdy wartosé sily Sciskajgce, przy kto-
rej ma miejsce dajaée sig zmierzyé i szybko wzrastajace
- ugiecie preta (sita krytyczna), wywoluje przekroczenie
granicy sprezystoSci przez naprezenia normalne w skraj-
nych wiéknach jednego z przekrojow poprzecznych preta
smskaneggo

W tym wypadku sporzadzenie krzywych odpowiada-
jacych krzywym podanym na rys. 22 lub na rys. 30 dla
pretéw, dla ktérych granica sprezystosei zostala w pew-

nym przekroju poprzecznym przekroczona, natrafia na |

trudnosci, gdyz réwnania teorii sprezystosci nie moga tu
byé zastosowane. Niekiedy jest ono jednak mozliwe i wow-
czas musimy przyja¢, Ze zalozenie plaskich przekrojow

moc swg tu zachowuje oraz Zze naprezenia rozkladaja sie w kazdym nor-
malnym przekroju poprzecznym preta sciskanego wedtug znanego nam

prawa,

Wezmy pod uwage pret SS, zginany sitami podiuznymi P, zaczepio-

nymi z pewnym stalym mimoérodem KS—a (rys. 32).
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Niech prosta ¢a na rys. 33 oznacza pewien przekrdj poprzeczny preta,
a prosta abllaa — wykres naprezen Sciskajacych, odpowiadajacych sciska-
niu osiowemu. '

Przypusémy, iz naprezenia spowodowane zginaniem preta wyrazajg
sie krzywg aa’KGb'a. Dodajac do siebie oba rodzaje naprezefl, znajduje-
my wykres naprezen w przekroju aa W postaci rzednych krzywe]
ad’ KGb'b. W przypadkach gdy w gre wcho-

dzi¢ moze wyboczenie, punkt o’ wykresu /—‘f
majdije sie ponizej punktu a, czyli ze mamy <« 8

w danym przekroju do czynienia z napregze- |
niami réznyeh znakéw. Gdy chodzi o najwaz- [k T T T 7T b
niejszy zwykle poczgtek wyginania sie pre- a ‘

ta, naprezenia rozciggajgce aa’ mniejsze co Rys. 33

do wiclkodci bezwzglednej od naprezen $ci-

skajacych bb’, nie przekraczaja zwykle granicy sprezystosci Upraszcza

to ustalenie prawa rozkladu naprezef W geiskanej czedci przekroju ac.
Ustawiajge dla czefel preta Sa (rys. 32) dwa réwnania rownowagi sit

zewnelrznych i wewnetrznych, dziatajacych w dowolnym przekroju oa,

znajdujemy ‘ :

[oaa=r, (10)
! ,

fozda=Py+a. {11)
A
Jezeli oznaczyé przez e, i e, jednostkowe wydluzenia na obydwoech
krawedziach preta, a przez h wysokos¢ przekroju, wowezas otrzymamy
dla krzywizny wygietej osi preta wyrazenie '
1 _ e
PR (12)
Po nadaniu okreslonego ksztaltu krzywej o KGb', czyli po ustaleniu
zaleznodel

o =f(e) : {13)

mozemy, rozwigzujac za Karm Anem lacznie réwnania (10)-(12), zna-
leté w sposob taki sam, jak dla pretdéw sprezystych o stalym wspéiczyn-
niku E, réwnanie odksztatconej w postaci

d*y
pallt- S 14
NJ 5= Plyta), (14)
gdzie N jest to wielkos¢ stala, od y niezalezna, odgrywajaca tu role po-
dobna do tej, jaka odgrywa przy wyboczeniu sprezystym wspbélezynnik

sprezystoscl E.
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" Catkowanie réwnania (14) wykonane przez Kairmaéana Sposobem
wykre§inym pozwolilo mu sporzadzi¢ dla stali wykres przedstawiony na
rys. 34, a wyrazajgcy dla preta, ktérego smuklose wynosi /i = 60, i dla
réznych mimoérodow a zaleznosé miedzy ugieciami preta a sitami P ($ci-
$lej naprezeniami P/A), przy ktérych majga miejsce te ugiecia.

Zaleznos$é P = F(f), otrzymana w ten 8posdb teoretycznie, zostala przez
Karmana dla pewnych wypadkéw sprawdzona doswiadczalnie. Acg-
kolwiek przyjeta przez K4 r m 4 n a forma zalesnosei (13) byta przez pés-

niejsze badania kwestionowana,

g, "Aﬂ kg jom? ' nie wplywa ona jednak na sam

T - ksztalt krzywych wykresu z rys.
31 F» : - 34, z ktérych mozemy wiec da-
™ lej korzysta¢ bez zastrzezen.

w0 \\\\ ! . Wprawdzie wykres na rys. 34
\\_ ] N otrzymany zostal dla stali po-

i N 5;’ g()’ﬂm ] siadajace] wyrazny okres pla-
_ \\( a:gg%g | styczr*-o&éci, jednak i dla innych
w0 / P\\ \\ ‘_g:—dwh materiatéw .budowlanych nale-
Yy \ \\\ T - 2y wksztatcie krzywych P=F{f)

‘\w oczekiwac mniej lub wiecej wy-

270 \,‘\\‘\\\\ \ raznego zatamania wywolanego
. \\\\\\\ S — przez to, ze materialy te przy
\\\\«\\ Fzginaniu daja rawsze szybko

0 20 % 40 B 60N & W oW warastajgce ugiecia, skoro sifa
Rys. 34 zginajgea  przekroczy pewna
wartodc,

Oznaczamy przez o punkty wierzchotkowe krzywych wykresu na °
rys. 34, tzn. punkty, w ktérych nastepuje zalamanie si¢ krzywych ugiec.
Sity P, odpowiadajace punktom o beda miaty podobne znaczenie, jak si-
'y P, na wykresie z rys. 22, gdyz poczynajac od tych wartosei sil prety
beda wykazywaly predko wzrastajgce ugiecia. Ugiecia odpowiadajgce si-
fom P, bedziemy oznaczali, jak poprzednio, przez f,. Réznica miedzy zna-
czeniem sit P, na wykresie 22 i na wykresie na rys. 34 polega na tym,
ze dla kazdego mimosdrodu a w pierwszym przypadku po przekroczeniu -
wartosei P, sity podhuzne wzrastaja, choé bardzo powoli, a w drugim ma-
lejg. W tym ostatnim wypadku sita P, odpowiada wilasciwie max P.

Aby, majac do rozporzadzenia krzywe na rys. 22, wytworzy¢é sobie obraz
wyboczenia niesprezystego w sensie fizycznym, rozumujemy w spos6h po-
dobny, jak w przypadku wyboczenia sprezystego w sensie fizycznym.
A wige wprowadzamy tu, tak jak poprzednio, pewien mimoéréd e = q
sily $ciskajacej P jako wyraz niezgodnofel warunkéw pracy preta sciska-
nego z warunkami definicji wyboczenia sprezystego w sensie matematycez-
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nym; mimosréd ten uwazamy za tak maty, ze pret nie wykazuje dajaeych
sie zmierzy¢ ugieé, dopoki sita P nie przekroczy wartosei P,. :

Jezeli przyjmiemy, tak jak poprzednio, ze w oznacza najmniejszy od-
cinek, jaki w ogéle potrafimy zmierzyé, to ugiecie f odpowiadajace wa-
runkowl, ze a + f<Cw bedzie niedostrzegalne. Aby to uwydatnié, prze-
prowadzamy na rys. 35 przedstawiajagcym jedna z krzywych w rodzaju

krzywych na rys. 34 prosta réwnolegly do osi P w odlegtodci w—a od -

niej. Na podstawie tego rysunku mozna twierdzié, e ugigcia preta przy
P <P, sa niedostrzegalne, a przy P = P, zaczynaja wurastaé bardzo
- szybko. Na rys. 36 grubsze linie pelne i przerywane przedstawiaja obraz
zjawiska dajgcy sie uchwycié pomiarowo.

Sita P, i w tym wypadku bedzie odgrywata role sity krytyeznej,
tj. P,= P;i.

P
p
i a
—
o®
(. r |
ot e ‘*W-a—:-l

Rys. 35 Rys. 36

Sita Py stanowi tu, podobnie jak w przypadku wyboczenia sprezyste-
go w sensie fizycznym, granice, do ktérej zmierza sita P, priy mimosro-
dzie daZzacym do zera. Swiadcza o tym réwnies wykresy na rysunkach
37 1 38. Na pierwszym z nich uwidoczniona jest zaleznosé miedzy mimo-
srodem a sity Sciskajacej a najwigkszym ugieciem for na drugim za$ zalez-
nos¢ miedzy mimosrodem a a silg P,; obie zalezno$ci wyprowadzone sa
na podstawie wykresu z rys. 34. Z wykreséw na rys. 37 i na rys. 38 Wy-
nika, ze skoro mimosrod sity Sciskajacej maleje, predzej ieszcze maleje
ugiecie f, preta, przy ktérym wystepuje sita P,, oraz ze przy zmniejsza-
niu sie mimosrodu ¢ wzrasta szybko sila P,, przy ktérej ugiecia preta za-
czynajg szybko rosnaé.

Pod wyboczeniem niesprezystym w sensie fizycznym bedziemy wiec
rozumieli zjawisko polegajace na tym, e pret prosty Sciskany sitami za-
czepionymi z niedostrzegalnym (a wigc nie dajacym sie zmierzy¢) mimo-
Srodem doznaje do pewnej wartodci sity Sciskajacej, zwanej sitq krytycz-
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ng, tylko ugigé niedostrzegalnych, aczkolwiek trwatych, po przekrocze-
niu zag tej wartodei ugieé trwatych technicznie wyrainych i szybko wera-
stajacych, przy malejacych na-

. gim?b
wet warto$ciach sity podiuznej. g A
_ 31008
; |
5 s 0 T
" / / 30600 —
5 // 50 IS o
1A 2900
) a \f
R N I _ 2005h a0n”
Rys. 37 Rys. 38

Okreélenie to, podobnie jak okreélenie wyboczenia sprezystego w sen-
sie fizyeznym, miedcl sie w ramach ogoélnej definicji wyboezenia w sensie
technicznym.

4. Wyboczenie pretdw ¢ spreiystosci ograniczonej

Przy rozpatrywaniu wyboczenia sprezystego w sensie matematyecznym
i wyboezenia sprezystego w sensie fizycznym liczylismy sie dotad tylko
z pretami wykonanymi z materiatu o nieograniczone] sprezystosci, w za-
gadnieniach technicznych mamy jednak do czynienia tylko z pretami
o sprezysto$ci ograniczonej. W szczegdélnofci moze sie zdarzy¢, ze przy
sile $ciskajgcej P rownej sile krytycznej P, najwieksze naprezenie nor-
malne w precie jest mniejsze od naprezenia na granicy sprezystosci,
a przy P >> P, to naprezenie przekracza. Postaramy sig tu uja¢ w pewien
schemat poszczegdlne przejécia przy wyboczeniu od stanu sprezystego do
stanu niesprezystego. '

Przed zaczepieniem do preta momentdéw p (wzglednie sit x) naprezenia
normalne w nim wyrazajg sie wzorem

P
Gil_...‘A..’ (15)
gdzie A vznacza pole przekroju preta.

Po zaczepieniu momentéw u najwieksze naprezenia normalne wy-
niosg _ '
#tPy

e (16)

6—014—024---@- +
gdzié W oznacza wskaznik wylrzymaltosei preta.
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Po usunigciu momentéw p wyrazenie (16) przy P < P, przybiera po-
staé¢ (15), a przy P > P, postaé

_ P Py
o= A + W

(17)

Drugi wyraz tego dwumianu odgrywa, wedtug stéw Collignon g,
role miecza Damoklesa zwisajgcego nad sciskanym pretemn prostym, gdy
sita Sciskajaca osigga wartoéé krytyczna.

W-przypadku preta o pewnej okredlonej granicy sprezystogci momen-
ty ¢ moga przybiera¢ fylko wartoéci nieskoficzenie male w sensie fizycz-
hym, w danym wiec razie warto$ci odpowiadajace tak malym napreze-
niom p/W, ze mozna te naprezenia pominaé w poréwnaniu z naprezehiami
Sciskajacymi P/A. Gdyby ten warunek nie zostal spelniony, wowczas na-
prezenia spowodowane przez momenty x4 dodane do naprezen spowodo-
wanych przez sity §ciskajace moglyby lacznie przekroczyé granice spre-
zystoscl, a nawet granice wytrzymalosel i w ten sposéb momenty u staly-
by sig bezpofrednia przyczyng zlamania lub trwalego odksztalcenia
 preta. L

Przyjmujemy zwykle, ze przynajmniej przy wartoéci P =P, na-
prezenia P/A nie przekraczaja granicy sprezystosei, czyli ze w chwili Toz-
potzynania sig¢ wyboczenia pret jest jeszcze sprezysty.

Moze jednak zaj$é przypadek w precie o spreZystosci ograniczonej, iz
naprezenie u/W nie bedzie moglo byé pominiete w poréwnaniu z napre-
zeniem P/A, a jednak naprezenie obliczone ze wzoru (16) nie bedzie prze-
kraczalo naprezenia na granicy sprezystoci i nie bedzie dlatego decydo-
walo o ztamaniu lub trwalym wygieciu preta.

Przypadek tez moze mieé wprawdzie miejsce i w razie, gdy pret wcho-
dzi w skiad pewnej konstrukeji budowlanej, zdarza sie to jednak rzadko,
i dlatego mozna powiedzie¢, iz w pretach éciskanyeh, stosowanych w bu-~
downictwie, népreienia wyrazajg si¢ wzorem (15), gdy P <{ Py, i wzorem
(17, gdy P == P,. ,

Na podstawie powyziszych rozwazan podajemy w tablicy dla pretéw
sciskanych schematy przejécia od stanu sprezystego do stanu niesprezy-
stego towarzyszace zjawisku wyboczenia, przy czym pod pretem w sta-
nie niesprezystym rozumiemy pret, w ktérym granica sprezystosci R zo-
stala przekroczona choéby w jednym punkcie.

Linie z wezykiem przedstawiaja w tablicy prety, w ktérych najwieck-
sze naprezenia normalne nie przekroczyly granicy sprezystosei R, linie
za$ bez wezyka — prety, w ktorych granica sprezystodei zostala przekro-
czdna.
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Rubryka I odpowiada przypadkom, gdy naprezenie odpowiadajgce si-
le krytycznej, a wiec naprezenie krytyczne R = P, /A jest mniejsze od R,
czyli przypadkom wyboczenia sprezystego, rubryka za$ 1f przypadkom,
gdy Ry jest wieksze od R’, czyli przypadkom wyboczenia niesprezystego.

Stany réwnowagi o, ¢, ¢ a;
a wieec w ogdle typ Iu wybocze-
[ Wyhovzenie sprezysie(R, <R') [ Wytoczenie espreiffof)]  nia dotyczy pretow wykonanych
p<p, | PB, | P> | PR | P<B | PR, | PR 7 iateriatu, dla kiorego wiel-
P lp ;p ‘ P 1,0 lp ko&é R’ moze przybieraé¢ warto-

Tablica !

natomiast stany by, by i by, a
wiec w ogdle typ Ib wyboczenia
dotyczy pretow, dla ktérych
wyrazenie (17) nawet- przy P
roznigeym sie bardzo malo od
P, przekracza wielko§é R/, czy-
li pretow o sprezystoSci ogra-

& 2 ay Oy 24]

PPTAP

l sci dowolnie duze, czyli pretéw
o sprezysto$el nieograniczonej,

as
b% % S
4

el

™
—
=
e e

™
e
h=]

o
s
=]
o

— o T e | e T DT T T T IR

i
% 3 niczonej. Wreszeie wyboczenia
& b bay s 11 sprezystego. dotycza przypadki,
= t gdy pret po przekroczeniu przez
T T i site $ciskajgca wartodei kry-
e plolp g P lp tyeznej (P> Py) znajduje sig

w stanie réownowagi la,;, o ile
przyrost sity P ponad wartodé krytyczng nie przekroczy pewnej wartodci,
AP i znajduje sie w stanie réwnowagi Ib,, o ile prayrost wartosc te .prze—'
kroczy (typ Iab wyboczenia). ‘

Dwa przedstawione w tablicy rodzaje wyboczenia niesprezystego [la
i IIb rdznig sie tylko tym od siebie, ze w pierwszym wypadku pret staje
si¢ niesprezysty dopiero przy P = Py, podezas gdy w drugim jeszeze przed
przekroczeniem przez sile Sciskajaca wartoéei krytyczne] naprezenia o

-przekraczajg granice sprezystoéci R’

Stosujac powyzsza tablice do wyboczenia w sensie fizycznym nalezy
mieé na uwadze, ze sila P zaczepiona jest w tym wypadku z malym nie
dajacym sie dostrzec mimoSrodem.

7 drugiej strony, nalezy zauwazyé, ze gdy chodzi o wyboczenie pre-
t6w o nieograniczone] sprezystosel, moment p, odgrywajacy role przyczy-
ny zakrzywiajacej, nie potrzebuje byé w ogole ograniczony co do swej
wartoéci; w razie wyboczenia preta o sprezystosci ograniczonej, moment u
musi byé uwazany za nieskoficzenie maly, jednak wartos¢ jego nie ma
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zadnego wplywu na wygiecie sig preta wybaczanego, gdyz przyczyna b4: 8
. krzywiajgca wystepuje tu tylko chwilowo, a w czasie gdy pret doznaje
wygigeia skonezonego, moment g juz na ten pret nie dziala.

5. Sila krytyczna

W paragratach 1, 2 i 3 tego rozdzialu wprowadziliémy pojecie” wy-
boczenia w sensie technicznym i wykazaliSmy, ze ujety w jego definicji
w sposOb najogélniejszy przebieg wyboczenia moze byé zrealizowany
przez jeden z czterech nastepujgcych schematéw statycznych:

(1) wyboczenie sprezyste w sensie matematycznym,

(2) wyboczenie niesprezyste w sensie matematycznym,

(3) wyboczenie sprezyste w sensie fizycznym,

(4) wyboczenie niesprezyste w sensie fizycznym.

We wszystkich tych schematach przy pewnej wartosei sity fciskaja-
ce] P badz rownowaga preta staje sig niestateczna, badz tez pret dozna-
je ugie¢ niedopuszezalnie duzych. Tak w jednym, jak i w drugim wypad-
ku pret zaprojektowany jako prosty przestaje byé uzyteczny, gdyz ulega
jako taki zniszczeniu, a wiec warto$é sity Sciskajgcej, przy ktérej to na-
stepuje, odgrywa role sity niszezacej. W tych warunkach nie ma powo-
du rozroznia¢, czy katastrofa spowodowana zostala przejsciem réwno-
wagi prela Sciskanego ze statecznej w niestateczna, czy te? bezposrednio
bardzo duzym ugieciem preta, gdyz efekt katastrofy jest ten sam w obu
przypadkach. Stad we wszystkich wymienionych schematach, tak samo
jak w przypadku wyboczenia w sensie technicznym, site wywolujges tak
rozumiang katastrofe preta nazywamy sile krytyczng (P)), pamictajac
zreszty o zaleznodci

Pk — lim Po .
a—0

Sita krytyczna ma przy projektowaniu pretéw Sciskanyeh takie samo
znaczenie, jakie ma przy projektowaniu pretéw rozcigganych sita rozry-
wajgca pret rozciggany. Odpowiednio do tego naprezenia krytyczne, {zn.
iloraz Ry = P(/A, odgrywa tu role podobna do wytrzymalosei preta na
rozcigganie przy rozciaganiu preta i dlatego napr gzenie krytyczne bywa
w niektérych jezykach (np. w rosyjskim) nazywane wytrzymalodcig na
wyboczenie.

Abstrakeyjny schemat Wyboczema sprezystego w sensie matematyez-
nym doprowadza dla sily krytycznej do tzw. sity eulerowskm], ktora wy-
¢Znaczana jest z réwnania (4)

EJ
oL =p
0 Y

czyli ze w danym razie P, = Pg.

?
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W schemacie statycznym wyboczenia gprezystego w sensie fizycznym
sita krytyczna réwna sie sile P, odpowiadajgcej nieznanemu i nie dajgce-
mu sie zmierzy¢ mimosrodowi ¢ <Zw. W tym wypadku przyjmujemy
z pewnym nadmiarem, ktorego ocena podana zostala w paragrafie 3 tego
rozdzialu, ze sila krytyczna i tu réwna jest sile eulerowskie] Pp.

Przy wyznaczeniu sily krytycznej droga doswiadezalng w granicach
sprezystosci uzyskanie warunkdéw przestrzeni matematycznej oraz do-
skonatlej osiowoéei obciazenia nie jest mozliwe, dlatego tez ta droga uzy-
skujemy nie sile P, = Pg, lecz jedna z sil P, tzn. silg krytyczng przy wy-
boczeniu sprezystym w sensie fizyeznym. Dla malych mimosrodow a sita’
P, szybko zdaza do Pp, tak Zze przy dobrej aparaturze doswiadezenia sita
éciskajgca, powodujgca zniszezenie preta prostego, malo rozni sig od teo-
retycznie wyznaczonej sity Pg.

Wyznaczenie sily krytycznej w przypadku wyboczenia niesprezystego
w sensie matematycznym zalezy od szeregu wlasnoéci materiatu, z kto6-
rego wykonany jest pret Sciskany, a nie tylko od wspélczynnika sprezy-
stogci E i dlatego nie rozporzadzamy dotad ogblnie przyjetymi wzorami
odpowiadajacymi wzorom Eulera dla wyboczenia sprezystego w sensie
matematycznym. Dia tych samych powoddéw a réwniez 1 dlatego, ze nie
jest nam znany mimodréd a < w, nie podcbna jest réwniez wyznaczy¢ te-
oretycznie sity krytycznej przy wyboczeniu niesprezystym w sensie fi-
zycznym, A wige w obydwdch wypadkach dla uzyskania sily krytyeznej
musimy uciec sie do do$wiadczen, przy czym silg krytyczng bedzie oczy-
wiscie jedna z sil P,. Im dokladniej bedg wykonane badania dos$wiadczal-
ne, tym mniejszy bedzie nieznany mimoérod a i tym wigksza bedzie si-,
la P, odgrywajaca role sily krytycznej Py. Dla szeregu materiatéw zosta-
1y ustalone droga do§wiadezalng wzory typu

Pr=A(c—bi), - (18)

gdzie ¢ i b sg to wspdlezynniki otrzymane doiwiadczalnie, a 1 oznacza
smuklosé preta.

W ten sposéb we wszystkich przypadkach wyboczenia sprezystego
uwazamy za site krytyczng P, tzw. site Eulera wyznaczong teoretycz-
nie dia schematu wyboczenia sprezystego w sensie matematycznym, a we
wszystkich przypadkach wyboczenia niesprezystego — site, przy kidrej
pret Sciskany ulega zniszczeniu, odczytana na dynamometrze maszyny
wytrzymatoiciowej lub uzyskang ze wzoréw doSwiadczalnych np. typu
(18), a wiec dla przypadku wyboczenia niesprezystego w sensie fizycznym.
Stosunek, jaki zachodzi miedzy sily krytyezng Pr = Pg, w abstrakeyj-

-~ . . ps .
IR PR (.J‘ 1YY ) LS e
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krytyczna P, we wszystkich innych schematach wyboczenia, najwygod-
nie} jest przedstawi¢ na modelach réwnowagi niestatecznej i quasi-nie-
stateczne] zaczerpnigtych z dziedziny réwnowagi ukiadéw - sztywrnych.
Modele takie zostang omoéwione w rozdziale nagtepnym.

H. MODELE ZJAWISKA WYBQCZENIA

1. Model walcowy Southwella

W roku 1913 oglosit R. V. Southwell opis modelu réwnowagi nie-
statecznej w ogole, ktéry moze stuzy¢ i za model przebiegu wyboczenia
i quasi-wyboczenia. Mamy tu mianowicie do czynienia =z urzgdzeniem
nastepujgeym 3).

Walek ciezki o promieniu 7 znajduje sie w $rodku S cylindrycznego
ziobu o promieniu R (rys. 39). Na walku opiera sie ostrzem s pret k prze-
chodzacy przez prowadnice 4 i obeigzony sila P.

P £

[

Rys. 40

Do pewnej wartosei P, sily P réwnowaga watka jest réwnowaga sta-
teczna, tzn. ze watek doznawszy malego odchylenia od swego poloZzenia
pierwotnego (rys. 40) wraca do tego polozenia po usunicciu sic przyczy-
ny odchylajacej, przy czym rowniez i pret, ktéry sie opuscil, podnosi sie
z powrotem. Po przekroczeniu przez site P wartosci P, walek odchylo-
ny od polozenia pierwotnego nie moze juz wrécié do tego potozenia, gdyz
nie jest w stanie podnie$é opuszezonego preta, :

Aby wyznaczyé sile Py (site krytyczna) wyobrazamy sobie, ze walek
odchylit sig od polozenia pierwotnego o kgt sOo=¢ (rys. 40) i Ze znaj-
duje sie w tym polozeniu w réownowadze.

"% Por. R. 8. Southwell, On the General Theory of Elastic Stability, Phi-
losophical Transactions, Londyn 1913.
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Mamy tu tréjkat sOo {rys. 40) utworzony przez o$ Os preta k jako jeden
bok, przez promient watka so jako drugi i przez réznice Oo promieni watka
i zlobu (R — 1) jako trzeci. Z tréojkata tego otrzymujemy, Ze

sinf=""""Tging, (19)
- gdzie f= ¥ Oso. '
Poniewaz zardéwno' powierzchnie watka, jak 1 powierzchnie zZiobu
uwazamy za gladka, wiec reakcja walka na koniec s preta k bedzie mia-
1a kierunek promienia so, czyli Ze

N=—Pcos(180° —#). (20)

Drugie wyrazenie dla reakeji N olrzymamy rozkladajac ciezar wal-
ka @ zaczepiony w jego Srodku ciezkosel na kierunki so i oC. Otrzyma-
my stad mianowicie, ze

__ _Qsing
~ sin(ft¢)°

7 zestawienia rdwnan (20) i (21) otrzymujemy nastepujace wyraZenie
dla sity P:

(21)

_. Q@singeosf ’ 29

sin{f + ¢)
Wyrazenie to w zwigzku ze wzorem (19) przybiera postaé
Q
P=—
' (23?

gdzie C oznacza wyrazy od 8 niezalezne, otrzymane w rezulfacie rozwi-
niecia funkeyj trygonometrycznych.

Sita P, jest granica, do ktérej dazy sita P przy kame odchylenia walka
zimierzajgcym do zera, czyli przy ¢==0. Mamy wigc, ze

P @ (9)
Z réwnania (22) badz -tez (23) mozemy wyznaczy¢ fe wartosel sity

P> P,, ktore odpowiadaja poszczegélnym odchylemom ¢ walka.
Przyjmujac R = 3r znajdujemy

Pr=Q. , | (25)
W zwigzku z tym rownanie (23) przybiera postaé
P— Py (26)
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Wstawiajgce dla kata ¢ rozne wartosci (w stopniach)' dochodziimy do"
krzywej 1 na rys. 41. .

Przesuwamy w dalszym ciggu prowadnice A wraz z pretem k o wiel-
koéci a od osi pionowe]j zlobu; wielkos¢ ¢ odgrywa tu role mimeosrodu si-
ty P (rys. 42). Oznaczamy Kkat '

¥ Aso=<L0Bo przez # i rozpat-
rujemy trojkat OBo (rys. 43), z kto- S -
rego obliczamy y ! = ’\ S .
sin f, — (R—r)ysing | a 27) T a=Goptr T
! 7 ' T S
Dla zaleinosci micdzy sila P ; 1T
a odchyleniem watka ¢ = < BOo 5
od polozenia $rodkowego S znajdu- - / ¥ ]
jemy wyrazenie analogiczne do I = o
réwnania (22): Co I e
_ Qsingpcosf;
— T R 28
sin o) Y 1/
Biorac pod uwage wzor (25)
: 4

mozemy nadaé rownaniu (28) postae 1 - L 1 L. L
¥ ()p 0 2?2 4 & 8 W € 4 # 18

p— p, Singcos b

PenGira . Eys. 4l

Przyimujac kolejno, ze a = 0,001+, o = 0,017 oraz ¢ = 0,17, docho-
dzimy do krzywych II, III i IV przedstawionych na rys. 41 i wyrazaja-

Rys. 42

cych zalezno$é miedzy odchyleniem ¢ watka od potozenia S a sitg P dla
réznych wartofel mimoSrodu a. - :
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. Podkreglié nalezy, ze krzywe na rys. 41 odpowiadaja pod wzgle-
dem swego charakteru krzywym wykresu na rys. 34 sporzadzonym dla
przypadku wyboczenia niesprezystego w sensie fizycznym.

Model Southwella, aczkolwiek bardzo przejrzysty 1 wygodny
w uzyciu, jest jednak, gdy chodzi o wyboczenie pretdow prostych, mato .
sugestywny. Stad powstala potrzeba stworzenia modeli opisanych w pa-
ragrafie nastepnym.

2. Modele pretowe

Trzy modele podane w tym paragrafie, zaproponowane przez autora
w roku 1933, maja te wspolng ceche, ze nie posiadajag w swej konstrukeji
sprezyn i ze dotycza réwnowagi pretéw prostych, nawigzujac w ten spo-
s6b do ksztaltu preta wybaczanego.

Model A. Mamy dwa naczynia I i II po-
£ 1P Igczone ze sobg kanalem ¢ i napelnione do
: l poziomu EF cieczg o ciezarze jednostkowym v
T I8 '(rys.44). W naczynie II wchodzi ttok T, ktéry
I o L jest ograniczony od gory plaszczyzng mn
! s nachylong wzgledem pionu pod katem 45°

TV f Na plaszezyzne te naciska klin mns podirzy-

‘ /" mywany przez pret sr przesuwajacy sie

w prowadnicy k. Tiok T jest niewazki, a

X‘"‘"ﬂg wsazystkie czefci calego urzgdzenia przesu-

= /!’ 'k waja sie wzgledem siebie bez tarcia. Skoro

m__S k—_*_jlf £ = dolna plaszezyzna ttoka znajduje sie na po-,
\In 2y ziomie EF, woweczas, koniec r preta mr jest
7y na jednym pionie z przegubem O, na ktérym
. ———--—i obraca sie doskonale sztywny pret CD.
Pt Z, drugiej strony preta CD (na rysunku na

prawo) mamy urzadzenie identyczne. W punk-
cie C dziala sila pionowa P.
+ Przesuniecie kotica r preta sr o wielkosé x
Rys. 44 powoduje obnizenie tloka i poziomu cie-
czy w naczyniu IT réwniez o x oraz podnie-
sienie sie poziomu cieczy w naczyniu I o 2x nad poziomem w naczyniu I,
Cisnienie cieczy na tlok wyniesie wowezas

K—2xyQ, : (30)

- gdzie Q oznacza pole przekroju poprzecznego kazdego z naczyn polaezo-
nych. : : '
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Odchylenie preta CD od polozenia pionowego o kat ¢ powoduje nacisk
tego preta na pret sr w punkcie r réwny S. Skladowa tego nacisku skie-
rowana wzdhiz preta sr wynost

N=Scose. (31

. Sila ta wywotuje pionowy nacisk na tlok réwny N. Wobec tego ze dla
rownowagi tloka jest konieczne, aby K bylo réwne N, znajdujemy, ze

2xyd==Scosg, ' (32)

skad nacisk na pret sr i odpowiednia reakeja preta wynosza

2xyp 0
P e (33)
oS @
Poniewaz odleglos$é plonowa przegubu O od preta sr jest stata 1 wyno-
si 1y, wiee x =1, tgp, wobec czego

S 2113)!25111:;:'

cos® g (34)

Skoro pret CD dozna odchylenia o kgt ¢, woéwezas w nowym poltoze-
niv D’ muszg go utrzymywaé w réwnowadze sity P i S.

Ustawiamy dla tych sit réwnanie momentéw XM =0 przyjmujgc za
biegun punkt O. Poniewaz ramiona sit P i § wynosza tu odpowiednio
Lsing i l;/cosg, wige rownanie fo przybiera postaé

29BQsing

E—— rp— — Pl,sing =20, {35)
skad
24120
“eosty 0

Zakladajac tu ¢ = 0 dochodzimy do wartosei krytyeznej sity P:

Pp=—-——T1. (37)

Przy P < P, wszelkie odchylenia preta CD od polozenia pionowego sg
po usunieciu przyczyny wywolujgce] te odchylenia wyréwnywane przez
ciénienie cieczy, a przy P > P, odchylenia ¢ szybko wzrastajs, podezas
gdy sita P zmienia sie wedlug prawa

Py

Pos—— o
. o (38)

przedstawionego na rys. 45 za pomoca krzywej I
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O ile sila P jest zaczepiona do preta CD z mimofrodem a, wéwcezas

pewnemu odchyleniu ¢ preta od polozenia pionowego (rys. 46) odpowia-
da¢ bedzie nastepujgce réwnanie momentéw ZM = O:

e el S s Rl R S s 20QyUsing
£ L it Dt
] ____;;‘/’;/ o5’ g P(l,sinp{a cose). (32?)
4 = 2——’:——_’) )
PO ezt gy Zakladajac tu kolejno a==0,0011,,
l /ﬁ - AP S - a=0,011, oraz a= 0,11, dochodzimy -
L dl do krzywych II, III 1 IV na rys. 45.

A

&

0z 4 6 8 W HEB B D

Punkty zatamania sie krzywych za-
leznoscl (39) oznaczone 53 na wy-
kresie za pomocg kdfek.

Krzywe na rys. 45 odpowiadajg
co do swego charakteru krzywym
wykresu na rys. 22, sporzadzonym
dla wyboczenia sprezystego w sensie
matematycznym oraz dla wyznaczenia
sit P, w przypadku wyboczenia spre-

Rys. 45

zystego w sensie fizycznym.
Model B. Model tu omawiany posiada w dolnej czesci takie samo urza-

dzenie jak model poprzedni. |

Prosty pret setywny Cr {rys. 47) podparty jest w tym wypadku na kon-
cu C w prowadnicy i obcigzony silg pionowa P. W punkcie r pret jest

polaczony za pomocg przegubu z pretem
poziomym sr odgrywajacym fakg sama role,
jak pret sr w przypadku poprzednim. Dalej
(na rysunku na lewo) pret s laczy sie
z takim samym urzadzeniem jak na rys. 44.

Do pewlnej wartogei . sity P {sity kry-
tyczne] P;) odchylenia ¢ preta Cr od po-
lozenia pionowego sg usuwane przez nacisk
preta st na pret Cr, wiec przez cifnienie
ciéczy. Po przekroczeniu wartoSci Py przez
site podiuing pret nie wraca juz do swego
polozenia pionowego, o ile go jaka§ przy-
czyna chwilowa z tego polozenia wypro-
wadzita.

. p
a - P
il
I[C-l }
| sULN 'f ‘
& ar 7,
/ |
i If -
= i
’ |
- !
." r - If
Rys. 46 Rys. 47 .

W razie odchylenia preta Cr od poloZenia pionowego o kat ¢ wzdluz

preta tego bedzie dziatata sila
P

cosg

(40)




; o
Z warunkdow rownowagi preta ST W szczegoinosm z rownama EX = 0
oirzymujemy

N:.Ptgqo o . (41) '

Z warunkéw rownowagi tloka I znajdujemy tu, analogmzme ]ak dlal
modelu poprzedniego,

2zyR=Plgg. . (42)

Poniewaz w tym wypadkux =lsing, wige wzdr (42) doprowadza do
rownania '
‘ P=20ylcosg. (43)

Wielko$¢ -Py jako wielkos¢, przy kiérej odchylenie preta Cr po usu-
nigeiu przyczyny odchylajgcej zaczyna juz by¢ mozliwe, znajdujemy za-
kladajagc we wzorze (43) ¢—0:

Pe=209l. (44)
Przy P > P, bedzie sic zalezno$é miedzy P a ¢ wyrazala réwnaniem
P—=P,cosg, (45)

co odpowiada krzywej I na rys. 48.

Pl
R ?
Vs a={,?,f7£m[ g s s = o J
| v pagon
Lo | :H:
3
|/ T i
N [ L~ ' {.‘1
T H 17)/aean ,h
R |
. ili
o e
| /. it
11
. I v il
0 2 4 6 8 W 0 18w sE==s
Rys. 48 Rys. 49

Przyimujemy dalej, ze juz przy P = 0 1 przy tym samym poziomie
cieczy w obydwodch naczyniach pofaczonych, koniec v preta sr jest odsu-
niety od pionu Co na odleglo$¢ ro réwng a (rys. 48). Wowezas
x =1sing—a i zamiast réwnania (42) bedziemy mieli réwnanie

20Qy(sing—a)==Ptgep, ' (46)
ktore otrzymane jest z rownania rdéwnowagi XX = 0 ustawionego dla

sil dzialajgeych na pret sr przy odchyleniu preta Cr od pionu o kat ¢.
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: E/ réwnania (46) otrzymujemy nastepujaca zaleznogé miedzy P a P;:
P=PFr; (Cosqvﬁ%ctgq)). (47)

Przyjmujac kolejno dla mimoérodu a wartodei ¢ = 0,001 [, ¢ = 0,011
oraz a = 0,11 dochodzimy do krzywych II, JIf i IV na rys. 48,

Model C. Pret CD podparty jest przegubowo w punkeie O {rys. 50},
W koncu preta D znajduje sie ciezar @, w drugim za$§ zaczepiona jest si-
1z P skierowana wzdluz preta.
Roéwnanie réwnowagi XM =0 ustawione dla sit dziala-

F lp Jacych na pret przy pewnym odchyleniu jego, @, od poloze-
| nia pionowego przybiera dia bieguna O postaé
{ .
i Q1 sing —Pl,sing =0, (48)
W,J‘ . skad
- 1
/ P=Q*. {49)
/ I, -

by—— . . '

i X O ile sita podiuzna P jest mniejsza od wartodei wyrazonej
A B j wzorem (49), woéwczas w razie chwilowego odchylenia preta
N\ od polozenia pionowego pret wraca do tego polozenia po

Rys. 50 usunigeiu przyczyny, ktéra to chwilowe odchylenie wy-
wolala. -

Przy wartoei P wyrazonej wzorem (49) pret moze sie znajdowaé
W réwnowadze przy dowolnym odchyleniu ¢ od polozenia réwnowagi,

P
o iyt —— P e ——
. ﬂl ) et ——07,
e |
H--- " Fl /’—'—H
iR /f/a-—ﬁﬂg
T o i/
I / ]

4 2 4 86§ 8 10 12 4 165 18 2
Rys. 51 - Rys. 52

czyli ze pozostaje w stanie rownowagi obojetnej, jednak juz przy dowol-
nym P wiekszym od wartoéci (48) dowolnie male odchylenie ¢ od poloze-
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nia réwnowagi powoduje nagly obrot preta o 180°, Stad wartosé (49) sity P

nalezy uwazat za je] wartoéc krytyczna, czyli ze

{
Pk:QTl.
2

(50

W przypadku zaczepienia sity P do prgta CD z mimo$rodem a (rys. 51)
zaleznosé miedzy sita P a katem ¢ odchylenia preta od polozenia pmno-

wego WYI'HZI SlQ réwnaniem

_ Qlsing
l,sing +acosg

Dla stosunku I : L, = 0,1 oraz dla mimo$rodow a = 0,001 I,,

(51

a=0011

oraz a = 0,11, dochodzimy do krzywych II, IIT i IV na rys. 52. Prosta I
odgrywa na tym wykresie te sama role co krzywe I na rys. 45 i 48.

3. Modele sprezynujace

W meodelach A i B opisanych w poprzedpirﬁ paragrafie naczynia po-
laczone moglyby zostaé zastgpione przez sprezyny o statym wspdlczyn-

niku sprezystoéei, nie zostalo to jednak zrobione dla wick-
szej przejrzystofei modeli. Nie moZna sig jednak wyrzec
tych korzydci, jakie daje wprowadzenie do modeli zjawiska
wyboczenia sprezyn lub innych elementéw sprezystych, kto-
re w polgczeniu ze sztywnymi elementami modeli pozwalaja
pa uwypuklenie wazniejszych cech przebiegu wyboczenia
pretéw prostych. Takie polaezenie w modelach sprezyn i ciat
sztywnych przedstawiajg dwa ponizsze modele.

Model a. WeZmy pod uwage dwa prety nieodksztalcalne
o diugosci AB = 1, polgczone ze sobg przegubowo w punk-
cie B (rys. 53). Konice A obydwoch pretéw sg przesuwne
i obciazone sitami P skierowanymi wzdiuz osi pretéw. Prze-
gub B jest polaczony z nieruchoms i nieodksztaicalng po-

wierzchniag ss za pomocg sprezyny CB, ktérej wspoélezynnik

sprezystosci jest k.

Jezeli sita P jest mniejsza od pewnej wartosci krytyez-
nej Py, wowczas przegub B przesuniety w nowe potozenie B’
wraca ped dzialaniem sprezyny na swe miejsce pierwoine,

Rys. 53

jezeli za§ P> Pp, wowczas prety zachowuja swe poloZenie nachylone

do kierunku AA.
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| g W “polozeniu odchylonym od polozenia réwnowagi prostoliniowej
.o wielko&¢é x w sprezynie powstaje sila kx. Z réwnowagi wezla B wyni-
ia wowczas, zZe

2P .
kx ~eos g sing, (52)
co wobec o = lgin ¢ daje
' P:%cos Q. . (23)

Krytyczna wartosé sity P, tj. ta wartosé, przy ktérej mozhwe sie Juz
staje potozenie prostoliniowe ABA uktadu, réwna sie

Pk=[%cosw] = Kl

2
Przypuitmy dalej, Ze sprezyna CB jest diuzsza niz odleglos¢ plasz-
czyzny ss od osi ABA i ze wobec tego przy P = 0 odlegloé¢ BB” = a
(rys. 34). Otrzymamy wowczas nastepujaca zalezno$é miedzy katem
BAB = ¢ asila P:

(54)

p—>0

Pk o5y lsRo—a

55}
2 ¢ sing (55)

P a="1em

fg——r—ri- ]
ol A
XCf

8 1 7 3 4 5 & 7 8§ ¢ W

Rys. 54 . Rys. 55

Wykres zaleznoéci P = F(a) dla roznych wielkosei o daje pek krzy-
wych (rys. 55) podobny do przedstawionego na rys. 22. Z wykresu tego
-wida¢, ze przy matych wartosciach ¢ wyraznie wystepuje zalamanie sie
krzywej zaleznosci P = F(x) przy pewnych wartoéciach P =.P,,
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Model b. Rozpatrzmy teraz pret AC nieodksztalcalny i przytwierdzony
ramowo do kofica sprezystego preta AB, swobodnie podpartego w punk-
tach A i B (rys. b6). Wspélezynnik sprezystosci obrotu przekroju poprzecz-
nego A niech bedzie k. Jezeli odchylimy pret AC o kat ¢, wéwezas réw-
nanie rownowagi XM =10 przybierze

dla preta tego postac i I’P
. ‘u'wl L-.
Plsing=9ok, (56) o
skad ¢ === S
ko i t -—%
P=—=— . (67) :
l sing Rys. 56

Site krytyczna znajdziemy przyjmujac we wzorze (57), Zze ¢ dazy do
zera:

kIl ¢ K
Pp= 1 [Sinqi]?_)o_ 7 {58)

Dla matych katéw ¢ wspotczynnik k mozemy wyzhaczy¢ z zaleznosci

ML
z ktérej wynika, ze ,
3BT

gdzie M jest to dowolny moment zginajacy zaczepiony do kofica A preta,
a E i J odpowiednio wspélczynnik sprezystoSci materiatu preta i moment
bezwladnosei jego przekroju poprzecznego.

W razie zaczepienia sily P w punkcie C z pewnym mimosrodem o do-
szlibySmy znowu do typu krzywych przedstawionych na rys. 22.

4. Wyboczenie a jego modele

Sréd opisanych wyzej modeli prostych pod wzgledem rachunkowym,
czasem do$é ztozonych pod wzgledem budowy, nie ma znanego modelu
réwnowagi niestatecznej, jakim jest kolisty stozek prosty postawiony na
wierzchotku w ten sposéb, ze Srodek ciezkosei i wierzchofek lezg na jed-
nej prostej pionowej, lub klin postawiony na krawedzi.

Pochodzi to po pierwsze stad, Ze réwnowaga tych modeli zalezy nie
od wartoéci sity, lecz od jej punktu zaczepienia, i po wtére stad, ze nie
podobna na nich rozpatrywaé tego rodzaju réwnowagi, ktorasmy nazwa-

41




li réownowaga quasi-niestateczng. O ile pierwsza z tych wad jako tkwigca
w same]j istocie modeli nie moZe byé usunieta, o tyle drugg usuwamy
przez budowe nastepujacego modelu ramowego nie réiniacego sie przy
obcigzeniu osiowym z punktu widzenia statyki od stozka lub klina. '
Mamy pionows niewazka rame ABBA (rys.

a) b) 57a), opartag na przegubach cylindrycznych A

g Lo g CF_C 0 o (bez tarma’), ' pozwalaja,cyc'h na jej obrot
' 7 w plaszezyZnie prostopadiej do plaszezyzny
e 7L / rysunku. Do poprzeczki BB ramy w jej srodku

! ‘,'r przymocowany jest wspornik Ce.(rys, 57b), a do

iof f konca jego pret ¢D réwnolegly do pretow ramy

/ / AB. W punkcie D przytwierdzony jest ciezar.

ff / Przy ¢>0 i h>0 (rys. 57b) mamy do

aly Akl czynienia z bryla zawieszong w ten sposob, ze
< |2 Ai[pl 074 $rodek ciezkogel {w danym razie srodek cigzaru
j—EI ‘H l D) znajduje sie niZej niz punkt zawieszenia
B’fﬁj’ / (przegu’by. A), mamy wiec do czynienia ze sta-

=¥ nem rownowagi statecznej. Przy a =01 h <T0

Rys. 57 mamy do czynienia z réwnowagsg niestateczng.

Przy a>>0 nastepuje odchylenie pretow

AB od polozenia pionowego. Kat odchylenia mozemy wyznaczy¢ z warun-

ku, ze przy rownowadze ukladu $rodek ciezko$ci D musi znajdowaé sie
na prostej plonowej przechodzgce] przez A (rys. 57b). Stad

tgrpx—gm ‘(61:)

Zalezno$é miedzy wielko$ciami ¢, a i h przedstawiona jest na wykre-
sie na rys. 58. Z wykresu tego wynika, ze przy matych mimosrodach moz-
na zauwazyé wartosci h, posiadajgce te wlasno$é, iz niewielka zmiana ich
powoduje duze odchylenie ramy. Mamy wiec znowu do czynienia z przy-
padkiem przypominajacym to, codmy nazwali wyzej réwnowagsa quasi~
niestateczng ukladu, chociaz nie zmienia sie tu wielko$é sity P tylko
‘wielko¢ h.

Opisany tu model aczkolwiek dobrze przedstawia przejécie od row-
nowagi statecznej do niestateczne] i quasi-niestatecznej, co stanowi isto-
te wyboczenia, nie nadaje sie jednak do analizy tego zjawiska, gdyz sila
P jest tu wielkoscig stala. Stad koniecznosé uciekania sie do opisanych.
wyzej modeli, nieco bardziej zloZonych, w ktdérych jednak wpilyw war-
tosci sit P na rodzaj réwnowagi jest wyragny i daje sie tatwo uchwyecié
matematycznie.

42




Zostalo ustalone, Zze przy wyboczeniu pret prosty, przy P = Py,
znajduje sie w stanie réwnowagi niestateczoej, a przy P > Pi krzywoli-
niowa jego postaé jest stateczna, nie ma wige juz koniecznej potrzeby
dba¢ o to, aby i dla modeli przy potozeniach odchylonych od polozenia
odpowiadajacego P = P, rownowaga byla koniecznie stateczna. A wiec
np. w modelu Southwella przy P = P, mamy do czynienia z tzw.
rownowaga gquasi-niestateczng, a przy P>P, z rownowagsg statecznag,
w modelu B za§ przechodzimy eod réwnowagi quasi-niestatecznej do réw-
nowagi niestatecznej.

Wykresy dotyczgce wszystkich omawianych modeli odniesione sa do
odcietych p. Dla poréwnywania ich z odpowiednimi wykresami sporzg-
dzonymi dla pretéw odksztatealnych wygodniej byloby przyja¢ tu za od-
ciete odpowiednie przesunigcia poziome. Zmiana spowodowana przez to
na wykresach nie wplynelaby na charakter omawianych krzywych, w czgs-
ciach za§ wykresu majacych w danym razie znaczenie najwieksze, a wiec
w czesciach odpowiadajacych matym ¢ bylaby nieznaczna nawet i w sen-
sie liczbowym. Zachowanie za$ tu jako zmiennej niezalezne] odchylehr ¢
ulatwia poréwnywanie poszezegélnych modeli migdzy soba.

Wykres przedstawiony na rys. 45 1 odpowiadajgcy modelowi A, jak
{0 ZAzZnACZONoe Wyzej, posiada ten sam charakter, co wykres przedstawio-
ny na rys. 22, wyrazajacy zaleznosé miedzy wielkosdcig sity Sciskajgee]
pret prosty pionowy o nieograniczonej sprezystoéci a najwiekszymi ugie-
clami tego preta.

W obydwéch wypadkach krzywe odpowiadajace zaczeplieniu =ity P
z mimosérodem o zmierzajg, w miare zmniejszania mimosrodu, do pokry-
cia sie w dolnej ich czedci, potozonej ponizej punktu o, z osig rzednych,
w gbérnej zad z krzywsg odpowiadajaca przesunieciom majgcym miejsce
po przekroczeniu wartosei krytyczne] sity podtuznej dla mimoérodu row-
nego zeru. .

Zwickszajac liczbe krzywyeh zblizonych do krzywej II 1 ustalajac dla
kazdej z nich punkt o w sposéb mozliwie Scisly tatwo mozemy stwierdzié,
ze sity P, odpowiadajgce punktom o daza tu do wielkosci Py jako do gra-
nicy, podobnie jak to ma miejsce na wykresie 22, co upowaznia do na-
zwania réwnowagi preta Sciskanego mimosrodowo przy P = P, rownowa-
gg quasi-niestateczng.

Na szezegblne podkreslenie zastuguje fakt, ze zaréwno krzywe wykre-
s6w na rys. 41 i 45, jak i wykresu 22 przechodza przez poczatek wspolirzed-
nych. Wartos¢ sily podiuznej P = 0, odpowiadajaca ugieciu réwnemu zeru,
dotyezy zaréwno sity zaczepione] mimogrodowo, jak i zaczepionej Scifle
osiowo, przy ¢zym w tym ostatnim przypadku konieczne jest wystaplenie
pewnej przyczyny, ktora by chwilowo odehylita pret Tub watek z poloze-
nia symetrycznego wzgledem pionu i tym umozliwita dzistanie sity P.
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W rzeczywistych warunkach fizycznych mimoérad sity P zawsze mu-
si mie¢ miejsce, aczkolwiek jego wielkosé w granicach Scistosci odpo-
wiednich obliczen moze byé w poréwnaniu z wymiarami pretéw 1 ich
. przesunie¢ pomijana. : .
W ten spos6b zjawisko odchylania sig ciala obcigzonego symetrycznie
~ od polozenia pierwotnego mogtoby by¢ rozpatrywane jako zjawisko ré:z-
nigee sig tylko liczbowo od odchylania sie od polozenia pierwotnego cia-
a, na ktére sita P dziala z matym mimosrodem. 7 matematycznego punk-
tu widzenia jest sila P pewna funkcja odchylenia ¢, przy o zmierzajgcym
do zera, z fizycznego za$ punktu widzenia jest ona jedna z sit P, odpo-
wiadajaca pewnej malej wielkosei ¢. ,

W tym $wietle bylby przypadek odchylenia preta lub walka od poto-
Zenia symetrycznego przy ¢ réwnym Scisle 0 abstrakejg w rodzaju stozka
utrzymujgcego sie w réwnowadze na swym wierzcholku w przestrzeni
matematyczne]. :

Wykres zalezno$ci P= f (), odpowiadajacy modelowi B na rys. 43,
a réwniez modelowi walcowemu (rys. 39), posiada, jak widaé, ten sam
charakter, co wykres dla preta
stalowego Sciskanego sita podiuz-

L T" ng ponad granice sprezystosci
(rys. 34).

] Na obydwoéch wykresach gorne

~g foem , czedei krzywych (ponad punktem o)

- wyrazaja spadek sily P po prze-

kroczeniu wartosci krytyeznej P,.
Réwniez oba peki krzywych wy-
kazujg odchylenia od polozenia
wyjsciowego przy P = 0. Wynika
to stad, Ze pret, w ktérym napre-
. zenia przekroczyly granice spre-
hon  systosci, nie moze juz wrécié do
ksztattu  prostoliniowego  przy
Rys. 58 P=0
- Wykresy te tym bardziej na-
rzucaja poglad na zjawisko wyboczenia w sensie fizycznym, jako na gci-
skanie mimogrodowe przy malym bardzo mimogrodzie (przypadek row-
nowagi quasi-niestatecznej), ze w danym razie nie moze byt mowy o ja-
kiej§ przelotnej przyczynie zakrzywiajace], ktora znika po umozliwieniu
sile podiuinej dzialania zginajacego, gdyz w precie niesprezystym przy-
czyna taka musiataby swéj $lad pozostawié.
Na rys. 34 krzywa odpowiadajaca zaczepieniu sily podhuznej bez mi-
mofrodu przecina sie z osig rzednych, co dowodzi, ze przed przekrocze-
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niem przez site podluing wartosci Py pret pozostaje prosty. Nie jest to wo-
bec tego, co powiedziano wyze}, mozliwe, powstato za$ stad, Ze przy spo-
rzadzeniu wykresu postepowano tu podobunie, jak przy wyprowadzeniu
wzotu Eulera, tj. preyimowano za punkt wyjscia ugiecie preta przy
P> P, i uwazano, iz przy daZeniu tego ugiecia do zera sita P bedzie zda-
zata do wartodei Py. Nie jest fo w zgodzie z fizyeznym pojmowaniem zja-
wiska, gdyz pret, w ktérym napreze-
nia przekroczyly granice sprezysto- , S —
éci, zachowuje odksztalcenie trwate. a:g’%’-__ = E
Wykres na rys. 48 dotyczgcy mo-
delu C'posiada ten sam charakter, co
wykres na rys. 59 odpowiadajacy za-
leznosci miedzy sita, sSciskajgcg pret
sprezysty osiowo lub mimosrodowo // ; T
a ugieciem obliczonym wedlug przy- / T
blizonego rownania odksztalconej. S e i
Znamienne jest, ze w modelu C !
przy wartoéei krytycznej sity podtuz- — | : : j
nej mamy wlasciwie stan réwnowa- Rys. 59
gi obojeinej, czego w zadnym razie
nie mozna powiedziet o precie sprezystym Sciskanym osiowo przy P = Py
Zgodnosé ksztaltu obydwoch wykreséw wyplywa w danym razie z zasto-
sowania niewladciwego (uproszczonego) rdéwnania rézniczkowego. Jednak
i z niefcistego wykresu zalezno$ci P = F(y) wynika, ze stan réwnowagi
niestatecznej preta przy P = P, moze byt uwazany za przypadek kranco-
wy stanu rownowagi quasi-niestateczne]j przy matym mimosrodzie sity P
i przy P réwnym odpowiedniemu P,.

Py

II1. STOSUNEK WYBOCZENIA DO SCISKANTA MIMOSRODOWEGO

1. Rodzaje Sciskania mimeSrodewego

Znaczna wiekszo&é pretow $ciskanych wchodzacych w sktad poszeze-~
goinych konstrukeji budowlanych znajduje sie pod dziataniem sit zacze-
_pionych z pewnym mimosrodem. Stad ze §ciskaniem mimoérodowym mu-
simy liczyé sie nawet wdwezas, gdy pozornie mamy do czynienia tylko
z osiowym dzialaniem sit $ciskajacych. Sciskaniu mimoérodowemu towa-
rzyszy zawsze zginanie, jednak nazwa jednoczesnego zginania i sciskania
zostala w jezyku polskim zachowana dla przypadkéw, kiedy mamy do
czynienia z duzymi w poréwnaniu z mimos$rodem wygieciami prqféw
$ciskanych. Wobec tego nazwe $ciskania mimoérodowego stosujemy
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w dwoch przypadkach, mianowicie w przypadku, kiedy mimosrod sity

sciskajacej jest staly 1 kiedy znika majac charakter przejsciowy, chwilowy.
Pierwszy z tych przypadkow przedstawiamy sobie w sposéb naste-

pujacy. :

Do preta prosiege zaczepione sg z pewnym stalym mimosrodem «
(rys. 60} dwie sity P rownolegle do jego osi nieodksztalconej. Dziatanie sit
zaczepionych mimosdrodowo daloby sie tu zastapi¢ przez dzialanie zacze-

pionych do koncoéw preta momentdw Pe oraz przez

F dziatanie zaczepionych do Srodkow koficowych prze-

1 krojow preta sit P powodujacych zwykle $ciskanie.

/# Drugi przypadek odpowiada nastepujacemu prze-
™ biegowi zjawiska. '

Do kohcéw preta prostego zaczepione sy dwie
sity P w sposdb SciSle osiowy oraz dwa momenty p
zwrocone ku.sobie (rys. 61). Momenty u dzialajg tu
tylko chwilowo, a po wywolaniu zakrzywienia pre-
ta znikaja. O ile warto$¢ sit podiuznych P nie prze-
={. ¢ kracza pewnej wartofei P, (tzw. sity krytycznej lub

\ sily E uler a), wéwczas po usunigciu momen-.
tow p pret wraca do swego ksztaltu prostoliniowe-
g go; gdy jednak wartosé sit P przekracza wartosé Py,
Rys. 60 Rys. 61 WwOWwczas réwniez po usunigeiu momentdéw u pret
zachowuje ksztalt krzywoliniowy. Wielkosé momen-
téw u nie ma zadnego wplywu na przebieg zjawiska, site za$ krytyczna -
P, wyznaczamy jako granice, do ktérej dazy sita P > Py, gdy wygiecie
preta zmierza do zera, czyli gdy pret dazy do ksztaltu prostoliniowego:
Omowione zjawisko nazwaliSmy wyze] wyboczeniem w sensie matema-
tycznym. W {ym sensie wyboczenie jest wynikiem sciskania mimoérodo-
wego, gdyz o ile by momenty u nie zostaly do preta zaczepione; to nie
mogloby byé mowy o jakimkolwiek jego wygieciu nawet przy - P> P,.

W przypadku pierwszym moment .zginajacy w poszczegdlnych prze-

krojach preta wyraza sie, jak wiadomo, wzorem

M=P(a+1y), (62)

rownanie zag rézniczkowe odksztalconej wzorem

% =M. (63)

Aczkolwiek zastapienie réwnania (63) przez réwnanie

EJy'=M




daje w wielu wypadkach wyniki zadewalajace, to jednak zrozumiata jest
dgznos¢ do uproszezenia dla poszczegbluych przypadkéw prakiyki budo-
wlanej wyrazenia (62) dla momentu zginajacego.

Narzuca si¢ tu samo przez sie¢ uproszezenie wyrazenia (62) przez po-
minigeie w nim badz wielkosci a, badz tez wielkoéei y. W zwigzku z tym
rozpatrzymy tu przypadki nasigpujace. .

{(a) O ile nie ma powodu oczekiwaé duzych ugieé¢ y preta (stupa), jak
to ma miejsce w stupach betonowych lub zelbetowych, wéwczas przyj-
mujemy we wzorze (62) y = 0, co doprowadza do stalego momentu zgi-
najacego dla calego stupa: M = Pa.

Dochodzimy w ten sposdb do uproszczonego schematu statycznego
(rys. 62), ktéry jest Sciskaniem mimosrodowym przy statym ramieniu si-
ty pediuinej. Mamy tu wiasciwie dq czynienia ze schematem nierealnym,
gdyz w rzeczywistosci nie moze byé mowy o stupie obcigzonym mimo-
$rodowa, ktéry by maégt sie nie wyginaé, 7 uproszezenia moZemy
wiee korzystaé tylko w okreslonych granicach. Uproszezony sche- JP
mat statyczny $ciskania mimosrodowego doprowadza w dalsze] ¢
kdnsekwencji do pojecia rdzenia przekroju oraz pojeé pokrew-
nych.

Sciskanie mimosrodowe przy stalym ramieniu sity podiuinej
mozna by rowniez nazwaé Sciskaniem mimosrodowym w grani-
cach stosowalnosci zasady superpozycji uzywajac dla jednoczes-
nego zginamia 1 Sciskania nazwe Sciskania mimosrodowego poza
granicami stosowalnosci zasady superpozycji, gdyz woéwezas ramie
sity P w kazdym przekroju zalezy od wartosci tej sily.

(b) O ile mimoéréd a jest wielkoscig mala w poréwnaniu do av—r

wymiaréw preta, w szezegolnodel zas o ile jest on wielkoscia ma-

g a nieznang, woweczas przyja¢ mozemy, iz we wzorze (62) a = 0, g
co doprowadza do fego samego wyrazenia M = Py dla momentu Rys. 62
zginajgcego, jak przy wyboczeniu w sensie matematycznym,

a czym tlumaczy sie, ze dla schematu wyboczenia w sensie fizycznym site
" krytyczng uwazamy za réwng sile krytycznej dla wyboczenia w sensie
matematyeznym.

Kwestia, jak wielki mimo$réd e mozna pominaé i jakie ugiecie preta
mozna uwazaé za mate, ma charakter wzgledny i zalezy zaréwno od wa-
runkéw zadania, jak i od wymagane]j doktadnosci obliczenia. Jest to wlag-
ciwie kwestia, kiedy nalezy pret obliczaé na &ciskanie mimoérodowe, a kie-
dy na wyboczenie. Pewne &wiatlo rzuca na sprawe znana regula, wediug
ktorej prety stalowe kratownic mozna obliczaé jako Sciskane osiowo, po-
mimo ze, jak wiadomo, prety te jednoczesénie podlegaja w rzeczywistodei
i zginaniu. '

‘
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Podczas gdy przy Sciskaniu preta zabezpieczonego przeciw wybocze-
niu naprezenie normalne w precie bywa sprawdzane na podstawie wzoru

P
— T =T ]
[ q o= kﬂ'r (65)
gdzie k. oznacza naprezenie dopuszezalne na Sciskanie, w przypadku wy-

boczenia stosujemy wzdor

p .
— =k 6
[ %A — ey ( 6)
gdzie wspolezynnik " zalezny od sily krytycznej powieksza naprezenia,
podkreélajage w ten sposéb niebezpieczenstwo wyboczenia.
Przy mimos$rodowym Sciskaniu preta w granicach stosowalnosci za-

sady superpozycji mamy

gdzie moment M spowodowany jest mimosrodem sity P.

Przy mimofrodowym natomiast Sciskaniu preta poza granicami stoso-
walnoéci zasady superpozycji, a wiec przy jednoczesnym zginaniu i sci-
skaniu, korzystamy przy sprawdzaniu naprezen normalnych ze wzoru

o= m + '"“7 “=ke . . (68)
Wzér ten noszacy nazwe wzoru Jasinskiego bedzie oméwiony
w paragrafie nastepnym.

2. Wzor I'. Jasinskiego

Profesor F. Jasinski uzasadnial wzdr (68) w drodze ponizszego ro-
Zumowania. : . '

Skoro naprezenie dopuszczalne na Sciskanie wynosi w precie K, a naj-
wicksze naprezenie spowodowane przez moment zginajacy rowna sie-
M/W, to naprezenie dopuszczalne na wyboczenie bedzie rowne napreze-
niu k. zmniejszonemu o wyzyskane juz naprezenie M/W, czyli réwne
k. — M/W. Wstawiajac wiec we wzdr (66) zamiast k. réznicg k. — M/W
ofrzymujemy :

1A
&
|

(69)

stad

P M
I =T X
7 —i—W::kc. ('70)
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Tego rodzaju uzasadnienie wzoru (68) moze wydawaé sie niedosta-
teczne, wobec czego wzorowi bywa zarzucana sziucznodé i nieekono-
miczno$t, W $wietle dokonanych pordéwnan zarzut nieekonomicznosci nie
moze by¢ uwazany za dostatecznie wazki. Wrazenie sztucznodei stwarza
tu natomiast okolicznogé, ze podczas gdy pierwszy dodajnik wzoru pod-
kresla niejako dgznose do zabezpieczenia sie przed wyhboczeniem, a wiee
przed wygieciem preta, drugl wyraz stwarza wrazenie pogodzenia- sie ze
zginaniem jako majacym juz miejsce. Ten brak konsekwencji tkwiacy
we wzorze J asifiskie g o jest jednak tylke pozorny i odpada przy gieb-
szej analizie wzoru,

Trudnosé takiej analizy polega na niemoznosci Stosowama tu zasady
superpozycji. Trudnosc ta moze by¢ uwypuklona na ponizszym. zesta-
wieniu.

Wezmy pod uwage pret pryzmatyczny w dwoch punkiach swobaednie
podparty, zginany sitg skupiong P, zaczepiong w érodku i skierowang pro-
“stopadle do osi. NapreZenie normalne na krawedzi preta w jego przekroju
érodkowym wyrazi sie wzorem '
P 1 "
2 2
o= == . {71)

gdzie z oznacza odleglosé krawedzi preta od osi obojetnej przekroju po-
przecznego, J moment bezwladnosei przekroju i 1 rozpieto$é preta.

Aby wymiary preta zginanego odpowiadaly roli, jaka mu zostata w- bu-
dowli przeznaczona, musi byé¢ spelniony warunek

g k=R, (72)

gdzie k oznacza naprezenie dopuszezalne dla materiatu preta, n wspol-
czynnik bezpieczefistwa i R wytrzymalosé materiatu.
Na podstawie réwnan (71} i (72) ofrzymujemy

nPlz
4J

=nk=R, (73)

czyli ze w razie wyznaczenia wymiardw preta wediug wzoru (72) moze-
my twierdzié, ze pret ulegnie zlamaniu dopiero woéwcezas, gdy obecigzajaca
go sita P wzrodnie n-krotnie.

. Wobec tego, ze zasada superpozycii znajduje w rozpatrywanym przy-
ktadzie zastosowanie i Ze naprezenia sa do sit proporcjonalne, mamy tu
jednoczeénie zapewniony ten sam stoplenn bezpieczenstwa zardwno prze-
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éiwkdos.:iaghiqciu granicy wytrzymalodci, jak i przeciwko .osiagnieciu ta- _

i kiej wartoéci sity P, przy ktérej ztamanie preta powinno nastapié.

Rzecz ma sie inacze]j, gdy chodzi o prety Sciskane mimoérodowo, a wiee
-zginane przez sily rownolegle do osi. ‘
Naprezenie normalne o obliczamy w tych wypadkach ze wzoru

Platy)z

P
~ 3 ,

gdzie A oznacza pole przekrbju poprzecznego preta, a zas mimosréd, z ja-
kim sity podluzne zostaly do niego zaczepione.

Droga catkowania przybhzonego rownania osi odksztalconej preta
$ciskanego mimosrodowo

d*y
da®

BJ == Pla-ty) - {15)

otrzyma¢ mozemy dla ugiecia y wyrazenie
ot )
ws /B )
2V EJ
gdzie E oznacza wspélczynnik Spreiystoéci przy rozcigganiu i Sciskaniu.
W zwigzku ze wzorem (76) wyrazenie (74} przybiera postaé

P az 1 ’
A + —m}i P— . (77
2V Emr

Gdybysmy w danym przypadku tylko dla naprezen normalnych
chcieli osiggnaé ten sam stopien bezpieczefstwa, co w przypadku zwykle—
go zginania, moglibysmy pret wymiarowaé¢ na podstawie wzoru

o=+ P 4z - | (78)

A
‘ coszl/EJ

- Wzdr ten jednak zawodzi, gdy cheemy uzyskaé ten sam wspélezynnik
bezpieczenstwa n, ktérysmy mieli zapewniony przy zginaniu zwyklym nie
dla naprezen normalnych, lecz dla_sit P. Pochodzi to stad, ze skoro
w danym razie zasada superpozycji nie znajduje zastosowania, napreze-
nia normalne nie s3 tu proporc;[onalne do sit wywolujacych zginanie pre-
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ta. Jezeli wiec we wzér (78) wstawimy zamiast P sile n-krotnie powiek-

szona, to otrzymamy
% + E}a_z oy ! ;i—)"—“/“ nke, ("79)

. ' COs ’2_ E—J

gdzie nk = R.
Wynika stad, ze aby zapewni¢ pretowi n-krotne bezpieczenstwo wzgle;'
dem sily $ciskajgcej P zaczepionej mimosrodowo, nie mozemy dopuseié
w nim naprezef k, = 1/nR, lecz musimy we wzorze (78), wediug ktdre-
go pret wymiarujemy, umie$ci¢ mniejsze naprezenie dopuszczalne, a wige

ko=—R, . {80}

gdzie ny, = n.

Poniewaz wspolezynnik n, moze byé¢ dla kazdego preta inny, traci wiec
cel wyznaczanie wymiaréw preta ze wzoru (78) i zachodzi potrzeba wy-
zyskania wzoru (79) przez nadanie mu postaci réwnania

nP nPaz 1 )
SN —R. 81
R Y ey

Rozwigzujge réwnanie (81) wzgledem nP znajdujemy
nP - Pzn ) (82)

gdzie P,, jest pierwiastkiem rownania i wyraza wartos¢ sity P powodu-
jacs zniszezenie preta.

Sita -P obliczona ze wzoru

p=F= (83)
7
bedzie czynila zado$¢ warunkowi wymaganego stopnia bezpieczenstwa
dla sily sciskajgcej.

Powstaé moze pytanie, czy nie wystarczy przekonaé sie przy oblicze-
niu preta 4ciskanego mimosrodowo, Ze naprezenia posiadaja dostateczny
stopiefi bezpieczenstwa w stosunku do wytrzymatosci preta i czy jest po-
trzebne wobec tego uzyskiwanie pewnego okreflonego wspotczynnika
‘bezpieczenstwa rowniez dla sit éciskajacych. '

Gioéwna wiec przyczyna podobnego postepowania tkwi- w. daZeniu do
zabezpieczenia preta ciskanego od nadmiernego odksztalcenia. Jezeli wez-
miemy wykres przedstawiony na rys. 22, na ktérym krzywe I1-VI wyra-
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zajq zalezno$ci migdzy sitg Sciskajsca a najwiekszym ugieciem preta dla
réznych mimoséroddw, to wiemy, ze krzywa odpowiadajaca danemu mimo-
Srodowi wzrasta do pewnego miejsca (okolo punktu o) bardzo powoli, pra-
wie proporcjonalnie do sity P, po przekroczeniu jednak tego miejsca na-
gle zaczyna wzrasta¢ szybko, dosiegajac wielkosdei bardzo znacznych nie
tylko w poréwnaniu z wielkoScia mimogrodu, ale nawet w pordéwnaniu |
z diugoscig preta.

Poniewaz od kazdego elementu konstrukeyinego wymagamy pewnej
sztywnosci, tzn. wymagamy, aby jego odksztalcenia nie przekraczaly ta-
kiej wartosel, kt6éra by utrudniala mu spelnianie jego przeznaczenia, wige
1w przypadku preta Sciskanego mimosrodowo wymagaé powinni$my, aby
sity sciskajace pret P nie przekraczaly pewnej wartodei P = P, przy kt6-
rej odksztalcenia stajy sie bardzo wielkie. Ta okolicznodé powinna hyé
brana pod uwage przy ustalaniu wsp6lezynnika bezpieczenstwa dla sit P.
Przy wymiarowaniu pretéw wedtug wzoru (81) nie jest ona brana pod
uwage w sposéb wyraZzny, co thumaczy sie zwykle twierdzeniem, e w pre-
tach wchodzacych w skiad konstrukeji budowlanych naprezenia nor-
malne przekraczaja granice sprezystodei juz nawet przy niezbyt wielkich
odksztalceniach preta. Dla wiekszej pewnosci podobnego twierdzenia PO~
winny by zostaé odksztalcenia pretéw ciskanych mimoérodowo obliczone
dla szeregu przypadkow najbardziej typowych wedtug icistego réwnania
rozniczkowego

%:P(Q—F’H); | (849

gdzie ¢ oznacza zmienny promien osi odksztalconej. Obliczenia tego ro-
dzaju, dotad wykonane, nie daja jeszeze dostatecznego pod tym wzgledem '
materialu poréwnawczego.

Powyzsze rozumowania zachowalyby moc swoja i woéwezas, gdyby$my
wspotezynnik bezpieczefistwa n ustalali nie w stosunku do wytrzymatosei
materiatu, lecz w stosunku do naprezenia na granicy plastyeznodei.

Na ile oméwionych wyzej trudnogei przy obliczaniu statycznym pre-
tow Sciskanych mimosrodowo powstal wlasnie wzér F. Jasifiskie go.

Przechodzae do wyprowadzenia tego wzoru wezmy pod uwage na ra-
zie iylko pret fciskany osiowo. T

Aby pret taki odpowiadatl warunkom wytrzymatosci, musi mieé miej-
sce zaleZnosé :

P
A

IA

ke, (85)

tzn. Ze naprezenia $ciskajace w precie nie powinny przekraezaé napre-
zent dopuszezalnych na Sciskanie.




Poza tym, jak wspomnijano wyzej, z rys. 22 wynika, ze przy péwnej
wartosci sity podiuznej P (wartos¢ krytyczna Py) pret $ciskany osiowo ulec
moze wygieciu i ze przy P > P ugiecia preta wzrastajg bardze szybko
wedlug krzywe]j I. Przy P = P, rownowaga prostoliniowa preta jest réw--
nowagg hiestateczng. Poniewaz nie mozemy dopusci¢ do ugiet preta Sci-
skanego osiowo, musimy sie wiec zabezpieczyé, aby sila podtuzna P byta
dostatecznie daleka od stanu réwnowagi niestatecznej, czyli ze powinien
by spelniony warunek

| :
P= ; Py, . (85}

gdzie P, oznacza site krytyczna danego preta, lub tez warunek

P i '
= — R, 8
A= n By ] (. 7)
gdzie R, orznacza naprezenie krytyczne.
Poniewaz Rp—=xR, lub tez Pr—=ARs=x AR, gdzie » oznacza sto-
sunek naprezenia krytycznego do wytrzymaloSei materialu na Sciskanie,
wiec

iRk <iR, (88)
7 n

Z czego wynika, ze spelnienie sie nieréwnosci

P 1
A g R ®9)
lub tez nierdwnosci
! P
T ‘
x AT ke : .(90)

zapewnia pretowi Sciskanemu osiowo catkowite bezpieczehstwo.

Dla sciskania mimofrodowego warunek wytrzymaloei preta przybie-
ra postaé
Pla+y=

7 < k.. (91)

P
A +
Warunek ten, jak* wykazano wyzej, nie wystarcza do zapewnienia pre-
towi fciskanemu mimoérodowo bezpiecznej pracy, podobnie jak wzdr (85)
nie wystarcza do wymiarowania pretéw Sciskanych osiowo. Analogicznie
wiec do wzoru (86) musimy ustawié wzér, ktory by dawal pewnosé, ze
sita podtuzna P jest tu dosiatecznie daleka od tej wartoei P, przy ktére]
odksztalcenia preta Sciskanego mimosrodowo zaczynaja nagle wzrastaé
w sposob szybki (wedlug jednej z krzywych I-VI na rys. 22).
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BRI, Aby zabezpieczy¢ pret przed takim stanem rzeczy (stanem réwnowagi
" quasi-niestatecznej), musimy uczynit¢ zadodé warunkowi

1
P<.-p,.
= P (92)

Przy mniejszych smukiosciach preta I/i, ktérym towarzyszy juz prze-
kroczenie granicy sprezystosci, role wykresu na rys. 22 zastepuja wy-
kresy z rodzaju przedstawionego na rys. 34.

Dzielge obie strony nieréwnosei (92) przez A znajdujemy

P __ 1P, 3
AT n A (937

Poniewaz sita P, stanowi tylko czesé tej sity, ktéra moglaby wywolaé
W precie naprezenia Sciskajace, odpowiadajgee granicy wytrzymatoscei,
wige mozemy przyjaé, ze '

Po==u, AR RCHIE

i ze wobec tego

P .
E‘E”nkc; (95)

gdzie x, jest mmniejsze od %, gdyz sita P, jest mniejsza od sily Py.
Nieréwnoscl (91) nadajemy postad
P _ k.

AT TaiwE o

?"2
Nie mozemy w danym razie z gory powiedzieé¢, ktora z dwu nieréw-
nosci, (95) czy tez (96), jest mocniejsza i nie mozemy wobec tego, tak jak
to zrobilismy przy $ciskaniu osiowym, zastgpi¢ dwu nieréwnosei wyra-
zajacych warunki wytrzymatosei i statecznosei przez jedna z nich.
Gdybysmy zamiast nieréwnosci (95) i (96) ustawili nieréwho$é za-
wierajgea w prawej czesci iloczyn wspélezynnikéw przy wielkosei k., wy-
stépujacej w prawych czeciach obu tych nieréwnosei, WOWCZas Wzor

P = 9159 kc

A*1+§a—l—i_2y_)z

(97

zawicrathy wprawdzie jednoczeénie i warunek wytrzymalo$ei i zabez-
pieezenie preta przed wielkimi ugieciami, ograniczylby jednak wielkoge
sity P w sposéb wyraznie nieekonomiczny.
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Zastepujemy wige nieréwnobé (97) przez nieréwnosé -

P ®olee L
= s - (98)
A 14w (a-!—y)z o |

Nieréwnos¢ (98) zawiera w sobie zaréwno Warunek (95), iak 1 (96),
gdyz, z jedne] strony
#y

(e+¥z =% (59)
P

1+ %,

7 drugiej zad mozemy przyjat na korzydé bezpieczefnsiwa, ze

sy 1
s : (100)
@ivz Y (@ _I;Zy)z

1+ 2

Wzorowi {98) mozemy w tych warunkach nadaé¢ postaé

P Platyz _
wd TSk (101)

Aby przejsé od wzoru (101) do wzoru F. Jasinskiego, pozostaje
tylko zastapié tu wspdlezynnik przéz wspblczynnik x i opuscié wy-
raz y¥. Podobna zmiana powoduje w przypadkach majacych znaczenie
praktyczne zwiekszenie sily obliczone] ze wzoru (68) dochodzgce do kil-
kunastu procent; zmniejsza fo odpowiednio nadmiar bezpieczenstwa za-
warty we wzorze (98), a wahajacy

sie kole podobnej wielkogei.. Phg

W dalszym ciagu przeprowadza- 9 ———
my tu poréwnanie wynikéw otrzy- &0 = — S

. . 7000 = |

manych, z jednej strony, droga ob- gl | —T T o2
liczenia pretéw Sciskanych mimo- gy . 1=30em
srodowo wedlug wzoru F. Jasin- 4% .. ijgj’,fgm"z

. . . 3008 =339Cm
skiego, zdrugiej zaé wedlug 00— a=1125cm
wzoru {81). o

Przyjmujemy w dalszym cidgu,

. Lo 0903 v, we. B 4l 1500 Righm?
ze naprezenia dopuszezalne wdho-

dzgce we wzor Jasiﬁskielgo Rys. 63
stanowig polowe naprezeh na gra- - :
nicy sprezystosci, czyli przyjmujemy tu W*spolczynmk hezpieczenstwa
w odniesieniu do granicy sprezystodel R’ za réwny 2.
Wyniki obliczenn bezpiecznej {dopuszczalnej) sily P przeprowadzone,
-z jednej strony, wedlug wzoréw (81): i, (83) — linie przerywane - z dru-- -




. gIE‘J za$, wedlug wzoru (68) — linie ciagle, litera J — zestawione zo-
staty dla réinych wartoSci k na wykresach wedtug rysunkéw 63 i 64
odpowiadajacych dwu pretom stalowym, ktérych charakterystyka poda-

na jest na rysunkach.

Pig Wyniki obliczen poréwnaweczych,
oo T L _ przeprowadzonych dla preta drewnia-
0 S = nego, wraz z jego charakterystyka
e = przedstawione sa na rys. 65. Tu role
e Z_ wes || napre;zema R zastapilo naprezenie R,
7 =300em na granicy proporcjonalnosei. W obli-
G = 7=357em* ——— czeniach niniejszych przyjeto R, =

2000 | A=i03fem? | | =nR = 25 R. .
- =325 cm Z wykreséw widaé wiee, ze najbliz-
sze do siebie wyniki dajg oba sposoby

. - .
00 HD 1200 1360 1407 1500 Rhglem®

obliczen w zastosowaniu do preta o ma-
tej smuklosci (rys. 64), przy czym roz-

Rys. 64 ' nice wynikéw wahajg sie od 0% do 6%,

wynoeszace dla naprezen dopuszczalnych

na}czesmej stosowanych w budown1ctw1e stalowym fylko okolo 3% Wy-

nik ten jest bardzo wazny, gdyz smukloéé /i = 60, o ktéra tu chodzi, jest

dla konstrukeji stalowych charakterystyczna.

Dla preta stalowego o duzej smuklodci (rys. 63) najwieksze rdznice

w. wynikach - obliczeft wedtug obu sposobéw maja miejsce dia matych
naprezen dopuszezalnych i dochodzg do 0 przy k. = 1350 kg/cm?®,

Réwniez wykres na rys. 65 dotyczq-
¢y preta drewnianego wskazuje, Ze rdz-
nice przy obliczaniu pretéw Sciskanych
wedlug wzoréw (81) i (68) nie s3 zbyt
wielkie, zwlaszeza jezeli zwazymy, iz
oba sposoby obliczenia sg sposobami
przyblizonymi. Zastrzec si¢ nalezy, ze
przy sporzgdzaniu wykresu na.rys. 65
uwazano naprezenia bezpieczne przy
Sciskaniu i zginaniu belek drewnianych
za rowne sobie, co wplywa jednak
zmniejszajgco na wielkogé sity P.

Po wyznaczeniu tej wartodei sity
pediuznej, ktéry pret moze uniesé bez-

piecznie, na 0g6l nie mamy juz po- -

Phg
30000 —
-
25000 =
T
b
20000 7ﬁ474_

18000
46000 - ———]
Bo——|-
gL AL
L/

iﬂ

: ‘Rys;. 65

25x35
i=380om
J=32600

| A=6250m*
a=25om

BEN

-

9 o Rkglem?

trzeby wyznaeczania dzialajacych w nim naprezeri. Gdyby jednak potrzeba
obhczenla naprezeh zachodzﬂa obliczenie nalezatoby wykonaé nie wedtug
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wzoru (68), lecz wedlug wzoru (91), chodby zakiadajac w nim y = 0. Nie-
uwzglednienie ugie¢ w tym wypadku nie pozostaje jednak bez znaczenia,
a-wiec w przypadku preta o przekroju Nr 25 mamy na przyklad bez
uwzglednienia ugigeia = ome = 1094 kg/em?, a przy jego uwzglednieniu
Omar = 1144 kg/cm?.

Na podstawie przytoczonych rozwazan i obliczed mozna stwierdzi¢, ze
aczkolwiek wzoér Jasifiskiego na Sciskanie mimosrodowe ustepuje
co do konsekwencji w budowie wzorowi (81), jednak posiada nastgpujace
zalety:

(1) przez wprowadzenie wspbleczynnika » -zaznaczona jest we wzorze
(68) wyragnie daznosé do zabezpieczenia sie od nadmiernych odksztalcen
preta; .

(2) wzor jest wygodny do obliczen pod wzgledem czysto arytmetycz-
nym; : .

(3) zawierajac bezpodrednio naprezenia dopuszezalne k. nie nastrecza
watpliwosci przy kazdorazowym wyborze wspolezynnika bezpieczen-
stwa n. '

3. Prety zloione

Zagadnienie, czy nalezy Sciskane proste elementy konstrukeji budo-
wlanych oblicza¢ na wyboczenie, czy na Sciskanie mimosrodowe, odgrywa
szczegblng role w obliczeniu pretéw ziozonych.

Zagadnienie wystepuje w tym wypadku w sposob bardziej ostry, po
pierwsze dlatego, Ze przy obliczeniu pretow zlozonych nie mozemy po-
mijaé wplywu sit poprzecznych na wyboczenie, co zwykle robimy, gdy
chodzi o prety pelnoicienne, a po wtore dlatego, Ze schemat statyczny
preta zlozonego, zwlaszcza preta kratowego, jest zwykle bardzo skompli-
kowany, a dziatanie sit wewnetrznych w nim niejasne. ‘

Sprawe uwzgledniania mimosrodu sit $Sciskajacych podnosit juz
F. Jasifiski (rok 1895), ktéry podkreslat, ze przypadkowy mimosrdd
w pretach &ciskanych tylko czefciowo moZze byé uwazany za zalezny
od dtugodei preta, zalezy bowiem réwniez i od jego wymiaréw poprzecz-
nych. ‘ ‘

W ostatnich czasach uczony szwedzki, Wiastlund?®), na podstawie
badan dogwiadczalnych nad pretami zlozonymi doszedt do wniosku, Ze
- prety $ciskane powinny byé¢ obliczane jako prety jednoczesnie Sciskane
i zginane przy ustalonym w przepisach budowlanych mimogrodzie sity
podiuzne].

% Prace VI Naukowego Zjazdu PZITB, 1949,
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Rys. 66

gdzie S oznacza sily powstale w pretach ukladu pod dzialaniem sil P,
% — sity powstate tu pod dzialaniem sity 1, zaczepione] w wezle B i dzia-
fajgcej w kierunku przesuniecia u, wreszcie 1 poczatkows diugosé pre-
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Obchodzenie si¢ bez wprowadzenia mimo$rodu sit Sciskajacych przy
b’bli_czaniu pretéw kratowych natrafia na duze trudnogcei gltéwnie dlatego,
ze trudno jest zaprojektowaé taki ukiad preta, ktéry by byl uktadem je-
dnoczesnie statycznie wyznaczalnym i symetrycznym wzgledem kierunku
dziatania sif podiuznych. Przytoczymy tu jednak prébe fakiego obliczenia.
Bierzemy wigc pod uwage pret kratowy przegubowy we wszystkich

o B

N ¥ 14 ¥

Zh sy

b} !

Rys. 67

téw AB i CB.

Nie uwzgledniajac wplywu odksztalcenia na kierunek dzialania sif -
w pretach, otrzymujemy dla Z,, oraz Z,, wyrazenia nastepujgce:

Przy obliczaniu sit S nie mozemy wprawdzie pominaé wpltywu prze-
suhigC u na spos6b dzialania sit P, gdyz przesuniecia fe odgrywaja role
mimodrodu sit podtuznych, ktory zasadniczo zmienia obeiazenie poszcze-
golnych pretéw kratownicy, jednak zmmiany spowodowane w sposobie
dziatania na uklad sit P przez pochylenie pretéw 12 oraz 43

a .
Z12:_E, Z_.13='+ 3 (103) -

a wiee znajdujemy
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MP_Pu+P(d—f—u)

—P L Eﬂlﬂd_u) .

weztach, przedstawiony na rys. 66 i rozpa-
trujemy go w obszarze sprezystym. Przebieg
obliczenia wyjasnimy na matej liczbie prze-
dzialéw preta, a wiec przede wszystkim na
ukladzie podanym na rys. 67.
Przypusémy, iz pewna sila zaczepiona
tu do wezla 3 spowodowala przesuniecie sie
wezldw 2 1 3 w kierunku poziomym o wu,
przy czym przyjmujemy, iz prety 23 i 14 nie
ulegly skrotom. : '
Do wyznaczenia przesunie¢ wezléw 2 i 3
korzystamy ze wzoru Maxwella j Mohra

w postaci
SZi
“=d A (102)

Q

- pomijamy,

_axy, (104

{105)



Pomijajac wplyw pochylenia pretéw ukiady ha wielkoéci sit w tych’
pretach, pominaé powinniémy konsekwentnie i sity w pretach 25 i 53.
Stad ofrzymujemy '

SI’ZIZ 8432'45'. : .
Zj + =55 (106)
czyli
o Pu-+P(d+u) a Py—P{d—u)
H—EA{d[P-!- a '+d P—l————d ]} (10m
i dochodzimy w ten spos6b do réwnania
TEAdt - (108)
czyli do rownania _
4 Pa*

Abysmy stad mogli otrzymaé wielkosci rézne od zera, czyli aby u nie
bylo stale réwne 0, co przeczyioby pierwoinemu zatoZzeniu, musi byé

EAd
2P= o (110)

Wielkoéé 2P otrzymana z réwnania (110} jest wartoscig krytyczng tej
sity dla nastepujgeych powodow.

Gdybyémy cheieli z wiekszg dokladnofcia niz dotad otrzymac sity
§ 1 Z wchodzace we wzor (107), powinni bySmy pomnozyé wchodza-
ce tu wyrazenia przez pewne funkcje kata ¢ = arc tg (w/a}). Wobec tego
ofrzymalibyémy zamiast réwnania {110) réwnanie

EAd?

2p= 2a®

Flg), (111)

gdzie F{p) zmierza do 1 przy u dazacym do zera.
Stad wynika, Ze

EAd* 4EA 4EJ

2a Z-Za *4a2_

@ P = (112)

Brak funkcji F g} w rdéwnaniu (109} ttumaczy éie tym, ze pomijajac
odchylenia pretow kratownicy wywolane przez przesuniecie u, przyje-
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: hsmy JUZ niejako z géry zamiast pewnych tunkeyj katowych ich grani-
“'ce przy u dgzgeym do 0. Wielkosé sify krytycznej nie ulega przy tym -

- zmianie, '

Dla poréwnania wzoru (112) ze wzorem Fulera na site krytyczna

" preta pelhosciennego przyjmujemy, ze 2EAd4 — EJ, skad

P (21nk=:%§§f. {(113)

P
iy y5 4

[

Liczba 4 w liczniku wyrazenia (113} jest daleka od
liczby =% kibra wystepuje we wzorze Eulera dla
preta w jednym konecu utwierdzonego. Gdy jednak be-
3 Vs dziemy powiekszali liczbe przedziatéw omawianej kra-

i - townicy, bedziemy odpowiednio otrzymywali

1
|
|
e

u€;

|
i
I
!

Uy v
n A CoeR="2E gy, (115)

o _ 412
l. A 44 Y gdzie wspélczynniki Hezbowe przy EJ zblizajg sie do »?
e J’j cho¢ niezbyt predko. Np. dla trzech przesel ukiadu be-
dziemy mieli kratownice przedstawiona na rys. 68, Za-.
Rys. 68 czepiajae kolejno poziome sity 1 do wezléw 5, 6 oraz 7'
i postepujac w ten sam sposéb jak przy obliczeniy kra-
towniey jednoprzestowej, znajdujemy dla poziomych przeésunieé poszeze-
golnych wezléw odpowiednio

- 6AEJ ‘ ’
(2 P == T4 (114)
7 .

4y = Bu, — Bu, + 2 Bu, — 2Bu, + 3 Bu, , (116)
Uy = Bty — Bu, + 2 Bu, , o ' (117)
u, =— Bu, , (118)
gdzie
_ 4pa
 EAd*

Aby przesuniccia u,, u, i u; mogly posiadaé wartodei rézne od zZera,
wyznacznik réwnan (116)~(118) musi sie réwnaé zeru. Warunek ten do-

prowadza do réwnania
B —5B* - 6B--1=0, - (119)
skgd obliczamy B i‘wartode krytyczna (2 P),.
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Zauwazy¢ nalezy, ze w wielu przypadkach praktyki inzynierskiej by-
waja stosowane do obliczenia pretéw zlozonych, w szczegblnosei do ob-
hczema ich kraty, wzory wyprowadzone dla pretow pelnosciennych
z uwzglednieniem sit poprzecznych przy wyboczeniu,

Wprowadzenie do obliczenia pretéw zloZonych mimosrodu sit Sciska-
jacych opiera sig na szeregu do$wiadczen laboratoryjnyeh i na obserwa-
cjach konstrukeji stalowych. Doéwiadezenia, o ktérych mowa, byly wy-
konywane poczynajac od ostatnich lat poprzedniego stulecia az, jak to
wykazano wyzej, do chwili obecnej, byty jednak najbardziej moze in-
tensywnie prowadzone w koticu poprzedniego i na poczatku obecnego
stulecia w zwigzku z szeregiem majgeych w tym czasie miejsce katastrof
‘budowlanych, Do$wiadczenia tego czasu daty podstawe do uogblnien pod-
jetych przez takich uczonych, jak Timoszenko Prandtl
Miller-Breslau 1 inni

Mamy tu na widoku przede wszystkim nastepujgce grupy badan 5):

_ (1) Tetmajer rozpoczal swe doswiadezenia w Zurychu po kata-
strofie z Monchensteiner Briicke w roku 1892. Liczba pretdéw hadanych
wynosita okete 100, przy czym prety mialy konce czeSciowo plaskie,
czeSciowo przegubowe.

(2) Po pierwsze] katastrofie mostu w Quebec w roku 1307 Burr wy-
konal szereg doSwiadczen nad modelami pretéw zlozonych wykonanych
w rozmiarze 1/3 wielkoéei naturalnej.

{3) Katastrofa zbiornika gazu w Hamburgu w roku 1908 spowodowala
szereg badan w Materialprifungsamt w Berlinie, ?rqty miaty tu diugosc
3,40 m i byly podparte na koricach za pomoca kul stalowych.

(4) Doéwiadezenia Krohna z roku 1907 byly spowodowane przez
jaka$ bliZe] przez niego nie omoéwiona katastrofe mostowa. Prety w licz-
‘bie 4 miaty diugosé okoto 6 m i byty badane w Conservatoire des Arts et
Métiers w Paryzu. Konce ich byly oparte na nozach.

(5) Emperger wykonywal swe badania w Wiedniu w roku 1908.
Prety badane w Hezbie kilkunastu miaty dlugodé 3,6-5,4 m. Konce ich
byly ptaskie, czym tlumaczy sie na ogél mniejsze zaufanie do tych badan
niz do badain Krohna,

(6) W zwiazku z odbudowsg mostu w Quebec firma. «Phénix» podjela
w roku 1916 badania nad pretami nowego mostu na modelach o rozmia-
rach od 1/415 do 11/32 wielko$ei naturalnej. Jeden koniec kazdego modelu
byt plaski, a drugi przegubowy.

%) Publikacje zawierajace opis badan pedane sa w pracy wymienionej w przed-
mowie pod (2).
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Rozwazania na temat wykonanych badan doprowadzily do nastepuja-
cych wnioskéw: '

(1) wyboczenie preta ziozonego nie jest przywigzane do plaszczyzny
najmniejszego momentu bezwladnosei przekroju poprzecznego preta,

(2) wytrzymalosé preta zloZonego na wyboczenie zalezy nie tylko od
stosunku jego diugosci do promienia bezwladnodei przekroju poprzecz-
nego preta jako calosei, lecz rowniez i od wielkodei podobnego stosunku
dla poszezegolnych przedzialéw jego paséw,

(3) wytrzymaloéé preta zlozonego zalezy od wytrzymalosei jego po-
przeczek i krzyzulcow. ‘

Metody obliezenia pretéw zlozonych oparte na doéwiadczeniach dadzg
sig podzieli¢ na grupy nastepujgce ©):

(I) Metody dotyczace wylacznie pretéw doskonale sprezystych i ob-
cigzonych $cifle osiowo (metody Engesser a, Prandtla, Timo-
szenki i innych). Pierwsza z tych metod byla metoda Engessera
ogloszona w roku 1891. '

(IT} Metody oparte bezposrednio na badaniach laboratoryjnych i da-
jace wzory uwzgledniajace w tej lub innej formie mimoédrodowose sity
podiuinej bez wprowadzania jednak mimosrodu do ostatecznego wzoru na
site krytyezng (metody Krohna, Gerarda, Sali gera i innych).

(II1) Metody oparte na schemacie jednoczesnego Sciskania i zginania
z uwzglednieniem ustalonego z géry mirmosrodu (metody Miller-Bres
stauaiKaysera). _ : '

Do grupy (I11} zblizony jest réwniez ogloszony przez autora w roku
1924 sposob obliczenia pretow zlozonych, $ciskanych silami nachylonymi
pod kgtem ostrym w stosunku do osi preta ). Bieg rozumowania jest tu
nastepujgcy.

Rozpatrujemy pret zlozony, Sciskany sitami P dziatajacymi wzdtuz
prostej nachylonej wzgledem osi paséw pod katem osirym (rys. 69). Si-
1y @ bedg tu oznaczaly sktadowe sit wzajemnego oddzialywania na siebie
kraty i nierozcigtych paséw, skierowane prostopadle do osi pasow. Si-
ly AP zaczepione do poszezegélnych wezlow preta ztozonego wyrazaja
rdznice sit podiuznych dzialajacych w sgsiednich przedziatach pasa, przy
czymmprzewi-dujemy tu przegubowe polgczenie weztéw kraty z nierozcie-
tymi pasami. W ten sposéb poszezegélne pasy preta ztozonego znajduja
si¢ w warunkach preta podpartego na koricach i obeigzonego jednoczegnie
sitami @ 1 AP (rys. 70). Ugigcia takiego preta prostopadie do osi podiuz-

‘) Opisy metod Engessera, Krohna i Miller-Breslaua oraz. Zro-
dia dotyczgee innych wymienionych metod podane sg w pracy wymienionej w przed-
mowie pod (2). .

") Praca wymieniona w przedmowie pod (1).
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nej preta y¢ w miejscach poszezegolnych Wezléw.'otrzymujemy z row-.
nania
= — MY — P
EJ Y2 M M”, (120}

gdzie MY i M” oznaczajs momenty zginajace w poszezegéinych przekro-
jach spowodowane odpowiednio przez sity @ i sity AP. Zastosowanie tu
przyblizonego réownania rézniczkowego odksztalconej ttumaczy sie tym,
ze w danym wypadku pasy znaj-

. f? QL ﬂm gﬂ
duja si¢ w warunkach podobnych l’ 1 - 1 1 ,
do pretdow lezacych w frodowisku P ‘i 7\\7 A NA N
sprezystym i dlatego nie ulegajg

wiekszym ugieciom. Ugigeia te sg
“funkcjami sit Q 1 AP.
7 drugiej strony, wyznacza- Rys. 69
my przesuniecia v poszezegdlnych
wezltow i jako wezléw kratownicy przegubowej réwniez w zaleznodel
od sit @ i AP.
Poniewaz przesuniecia weztéw preta zlozonego jako weziow kratow-
nicy muszg byé réwne przesunieciom paséw preta jako belek zginanych,
mozemy wiec ustawié dla poszczegdlnych weztow rownanie

L
—
o
—— e
=
—
=
£
|

Yi == v, T (1 21)
skad znajdujemy sity @ 1 P potrzebne do sprawdzema Wymiarow preta
zlozonego.

Potrzebny do przeprowadzema przyteczonego obliczenia mimofréd si-
1y podluznej zostal przez autora ‘wyprowadzony dla kratownic mostowych
z warunku sztywnodci weztow. Obli-
czenia zostaly wykonane dla szeregu
kratownic, ktérych obliczenie znala-
zto sie w literaturze technicznej. Po -
odrzuceniu pewnych przypadkoéw

Rys. 70 o charakterze szezegdlnym moZna

' ustali¢ najwiekszy mimofrod w pla-

szczysnie kratownicy na 1/120, przy czym na obydwdch konicach preta
ztozonego mimoérody moga mieé rézne znaki. Na podstawie tego mimo-
érodku latwo mozna ustalié site poprzeczng, na ktdra nalezy obliczac krate
preta ziozonego. Bedzie to sila

P
T —_—— '6_{] ]
gdzie P oznacza rzeczywiscie dzialajacg na pret sile Sciskajaca, a T odpo-
wiednig sile poprzeczna.
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Przytoczony sposéb obliczenia pretéw zlozonych nie wymaga wpro-
wadzenia sity krytycznej; nie moze tu zresztg byé w 0gole mowy o nie-
stateczno$el réwnowagi preta zloZonego, grozne natomiast dla preta by-
foby tylko nadmierne, niedopuszczalne wygigcie preta Sciskanego, a wiec
niebezpieczeristwo quasi-wyboczenia, ezyli réwnowagi quasi-niesta-
tecznej, - '

IV. WNIOSEK

Badajgc zagadnienie powstawania zjawiska wyboczenia, z jednej,
strony, na podstawie obserwacji i ich bezposredniej analizy, z drugiej
strony, przez poréwnanie zjawiska z jego modelami i ze $ciskaniem mi-
mosrodowym, z ktérym jest ono blisko zwigzane, dochodzimy do naste-
pujgcego, najogélniejszego okreglenia Zjawiska;

Wyboczenie jest to przypadek niestatecznodci lub gquasi-niestateczno-
$ci réwnowagi $ciskanego osiowo preta prostego przy pewnej wartodes sity
podiuinej zwanej krytyczng.

FPeswwme

O BOBHHHHOBEHHH [IPOOJILHOTO HBI'MBA TPAMBIX CTEPHHEN

Pafora ocwoBana B sHauMTentmoi crermemy #a 12 tpymax asropa, me-
PeTMCASHHBLXY B {IpeiacIOBIL.

B meproti Tname npMeemena TeDIHUIMA TIPOAOIEHOTO M3TMBA ¢ Tex-
HIIECKOMH TOUKM 3PEHAS, KK ABJIETIMA, COCTOAINCTO. B TOM, UTO YPSMOMH
CTEPIRETD, CHIMACMBIN 'OCEBBIMM CUMAMIM, OCTATCSH IPAMBIM IO M3BECT-
HOTO (TaK Ha3bLIBAGMOTO KPHTUHECKON0} IHAYEHMA TpOI0ILHOR CHJIBT, TIpe-
BLILICHIE STOTO SHAUEHMA BRIZBIRACT IIpoTHG, TpHYeM TTOHATHA «IIPAMON>
M «OCEROI» cIefyeT IOHUMATD 37eCh, KOK CIIPEfeNeHHbIE TOYHOCTLIO I3Me-
penus. Jlanbmme AOHE3AHO, ITO 5TA NePMHMIA OXBATLIBLET BCE BOIMOK-
- BBI® CXEMBI IFPOOJIBHONG M3ruba, T. €., ¢ OIHOM CTOPOHBL, M3rMb B MaTema-
THHECKOM 1 (DU3IISCKOM CMBICILE, 4 € JIpyTofi — TMPOAONLHLIA 13THG, B mpe-
ACJAX M BHE IIPEENOB YOPYLOCTH. DTH CXEMLI PECCMOTPOHRI Ha OCLHOBE
PESYILTATOB MCTIBITAHUI, IPOMIBEACHHBIX E pa3Hoe BPeMsA, M Ha OCHOBE
pacuera geopMar OpAMLIX CTEPIKHEN, TIOABEPTAEMbIX O THOBPEMEHHO
w3ruby u emamno, Beegeno momaTme KBA3W-HEYCTONYMBOTO DaBHOBECIH,
KaK Pona pasHOBeCHs, COOTBETCTBYIOLIETO, ¢ KIHOMATIIOCKON TOUKY 3pe-
HMd, HeYCTOMUMBOMY PaBHOBECHIO, a C SHEPTETHIECKON — YCTOHMMBOMY.
Tprzaakom Taxono POAa PAaBHOBECHA ABJIASTCH Caydadl GombimMx M zemo-
TYCRACMDIX M3rM0s IPAMOTO CTEPIKHS, BBISBOHHBIX NeHCTRMEM TIPOSIONE-
HBIX CHMJ. '
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BTopas IJaBa COJIEPIMT aHAMM3 MOFENCH TIPOZICILHOTO M3ruba KBa-
3U-BCYCTONYMBOrO paBHoBecHsa, OnHa M3 3TUX MOJeseill — 970 unm;;pn'-
gecrad Mopent Cayemenns, a OCTaJl‘bH‘bIe urecTb — opmmamﬂme
MoZelnd aBTopa. '

B Tpewhem THABE PACCMOTPEHO OTHOWIEHNEe TPOJI0JIHHOTO uzrnGa K BHE-
IICHTPEEHOMY CRATHIO. JTOT BOIPOC MIMEET ocoberro Bame SHAYEHHE
B CIy3se COUTABHBIX cTepmem, KOTOPBIM HOCBAIEH OTHENEHSNT PasAedL
B tperpell raBe MpUBeer TaKIKe aHAJNI hopmynnt D, ScHHECKOT O
AT OGHOBDEMEHHOTO M3rM0a M CRATIL

Ha OCHOB-B.&_W paccym.emmﬁ, npueenenesx B 1, 11 1 Il rnasax, npen-
momeno B IV riaBe OOHIVIO JIe(OMHMIMIO TIPOJOIBHONO M3ruba, COTJRACHO
KOTOPOi HPOOJBHBIL M3THD TIPAMOrO CTEDIKHA ABIACTCA CJIyHaeM Hey-
CTOITITROTO MY KBa3V-yCTONIMBOrO PABHOBLCHHA.

Summary
THE ORIGIN OF BUCKLING OF STRAIGHT BARS

This work is based to a large extent on twelve papers by the same
author, which are listed in the introduction. '

In the first section a definition of buckling in the technical sens is given
as the phenomenon of deflection of a straight bar submitted to axial
compression when the longitudinal force exceeds a certain value, called
«criticals. The terms «straight» and «axial» are to be understood as defined
by the accuracy of measurements. The author shows that the above men-
tioned definition includes all kinds of buckling, in the mathematical as
well as in the physical sense, of elastic and non-elastic bodies. All these
cases are discussed on the basis of experiments made at various times, and
taking into consideration the calculations of the deformatlon of a straight
bar subjected to simultaneous bending and compression. The notion of
quasi-unstable equilibrium is introduced for the state resembling, from
the point of view of kinematics, the unstable equilibrium and from the
energetic point of view, the stable equilibrium. An example of the above
defined state of equilibrium is the case of unpermissibly large deflections
of a siraight bar caused by the action of 10ng1twdma1 forces (the pheno-
mena of quasi-buckling).

Section II contains an analysis of certain models of buckling and
quasi-buckling. One of them is Southwell’s cylindrical model, while
the other six are the author’s own models.
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. In section III the relation between buckling and eccentrical com-
pression is discussed. This problem is of special importance in the case of
lattice bars, and is discussed in a separate paragraph. An analysis is given
of the formula derived by F. Jasifiski for simultaneous bending and
compression.

In section IV}, after taking into consideration the sections reviewed,
the author proposes a general definition of buckling as being a case of
unstable or quasi-unstable equilibrium. ‘

Praca zostata zﬁozond w Redakeji dnia 21 paZdziernika 1953 1.
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