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1. Wzory ogdlne

W innej pracy?) rozpatrzono zastosowanie metody Ritza do wy-
znaczenia ugiecia belek i podano wyjasnienia ogdlne dotyczace te] me-
tody. Przyjmujac, Ze sg one znane czytelnikowi, podamy tutaj przykla-
dy zastosowania metody Ritza do wyznaczenia ugiecia plyt, w szeze-
gblnosei plyt okraglych. '

Obierzmy osfe x i y prostokatnego ukladu osi wspéirzednych x, y, 2
w plaszezyZnie srodkowej plyty i oznaczmy przez 6 jej gruboSé, przez
E i » odpowiednio modul Younga i liczbe Poissona oraz przez w
ugigcie plaszezyzny $rodkowej pod wplywem obcigzenia pionowego, roz-
lozonego w spostb ciggly, o wielkosci g {x,y) na jednostke powierzchni
plyty. '

Wiadomo ?), Ze energie sprezystg odksztalcenia plyty przedstawia na-
stepujgce wyrazenie:

D 32w OPw\?
v m=g [ (NG5 5] -
F
0% w *w C0%w \?]
L] e ]

___Er
12 (1 %)

gdzie
D

jest tak zwang sztywnoécig plyty, a F' oznacza powierzchnie plyty przed-
stawiajgcg obszar catkowania,

Zalézmy, ze plyta posiada ksztalt kolowy i ze zaréwno jej obcigzenie,
jako tez rodzaj oparcia brzegdw sa kolowo symetryczne. Poczatek uktadu
wspotrzednych biegunowych r, ¢ umieéémy w Srodku kola przedstawia-
jacego plaszczyzng srodkowa plyty (rys. 1).

Yy Por. [1]. Nawiasem prostokatnym oznaczono numer kolejny prac wymienio-
nych w wykazie literatury na koncu niniejsze} pracy.

% Por. np. [2].




- Wowezas mozna przyjaé, ze ugiecie w jest réwniez wielkoseig kotowo
symetryczng i, co za tym idzie, nie zalezy od zmiennej ¢:

w=w(r).
Z oczywistych zaleinoSei
T ==71COSp,
x? + y2 ==
wynikajg znane zwigzki
| O s
dx 05 @,

do 1 .
%2—;*Slnq3.

Wobec tego jest w danym przypadku

i w dalszym ciggu

02 d? ., 1d ;
w L sdtpir—«gsinz P.

(1.2) 6371 ar © rdr

Podobnie otrzymujemy wartos¢ drugiej
pochodnej ugiecia wzgledem zmiennej y
oraz pochodnej mieszane] wzgledem obu
ziniennych x i y: :

0% 2w _ Pw jn +_d__c
0y* d2 dr os*g,

Rys. 1 (1'3)

(1.4)

. art o rodr

0212‘ _{dw 1dw
dx oy

) sin ¢ cos .

Po uwzglednieniu powyiszych zwiazkéw (1. 2) -(1.4) i wykonaniu c.ai—
kowania wzgledem zmiennej ¢, wzor (1.1) dla energii odksztalcenia przy-
biera nastepujaca postaé we wspolrzednych biegunowych:

d?w dwdw 1 d'w. ¥
(£5.1) &wDJI(dﬁ)+2?dﬁﬁ?+?«Eﬂ
: ar/

gdzie a oznacza promien plyty kolowej.

dr,
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Zatem energie potenc;;alnq 2 ukladu sﬂ sprezystych i Obcu;zema przed- .
. stawia wzoér |

I} 5 2 e . .
(1.5) a—ﬁnf[ (d ) + 29 ‘;:;"?fqt (?:})]dr—2nqurdr.'
0 1]

Jezeli zalozyé zgodnie z postepowaniem przyjetym przez W. Ritza,
ze nieznana funkcja w daje sie przedstawi¢ w postaci sumy pewnych
funkeji f:(r), i=1,2,..,n, spelniajgcych (nickoniecznie wszystkie) wa-
runki brzegowe, zagadriienia:

(1.6) w= A 1)+ Apfa ) oo Anfa (),

to twierdzenie o minimum energii potencjalnej ukladu w stanie réwno-
wagi trwalej dostarcza n warunkéw postaci

02

(1.7) 34

=0 (i=1,2,...,n)

dla wyznaczenia wartosci n stalych A.

Funkcje fi (r) wystepujace w tzw. zalozeniu Ritza (1.6) moga by¢,
oczywiscie, dobierane w rdznej postaci. W rozpatrzonych dalej przy-
kladach bedziemy sie opierali stale na pordéwnaniu zginania plyt ze zgi-
naniem belek 3). Wykorzystanie tej analogii fizycznej pozwala uzyskaé
— jak wykazuja przyklady — na ogtl wystarczajaco dokladne rozwig-
zanie przyblizone juz przy uzyciu jednej funkeji f, (r), co znacznie upra-
szcza obliczenie. . .

W tym celu przyjmujemy, ze funkcja ugigcia dowolnej Srednicy
plaszezyzny Srodkowej ptyty posiada postaé podobng do funkeji ugiecia
osi belki, ktérej koAce oparte’ sg w taki sam sposéb jak brzeg plyty.
Obciazenie hipotetycznej belki stanowi obecigzenie przypadajgce na éred-
nicg belki. Na przyklad dla ptyty, ulwierdzonej sztywnie na obwodzie
i obciazonej réwnomiernie, ksztalt érednicy odksztalconej przyjety zo-
staje jako podobny do ksztaltu osi odksztatconej belki, obustronnie sztyw-
nie utwierdzonej i poddanej dzialaniu obeigzenia réwnomiernego. Oczy-
wiécie, wobec zalozenia, ze ugiecie ptyty nie zalezy od wartosei kata ¢,
otrzymuje sie w ten sposob rownoczeénie kszialt calej plaszczyzny §rod-
kowe]j plyty po wystapieniu odksztalcenia.

Nalezy wyrasnie zaznaczyé, ze przyjete zalozenie co do ksztattu po-
wierzchni odksztalcone] przedstawia zaloZenie czysto formalne i nie

%) Przyktady takiego postepowania w odniesieniu do plyt prostokatnych poedali
juz w pewnych szezegdlnych przypadkach A. i L. Fopplowie, [4].




oznacza bynajmnie], ze plyta jest trakiowana jak wiazka belek, przecho-
dzgeych przez Srodek plyty i1 w okreflony spos6b ze soba wspélpracujg-
‘eych. Przeciwnie, wykorzystanie nasuwajgcej si¢ w danym przypadku
analogii pomiedzy pracg belki i praca plyty stuzy wylacznie do ustalenia
przyblizonego ksztattu powierzchni érodkowej plyty; po okrefleniu po-
staci funkeji ugigeia f: (r) moina w pelni abstrahowaé od przestanek fi-
zycznych, ktore doprowadzily do jej ustalenia. _ '

Jest rzecza zrozumialy, ze w przyjete] przez nas metodzie postepo-
wania posta¢ funkcji ugiecia zaleZy jedynie od sposobu oparcia brzegow
plyty, nie zalezy zas od sposobu obcigzenia. Wynika stad, ze dla piyt o tym
samym typie podparcia energia odksztalcenia Es (wzbér 1.5.1) daje sie
obliczyé efektywnie raz na zawsze, Jak stwierdzimy na przykladach, po-
woduje to znaczne skrécenie rachunkéw, zwlaszcza 2e obliczenie zalez-
nej od rodzaju obcigZenia energli potencjalnej sit zewnetrznych sprowa-
dza sie na ogdl do prostego calkowania wielomiandw.

Aby uzyskaé moznosé¢ poréwnania otrzymanych wynikéw przyblizo-
nych z rozwigzaniami $ciflejszymi, rozpatrywaé bedziemy w ogblnosei
tylko takie przykfady, ktoérych rozwigzania okazaly sie znane. Jednakie,
jak mozna stwierdzi¢ po dokladniejszym zapoznaniu sie z zastosowana
dalej metods, rowniez inne, bardziej skomplikowane zagadnienia dadzg
sig rozwigzaé bez zasadniczych trudnoéei. Nie obejdzie sie jednak w przy-
padkach nie typowych bez pewnej pomystowosdci rozwiazujacego. '

Zauwazmy, Ze naprezenia wystepujace w plycie kolowe] przyjmuja
w danym przypadku nastepujacg postaé 4): ;

: l Ez d“’*;w ydw
wwe =i [ad 1)
Ez d? w 1 dw
a9 O ( an t ?ﬁ)'

We wzorach powyzszych wskaznik r oznacza naprezenie normalne pro-
mieniowe, a wskaznik ¢ napresenie normalne obwodowe; naprezenia
~styczne 7,, rdéwnoleglte do plaszezyzny $rodkowej plyty sg toizsamos-
ciowo réwne zeru.

2. Plyty kolowe oparte swobodnie na obwodzie

2.1. Plyta kolowa oparta swobodnie na obwodzie, poddana obcigzeniu
réwnomiernie rozlozonemu {rys. 2). Rownanie osi odksztalconej belki
prostej o diugoSci 2a, obcigzonej réwnomiernie, przybiera nastepujaca

Y Por. {7].




postaé, gdy poczatek osi wspéirzednych umiesci¢ w polowie' rozpietosel
‘belki: ' :
(2.1) w=—A@*—6a’r® | 5a*).

TFunkcja powyisza spelnia przepisane w danym razie warunk1 brzegowe
na obu koficach belki (dla r = & a):

2w

Odpowiednie warunki dla plyty swobodnie pddpartej sg (dla r = a)

w =10,
2.3) { Z

Oy =— 0

Jezeli ugigeie plyty przed-
stawione bedzie przez funkeje
(2.1), wowczas pierwszy z wa-
runkéw (2.3) jest speliony. Na-
tomiast drugi warunek, jak wy-

e

nika ze wzoru (1.8), nie jest T '

spelniony, gdyz warto$¢ pochod- E l l 11 l l l 1 ll 1 ! I L ;
nej dw/dr nie jest réwna zeru G i, 4G
na obwodzie plyty. Isinieje za- l r
tem tutaj pewien biezgcy mo- L 20 -

ment zginajgey o wielkodei Rys. 2

= “l?

Ma*fo',zdzﬁSADpa

—b'

na jednostke dlugoéci obwodu. Chociaz funkeja (2.1) nie spelnia wszyst-
kich warunkéw brzegowych, obierzemy ja jako funkcje przedstawiajaca
ugiecie plyty. Zastosowanie bowiem metody Ritza pozwoll i w tym
przypadku uzyskaé — jak sie zaraz przekonamy — wystarezajgco do-~
kladne rozwigzanie przyblizone.

Na podstawie wzoru (1.5) otrzymujemy po wykonamu prostych prze-
ksztalceh wartosé energii potencjalnej ukladu réwna

na

(2.4) 5="1132(7 4+ 6%)DA>—17 Ag]

i w . dalszym ciggu z warunku (1.7) ‘ :

21 (1 — %)

A= 16(7+61r}E55q .




Wobec tego najwigksze ugiecie w srodicy plyty jest réowne

: _30—=9Gtnet 351+
(25) Winayx = 16k & q (574_ 1,) (,? N ?)) »

gdzie pierwszy czynnik przedstawia ugiecie maksymalne obliczone na
podstawie wzordow &cistych 5). Wartosé drugiego czynnika przy zalozeniu,
ze wspblezynnik Poissona » jest rowny np. %, wynosi 0,98; za-
tem blad rozwigzania przyblizonego. nie przewyzsza 2%.

2.2, Plyta kolowa oparta swobodnie na obwodzie, poddana ohcigze-
niu réwnomiernie rozlozonemu w czgsei Srodkowej plyly (rys. 3). Wyko-
rzystujemy obliczong poprzednio warto§é energii sprezystej odksztalce-
nia, ktéra na podstawie wzoru (2.4) jest rowna ' :

<K (2.6) .Est¥(7+sw)na*"DA2.

Energie potencjalng E, sit ze-

wnetrznych przy zalozeniu Ritza

(2.1) przedstawia nastepujgce wy-

/ razenie [por. drugi sktadnik po pra-

2¢
1 wej stronie wzoru (1.5)]:‘
T
[ b

2a
Rys. 3 —6a®r® +5at)rdr.

Po wykonaniu prostych przeksztalcen ofrzymuje sie

. 4 _
(2.8) 3:%—%(7+6v)na"’DA2uxc2(cs-—3a202+ 5a4)qA

i w dalszym ciagu na podstawie warunku (1.7)

_ {e*~—9a%c® + 15a%) ¢*
29 A= T T 6na D
Wobec tego najwigksze ugiecie w Srodku piyiy jest réwne

15 (1 —4?) (c*— 9 a®c? - 15a%) ¢?
167 F6n)ES ¢

(2-1 0) Wingx == -

%) Por., T5]. W dalszym ciagu, bordwnuige ofrzymane wyniki przyblizone z obli-
czeniami Seistymi lub fcilejszymi, mamy na wzgledzie gtownie wyniki obliezeﬁ Ze-
brane w podrecznikach A. N. D innika, [5], i K. Beyera, [6]. ‘
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Gdy obeigzenie jest roziozone réwnomiernie na catej pdwiéfzc'hm"'p
ty (¢ = a), woéwczas wzor (2. 10) przechodzi we wzor (2.5), ;]ak byé p()w1n..
no. Oznaezmy teraz calkowite obcigzenie przypadajace na plyte’ przez: P
Wowezas jest :

: P=aclq .
oraz E
' _ 3P(1—") 5(c*—9a*c* | 15d")
(2.11) o Wma 167 E 0" (74 69)a?

Gdy ¢ zdgza do zera przy niezmiennej wartosci sﬂy P, wowezas pra-
wa strona wzoru (2.11) zdgza do wartodel

3P(1—n@+na®  75(1+4)
47 E & 4(3 +9)(T+6)

(2 1 2) Winax —

i wartoéé ta odpowiada przypadkowi granicznemu, gdy piyta ulega zgi-

naniu pod. dzialaniem sily skupionej P, przylozonej centrycznie (rys. 5).
' Plerwszy czynnik po prawej stronie wzoru (2.12) przedstaw1a w1elkosc
ugiecia obliczong w sposéb §cisty. Drugi czynnik, dla » réwnego np. YA,
wynosi 0,85. Zatem 'blad otrzymanego przyblizenia jest rowny w rozpa-
trzonym przypadku szczegblnym okolo 15%. Jest to blad doéc zZnaczny,
ktory daje sie atoli usprawiedliwié prostota uzytych srodkéw. Blad ten
mozna by zmniejszyé wydatnie np. przez zastosowanie zalozenia Ritza,
ktore zawieraloby dwa wyrazy, a nie jeden, jak'w przeprowadzonym

wyzej obliczeniu, lub przez przyjgcie innego zalozenia dla rozpatrzonego
przypadku granicznego 9).

Odpowiednich obliczefi nie bedziemy jednak tuta]l przeprowadzah Gdy
obcigzenie rozlozone jest na wieksze] powierzchni, wowczas blad otrzy-
manego przyblizenia ulega znacznemu zmniejszeniu. Na przykiad, gdy
dlugoéé srednicy kola, kiérego pole poddane jest dzialaniu obciazenia,
wynosi polowe diugodei Srednicy piyty, wowezas dla » = 14 wartoét
drugiego czynnika po prawe] stronie wzoru {2.11) jest roéwna 7,54. Czyn-
nik ten we wzorze Scistym przybiera inng postaé¢ i jego wartost w przy-
padku rozpatrywanym jest réwna’ 8,16. Zatem biad ofrzymanego przy-
blizenia wynosi okoto 7,6%. '

% Por. [1], przyklad 2.2. Por.. rowniez dalej przyklad 5.2 jak réwniez 3.2. W ogdl-
no$ci nalezy zaznaczy€, Ze -f)rzy wyznaczeniu wielkodel ugiecia chodzi czgsto o wy-
znaczenie «rzedu» tej wielkodci, Jest bowiem sprawa w pewnych przypadkach dru-
gorzedna, czy ugigcie wynosi np. 5 mm glbo 6 mm, tzn, o 20% wigcej, natomiast
nie jest obojetne, czy wynosi ono 5 mm Tub tez 2 cm. Mozna zatem czestokroé do-
puscié przyblizong cceng wielkodel ugiecia, nawet jezell jest ona oharczona bledem
dogé znacznym, co nie byloby dopuszcezalne przy obliczeniu np. momentu zginaja-
cego. Por. réwniez opinie Fépplow w [4].




SRR Y 4 Ply"té"kolowa oparté swobodnie na obwodzie i obcigzona réwno-

miernie wzdtuz obwodu kola wspélSrodkowego (rys. 4). Jak juz byla o tym
poprzednio mowa, warto$é energii odksztalcenia pozostaje w danym
przypadku ta sama jak w przykladzie 2.1, wzér (2.4). Energia potencjal-
na sil zewnetrznych jest natomiast rowna

(2.13) E;=—Pc*—6a’c®-} 5a") 4,

jezeli P oznacza wielkos$é obcigze-
nia przypadajacego na calkowily -
obwod kola o promieniu e
Postepujae jak wyzej otrzymuje
sig po prostych przeksztalceniach

 3(c'—6ac* 4 5aY) P
(214 A= 64{7T+6»)ma®*D

i w dalszym ciggu wielkosé ugie-

2 - cia maksymalnego w Srodku plyty
4 rowng .
| A piiy) o 3{(L—w) P
_AL_ . JIAJ (215} Winay = _2 e 6’;.;'"_
bes 20 =1 ’
Rys. 4 15(c!—Ba’c® 50}

- 8(74 64)a? 2

Gdy ¢ zmierza do zera, wowcezas wWp, zmierza do wartodcei przedstawionej
przez wzbr (2.12), czyli do wartoScl ugigeia w punkcie przylozenia sity
skupionej, jak by¢ powinno (rys. 5). Gdy obcigzenie jest rozlozone wdluz
kola, ktérego srednica jest, powiedz-
my, dwukrotnie mniejsza od Sred-
nicy ptyty, woéwczas dla » == 1/, dru-
gi-ezynhnik po prawej stronie wzo-
ru {2.15) przybiera warto§é réwna
0,786 a®. Wartos¢ tego czynnika {po-
siadajacego inna postad) we wzo-

rze Scistym wynosi 0,802 a®, skad £

wynika, Ze biad otrzymanego przy- .

blizenia jest nieco mniejszy od 2°%,. 07 T 7k
2.4, Plyta kolowa oparta swo- AL_ 20 :

bodnie na obwodzie i poddana ob- Rys. 5

cigzeniu malejacemu  liniowo od _
$rodka ku obwodowi plyty (rys. 6). Energie potencjalng sit zewnetrznych
przedstawia w danym razie nastepujgce wyrazenie:
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2 A .,-
(2.16) Ez:~~E:—EAf [gea—(g—qo)r] (r* —6a*+® 4 5a')rdr,
b

w ktorym czynnik [ga—{q— g,)r] o odpowiada obcigzeniu jednostkowemu
"w odlegtosei r od $rodka piyty. '
Pamietajge, Ze energie odksztal-
‘cenia przedstawia wzor (2.4), otrzy-
muje sie ostatecznie po uwszgled- / / \\
nieniu warunku (1.7) wartos¢ wspot-

czynnika A4 réwng _l

217) A= _
(2.17) 7 2

_ 3(1—)(117q + 128 g,)
o 560 (7 + 6+ E &

oraz ugiecie w Srodku plyty réwne
(2-18) Whhax =—
__3(L—)(117g + 128 g,) l ]

P

112(7T+ 6 E &

i

ol
Gdy g==q, to znaczy gdy obcig- A Z ‘
zenie plyty jest réwnomierne, wow- : — 20 _ 4
czas prawa strona wzoru (2.18) przy=- ‘ ' Rys. 6

biera obliczong poprzednio® wartoéé

(2.5), jak by¢ powinno. Gdy g, = 0, to znaczy gdy powierzchnia obcigzenia
posiada ksztalt powloki stozka kolowego prostego o wysokosei g (rys. 7,

' woOwezas ugiecie w $rodku ply-

1y jest réwne

(2.19)  Wmar =

351 (1 —+%) a*

12 +eneEe?

przypadku nie jest autorowi zna-
ne, jednakze isinieje podstawa
do przypuszczenia, ze bigd roz-

wigzania przyblizonego nie po-
‘winien przekroczy¢ w danym ra-
zie kilku procent.

i1

Rozwigzanie Sciste powyzszego -




3, Plyty kolowe utwierdzone sztywnic na obwodzie

Rozpatrzmy teraz przykilady oméwione w poprzednim paragrafie
" przyjmujac, ze brzeg plyty jest sztywnie utwierdzony.

3.14. Piyta kotowa utwierdzona sztywnie na obwodzie, poddana obcig-
zeniu réwnomiernie roztozonemu (rys. 8; por. rowniez rys, 2). Réwnanie
osi odksztatcone] belki o diugofei 2a, obustronnie utwierdzonej sztywnie
i obecigzonej rownomiernie, przyjmuje nastepujaca postaé, gdy poczatek
osi wspolrzednyeh umieszezony zostaje w polowie rozpietosei belki:

3.1) w= A@ — g

A jest tutaj pewna wielkoscig stata. Tak dobrana funkcja ugiécia spetnia
na obu koncach belki (r = & a) przepisane zadaniem warunki brzegowe

dw
{3.2) —dr = 0,
7 ‘ natomiast druga pochodna w wzgle-
: I I l I ! l l l I ! l 1 ] l m I l | dem 7, przedstawiajaca w pewnej ska-
AT IR RTINS CE’ li moment zginajacy, oraz trzecia po-
7 W T ———=Z  chodna, przedstawiajaca sil¢ poprzecz-

Rys. 8 _ na, $a na obu kohcach belki rézne od
zera, jak byé¢ powinno,
Zgodnie z wyjasnionym poprzednio postepowaniem przyjmujemy, ze
ugiecie plyty przedstawia ta sama funkecja {3.1). Wowcezas na podstawie
wzoru {1.5) otrzymuje sie po wykonaniu prostych przekszialcen

_ maf

3.3 3=",-(324'D—Aq)

i w dalszym ciagu z warunku (1.7)

_30—»)
(3.4) A= 6x5 9

Wobec tego wielkos¢ ugiecia jest rowna

L3 =) 248
(3.5) L U= RS (r*—a?tq
i najwicksze ugiecie w srodku plyty (r = 0) jest

31— at

(3.6) | - W T TSRS

i2




Jezeli poréwnaé obliczong wartosé W, 2 wartoscia dokladna tej wiel-.
kosci, uzyskang na drodze rozwigzania odpowiedniego réwnania rdznicz-
kowego (zwanego rownaniem zginania plyty), to okazuje sie, ze wzor
(3.6) przedstawia warto$é dokladna. Jest to rzeczg zrozumialy, gdyz w da-
nym przypadku funkcja (3.1) przedstawia calke réwnania rdzniczkowego,
ktéra ‘spelnia wszystkie przepisane zadaniem warunki brzegowe [posta-
ci (3.2)], stanowi zatem Sciste rozwiazanie zagadnienia 7).

3.2, Plyta kolowa utwierdzona sztywnie na obwodzie i poddana obcig-
zeniu réwnomiernie roziozonemu w czesci frodkowej plyty (rys 9; por.
réwniez rys. 3). Przyjmujemy postaé plyty po odkszialceniu zgodnie z za-
lozeniem Ritza (3.1). Wykorzystujemy obliczone w poprzednim przy-
kiadzie wyraZenie dla energii sprezystej [wedlug wzoru (3.3)], wobec cze-
go energia potencjalna ukladu przyjmuje postaé nastepujaca:

(3.7) 2= %nd“DAZ—quAf F—a?Prdr.
Po wykonaniu odpowiednich prze- ——2
ksztalcen i uwzglednieniu warunku -5
(1.7) otrzymuje sie ‘f i
(3.8) A= . f
. . - 20 1
31— (' 3c’a® + 3al)c’ -
- 16 E &% a" ‘ 4 Rys. 9

i w dalszym ciagu najwieksze ugiecie w-Srodku p]:yty-r()wne

3(1—)P (*—3ca’+3aY

(3.9) - Wimax — 167 B a? ’
gdzie przyjeto oznaczenie ;
(3.10) . P=ugmcq.

-Gdy obcigzeniu ulega pole kola wspolrodkowego o promieniu réw-
nym polowie promienia konturu plyty (c = a/2), to najwieksze ugiecie
w. Srodku ptyty jest réwne w przyblizeniu

3(1 ~~w)a P

(3.11) Winagy = === 2 313
’ 7T

1 rozni sie od dokladnie obliczonego ugigcia w tym miejséu [odpowiada
mu wspbdlezynnik liczbowy we wzorze (3.11} réwny 2,577] o okoto 9,5%.

" Por, np. [4] lub [51.
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8 Rozpatrzmy przypadek graniczny, gdy ¢ = 0, to znaczy gdy plyia ule-
'..:ga"' obcigzeniu sitg skupiona P przylozona w jej $rodku. Ze wzoru (3.9)
" otrzymuje sie w tym przypadku warto$é najwigkszego ugigeia réwna

3(1-—1'2)(1213

Toger BT

(3.12) Whiax ==

a

Wobec tego ze wairto$¢ wmer obliczong w sposob §cisly przedstawia
pierwszy czynnik (ultamkowy) po prawej stronie wzoru (3.12), zatem biad
otrzymanego przyblizenia siega 25%. Jak juz o tym byla poprzednio
mowa, blad ten mozna znacznie obnizyé, jeseli w zalozeniu R it z a
zamiast jednego uzyé dwoch wyrazow. Aby uniknaé zlaczonych Z tym'
dos$¢ zmudnych rachunkéw, postapimy jednak odmiennie, mianowicie po-
stuzymy sie zatozeniem R itz a jednowyrazowym, lecz specjalnie do-
branym dla danego przypadku granicznego. Rozwazmy w tym celu linie _

ugiecia belki . obustronnie sztywnie

P utwierdzonej i obeigzonej w érodku sita
A V . skupiong P (rys. 10). Jak wiadomo,
a a % linia ugigcia sklada sie w tym przy-

padku z dwéch galezi rozdzielonych
linig dziatania sity 1 przedstawionych
dwoma odrebnymi réwnaniami. Réwnanie np. prawej galezi, odniesione
do ukladu osi wspélrzednych o poczatku na lewej podporze, p031ada na-
stqpu;aca postaé podang w podrecznikach statyki:

Rys. 10

P

w—=

gdzie 1 jest diugoscig belki. Przenoszac poczatek ukladu do $rodka piyty
i ozhaczajac wspoOlczynnik wystepujgey przed nawiasem kwadratowym
przez A otrzymujemy

{3.13) w=A(a + 21)(a—7)

Wzbr ten trakiujemy jako zalozenie R it z a dla rozpatrywanego
szezegolnego przypadku obcigzenia plyty #). '

Na zasadzie wzoru (1.5) znajdujemy teraz latwo energie potencjalnag
ukiadu w postaci

(3.14) S=9na'DA*—Pd* A
¥) Zalozenie powyisze spelnia, jak latwo sprawdzié, warunki brzegowe [y =0
oraz [dw/dr]._. =01 ponadto, odpowiadajgcy symetrii obciazenia, warunek [d!i,u/d'.v']r,0 =0.
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i w dalszym ciggu na podstawie warunku {1.7) wartos¢ étalej A réwna

P
(3.15) A= gmaD"

Najwicksze ugiecie w $rodku plyty jest w danym razie réwne

3(1— )P

(3'16) Wingr == An

0,89,
wobec czego bigd uzyskanego przyblizenia wynosi okoto 11%, to znaczy
nieomal dwa i trzy dziesigte razy mnie] niZz peprzednio.

W drugim przypadku granicznym, gdy obcigZenie pokrywa rdwno-
miernie cala powierzchnie plyty, wzor {3.9) dla ugiecia maksymalnego
przechodzi we wzoér (3.6) wyprowadzony bezposrednio dla rozpatrywa-
nego przypadku granicznego, jak byé powinno.

3.3, Plyta kolowa utwierdzona
sztywnie na obwodzie i poddana-
obecigzeniu réwnomiernie roztozone-
mu na obwodzie kola wspdtfrodko-
wego (rys. 11). Przyjmujemy, jak
w poprzednich przykladach, zaloze- “ -20
nie Ritza w postaci przedstawio- Rys. 11
nej przez wzér (3.1}

Jak poprzednio jest

2C

N

AANNWAR
e O F—

(3.17) Esu—-—%:ﬂra“DAz,
natomiast energia potencjalna sit zewnetrznych przybiera zrozumiala
wartosé :

{3.18) E,=—(—a% AP,

Po uwzglednieniu warunku (1.7) i prostych przeksziatceniach otrzy-
mujemy - '
L ek L i

e19 A= "Teagsa T

i w dalszym ciagu najwieksze ugiecie w frodku plyty réwne

91— (@ — P
16 n E 8% a® ’

(3.20) o Wingy ==

Gdy promien kota, na ktdrego obwodzie roziozone jest obcigzenie row-
nomierne o wielkoéci P, zdgza do zera (¢ — 0) przy niezmienne]j wartosei P
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wowezas ugiecie maksymalne (3.20) zdgza do wartoSci przedstawionej
przez wzor (3.12), jak byé powinno. Dla oszacowania bledu uzyskanego
przyblizenia Wme: wedtug wzoru (3.20) przyjmijmy, ze ¢ = o/2, o znaczy
ze linia obcigzenia dzieli promien plyty na dwie réwne czesci.
Przekszialémy w tym celu prawa strone wzoru (3.20) w nastepujacy
sposoh: . ‘
3{(1—»HP 3(c*—a?®
2x E§ 8a? )

(3.21) Winax =

Dla ¢ =a/2 drugi czynnik przyimuje wartoéé 0,211 of. Poniewaz w roz-
wigzaniu Scislym wartosc tego czynnika wynosi 0,202 a®, to blad uzyska-
nego przyblizenia nie przewyzsza 4,5%. '

3.4, Plyta kotowa utwierdzona sztywnie na obwodzie i poddana obcig-
zeniu wzrastajacemu liniowo od $rodka ku obwodowi plyty (rys. 12). Po—
dobnie jak w poprzednich przykiadach energ;a odksztalcenia przyblera
postaé nastepujgea:

32
(3.22) E;=‘gwd DAL

7\
' Natomiast energie potencjalng sit
/ g; - zewngtrznych -przedstawia wzor

g ' _ 2mng az .
l (3.23) E.=—"" Aofr (r

—27%a® +at)dr,

Po prostych przeksztalceniach

[ otrzymuje sie
|

32 16

i ol

. ue é 2 AU &
3——39'57aDA 105 "¢ g A
R 2g —= i w dalszym ciagu na podstawie
Rys. 12 ) warunku {1.7)
_ 1 g
(3:24) A=140D"

Wobece tego najwieksze ugiecle w $rodku plyly jest réwne
(3 25) & Winex = L Pyl
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Wartosé wspélczynnika liczbowegoe wystepujqcego w powyiZszym WZzZorze
jest wedtug wzoru écislego réwna 1/150%). Zatem biad uzyskanego roz-
wigzania przyblizonego wynosi 7%e.

4. Plyty kolowe z otworem kolowym

Dla plyt kotowych z otworem kolowym wydawaioby sig naturalne po-
rownanie linii ugiecia promienia plyty (5cisle za§ — jego czesci pozostalej
poza otworem) =z osig odksztaicong belki wspornikowej, utwierdzonej na
obwodzie plyty i skierowanej wzdiuZz jej promienia. Jednakie tego ro-
dzaju zalozenie zawieraloby w sobie zasadnicza niedcistoéé, ktéra ujawnia
sie wyragnie, gdy $rednica otworu maleje do zera i plyta posiadajaca
otwor przecbraza sie w pilyte jednolita bez otworu. W tym przypadku gra-
nicznym powierzchnia §rodkowa odksztalconej ptyty przy obranym zalo-
zeniu posiadataby w $rodku ostrze, co byloby sprzeczne z sama istotg zja-
wiska, W zwiagzku z tym wartodei pochodnych funkeji vugiecia, ktére wy~
stepuja we wzorze podstawowym dla energii potencjalnej (1.5), bylyby
obarczone znacznymi biedami, co w rezuliacie doprowadziloby do fai-
szywej oceny wielkoSci ugiecia,
zwlaszeza w o przypadku otwordow
o malej frednicy. Rozwigzane przy-
kiady potwierdzajg len wniosek.
Przyjmiemy zatem dla plyt kolo-
wych posiedajgeych otwor té same
zatozenia Ritza, kidre przyjeliémy
poprzednio dila piyt bez otworuy,
w zaleznosci od rodzaju utwierdze-
nia brzegu. '

4,f, Plyta kolowa z ofworem l Il ‘ o IH _g
kotowym oparta swobodnie na ob- T t
wodzie i poddana obcigzeniu row- 25 _
nomiernie rozlozonemi (rys. 13). L- 20 .J
Przyjmujemy dla powierzchni od- Rys. 13

. ksztalconej plyty to samo zalozenie, _ ,
ktoére przyjeliSmy poprzednio dla pltyty -bez oiworu opartej swobodnie na
obwodzie [por. wzor (2.1)]:

(4.1} we= At —6ar? -+ 5ad).

Pomijajae, oczywifcie, powierzchnie otworu otrzynduje sie wyrazenie
dla energii sprezysiej odksztalcenia w postaci '

Yy Por. [31.
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: - d? wh? d2w dw dw
_ A Yy g g, R 2
E‘“‘*HDJ [T(drz) P2 gy k r(dr)]dr

lub po uwzglednieniu zalozenia (4.1)
(4.2) E,=16=DA” {1—34 ab —b? (g b —6ab? 9 a{) +
v [4a®—b* (' —6a’b* - 9 «14)][ .

I

- Energie potencjalng sil zewnetrznych przedstawia nastepujacy zrozu-
mialy wzor:
KOTSRS B
5 a’ — b* (3 bl*ga’_ b? + 5 q"‘)] .

Oznaczmy wyrazenie w nawiasie figurowym we wrzorze (4.2) przez
K, a wyrazenie w nawiasie prostokatnym we wzorze (4.3) przez L. Wow-
czas energia potencjalna uktadu jest réwna

{(43) E,=—2=ngq ['wrdr:——:uqfl
b

(4.4) ‘ 9=16axDKA*—mqL A.
Przy uwzglednieniu warunku (1.7} otrzymuje sie

L

i w dalszym ciggu najwigksze ugiecie na brzegu otworu rowne

b — 6a3b2+5a_)7
32DK

(4- 8 ) Whaxy —

Gdy b = 0, to znaczy gdy plyta nie posiada otwory, wyrazenie powyzi-
sze dla ugiecia maksymalnego przybiera posta¢ {(2.5), jak by¢ powinno.
Sprawdzmy dokladnosé otrzymanego wzoru (4.6} np. dla b = a/2 oraz
y = 1. Otrzymujemy wéweczas po wykonanin prostych obliczen

47 Ry o T

Wobec tego ze wspotezynnik liczbowy w powyzszym wzorze przybiera we
wzorze cistym wartosé 3,93, zatem blad otrzymanego przybhzema jest
w danym prezypadku Szczegolnym rowny 0,8%.
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4.2. Plyta kolowa z otworem kolowym oparta swobodnie na obwodzie
i obcigzona rownomiernie wzdiuz brzegu otworu (rys. 14). Warto$é energii
odksztalcenia pozostaje, zgodnie z przyjetym zalozeniem, taka sama jak
w przykiadzie poprzednim, to znaczy réwna

(4.8) - E;=16nDK A%
Energia potencjalna sit z‘ewnetrz‘nych jest natomiast rowna
(4.9) E.—=— (b —6a®b®} 5a')P A,

jezeli wielkosé 'obcia‘Zenria catkowitego oznaczyé przez P. Uwzglednienie
warunku (1.7) doprowadza do nastepujgcej wartosci wspdlczynnika A:

(bffwﬁa3 b2 4-5a) P
32xDK

(4.10) A=

W dalszym ciggu najwieksze ugie-
cie na brzegu otworu okazuje sig
rowne

(411) Whay — P
_(p*-6a’b” + Ha')'P -
32xDK I 1
AN AN
Gdy P pozostaje niezmienne orsz Y
b==0, {o znaczy gdy piyta nie po- 2a !
siada otworu, wyraZzenie powyzsze Rys. 14

przybiera postaé (2.12), jak byé po-
winno. W tym bowiem granicznym przypadku.zagadnienie dotyczy plyty |
opartej swobodnie i obelgzonej w $rodku sita skupiong P.

Sprawdzmy dokltadnosé otrzymanego wzoru (4.11) np. dila b = a/2 oraz
y = Y, Otrzymujemy wowczas po wykonanin prostych obliczen

Pa?

167D 2,79,

(41 2) Whtax ==
Wspotezynnik liczhowy wysiepujgey w powyzszym wzorze przybiera we
wzorze Scistym wartodé 3,02. Wynika stad, ze blad otrzymanego przybli-
zenia wynosi w danym przypadku 7,6%.

4.3. Plyta kolowa z otworem koltowym utwierdzona sztywnie na cbwo-
dzie i poddana obeigzeniu réwnomiernie roztoZzonemu (rys. 15). Przyjmu-
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jemy zaloZenie Ritza w postaci (3.1) odpowiadajacej linii ugiecia belki
obustronnie sztywnie utwierdzonej.

Na energie potencjalng ukladu skladajg sie w danym przypadku ko-
lejno: )

(4.13) EszlﬁnDAgf[10r5~—8a2r3 +2a'r+ 29 (315 — 40 | ate)] do
& .
oraz

(414) E.=-2nqA [ (" —2ar +atr)dr.
h b

Po wykonaniu catkowania i prostych przeksztaleeniach otrzymujemy

(4.15) E;=16nDK A?

A0 -
i W7 e o
SNESY T TR //,f
25 7' (416) B——nqLA
2a. - 7 )
Rys. 16 . gdzie przyjeto nastepujace * ozna-

czenia:

(4.17) K:Ea6—~(5b4—2a2 b+ a4)b2—(b4—2a2b3 + at) e b?,

3 3
(418) L=y o' — (; b —ab? + a“)bz.

Na podstawie warunku (1.7) otrzymuje sie kolejﬂo wspdlezynnik R i-
tza A rowny ,

L

| (4.19) ‘ A= o RD 4

oraz najwieksze ugiecie ha brzegu otworu réwne

. . (a2 — bR L
(4.20) W =T DR

Gdy promief otworu staje sie réwny zeru (b = 0), to rozpatrywany priy-
padek przechodzi w przypadek poprzednio rozwazony 3.1. Wowezas ugie-
cie wmar okreslone wzorem (4.20), przybiera wartosé

3(1—2) ot

(4.21) 7 Wmax = 16 E o q,

ktéra jest identyczna z wartoéeia (38w pfzypadku 3.1, jak by¢ powinno.
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Sprawdzmy dokladno$é wzoru (4.20) np. dla b = a/2 oraz =1,
Otrzymu]emy w tym przypadku

3(1—sY)at

(4.22) Wnar =55 9 0,082.

We wzorze Scistym zamiast Wspélczynﬁika liczbowego 0,082, jaki otrzyma-
no na drodze obliczen przyblizonych, wystepuje wspétczynnik 0,085. Zatem
blad otrzymanego przyblizenia nie wiele rozni sig od 3,5%.

4.4. Plyta kotowa z otworem kolowym, utwierdzona sztywnie na ob-

wodzie 1 obeigzona réwnomiernie wzdiuz brzegu otworu (rys. 16). Ener-
gia odksztalcenia sprezystego jest, jak w poprzednim przykladzie, réwna

(4.23) E;—=16xDK A%

N S S N
Natomiast energia potencjalna sit l
- zewnetrznych, o ile przez P oznaczy¢ > !
calkowite obcigZzenie plyly, przy- b N 1
biera w danym przypadku wartost W 24 , Y
(4.24) E,——(a®—b* P A. Rys. 18

Na podstawie warunku (1.7) otrzymujemy

(@—b)P

(4.25) A="20 DK .

i w dalszym ciagu najwigksze ugiecie na brzegu otworu rowne

234
(4.26) A @ —v)P

Gdy promief otworu b zmierza do zera przy ustalonym P, to rozpa-
trywany przypadek zdgza do przypadku gramcznego rozpatrzonego po-
przednio jako 3.2

W granicy otrzymujemy dla ugiecia maksymalnego (plyty bez otworu
obeigzonej posrodku sily skupiona P) wyrazenie .

9(1—+)a’P
16aE8 °

(427) Wmax —

-identyczne z wyrazeniem (3.12), jak by¢ powinno.
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Sprawdzmy dokladnoé¢ otrzymanego wzoru przyblizonego (4.26) dla
Wyas, 0p. dla b = a/2 oraz » = Y4. W, tym przypadku wzér przybiera
postaé '
3(1—wa?P

inES 0,33.

(4.28) Wmax —

Wspdlezynnik liczbowy wystepujacy w powyiszym wzorze posiada we
wzorze Scistym warto$é 0,36. Zatem biad otrzymanego przyblizenia wy-
nosi 8,3%.

_ 4,5, Plyta ' kolowa z otwo-
7 rem kolowym utwierdzona sztyw-
q
t
¢
¥
v

1 T

o 2p —— -

nie na obwodzie i1 poddana ob-
cigzeniu wzrastajagcemu liniowo
ku obwodowi plyty (rys. 17).
Energla odkszialcenia sprezyste-
’ go posiada w danym przypadku
Rys. 17 taka samg wartosé jak w przy-
kladzie poprzednim. Jest zatem

TN

(4.29) Ey==16a DK A2

Natomiast energia potencjalna sit zewnetrznyceh jest réowna

i fr——b(r~2a 4 at r)d?———?}—MqA

(4'30) g == b

b

gdzie przyjeto oznaczenie

16 o 1 o 9 ... 1,
. —Zatb— e D g2 B2 e o B
(4.31) M= 105 50 [ (3a abh b

5 21
Na podstawie warunku (1.7} otrzymujemy

Mg
(4.32) A= S e b DK

I w dalszym ciagu najwicksze ugiecie na brzegu otworu rowrie

' (e (@ — b My
(433) e = 33— b DK

- Gdy rozpatrywana plyta przecbraza sie w plyte bez otwory, to znaczy gdy
przyjete zostaje b = 0, woéOwczas wzdr (4.33) przybiera postaé

~
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. (1 q
(434) Weax == 140 D

ktéra jest zgodna z wynikiem przedstawionym przez wzor (3.24), jak by¢
powinno.

5. Plyty kolowe wspornikowe

Dla ptyt kolowych wspormkowych (rys. 18) linie ugiecia promienia
plyty upodabniamy do linii ugiecia belki wepornikowej obcigzonej rowno-
miernie. Réwnanie tej ostatniej we wspdlrzednych r, w (przedstawionych
na rys. 18e) posiada nastepujaca postac: '

(5.1) w— A|{Fr—Db)— 4e(r—b) + 6 (r—Db)l.

Przyjmujemy zatem wyrazeme (5.1) jako przedstawiajace powlerzchnig
ugiecia ptyty wspornikowej.

Obliczamy energie sprezysta odksztalcenia na podstawie wzoru {1.5.1)
z odpowiednio zmieniona dolng granicg catkowania:

; d? w2 dzwdw 1{dw
(5.2 E_,._HD-”r(Er—g) o (dT”dr
b

Uwzgledniajac wzor (5.1) otrzymujemy po diuzszych przeksztateeniach
{5.8) : E, =16 a1 DK A%
gdzie przyjeto oznaczenie

(5.4) K:g—éa"‘~11 @b+ 20 ¢! bE»%? a""bs-——%azbz %%7 ab* —bb 4

—0—(3a2b~3ab2—§—b:‘)gln§+6p(1 — b4 a*b”

6

E 3R 5 2]t 3 ,1 G
3ab—l—§ab ab—i—ﬁb.
Podamy teraz rozwigzanie dwu przykiadéw bardziej charakterystycznych.

5.1. Plyta kolowa wspornikowa obeigzona rownomiernie (rys. 18).
‘W tym przypadku energia potencjalna obcigzenia jest rowna [por. wzory
{1.8) oraz {5.1}] '

(55) Eim—2uq A frlr—b)—4—b)—bF + 6a—VF Gr—b]ldr
: b
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lub po wykonaniu cdpowiednich przeksztalcert
(5.6) | Be=—2nqL A,
gdzie przyjeto oznaczenie |

(5.7) Lz%ae—»&cﬁ‘b—l— 7a4b‘2—%6a3b3 + a2 b +§ab5ﬂ %b‘*.

- Zatem jest na podstawie wzoréw (5.3} i (5.6)
(5.8) - 9=162DKA*—2nqL A.
b{ | h

7//// - Pl
_

N == I

Dr/ 7% e _
I m——
. |

] | H
a 1k
o, & L
———C—-J_Tt _____ : i — —

o Gw—i——-q
b 2h

Rys. 18
Uwzgledniajaé warunek (1.7) otrzymuje sie warto§¢ parametru A réwng
{5.9) . A=_——1.

Wobec tego ze najwieckszego ugiecia nalezy oczekiwaé na swobodnym:
konturze piyty, tj. dla r = g, otrzymujemy w tym miejscu

(5-10) anax=3A(a4“ﬁ4a3b+6azb2"_4:ab3+b4).
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Przyjmijmy dla przykladu, Ze érednica 2b stupa, na kidrym zawieszona
jest plyta, wynosi polowe Srednicy plyty oraz ze jest » = 4. Wowcezas
otrzymuje sig
qat

(5.11) wtnax:ﬁ"D

0,28.
Wartosé ta rozni sie o 3,5% od wartoécel ugiecia maksymalnego, obliczo-
nej w sposob $cisly {w tym przypadku wspblezynnik liczbowy we wzorze
(5.11) jest réwny 0,29]. Gdy érednica 2b staje si¢ rowna zeru, WOWCZES Po
obroceniu rys. 18 otrzymuije sig przypadek przedstawiony na rys. 20a,
jezeli przez P oznaczyé catkowite obeigzenie plyty. Przypadek ten odpo-
. wiada obecigzeniu stopy fundamentowe]j okraglej sitg skupiona P, gdy odpbr
podioza traktowany jest jako réwnomiernie rozlozony wzdiuz cale] po-
wierzchni spodniej plyty. Otrzymuje si¢ wowezas

4
(512) Wmax — gDi 0,092,

Wartosé ta rozni sie o 5,2%, od
wartodci Wwar obliczonej w sposob
Scisty (wspolczynnik liczbowy wy-
nosi w tym przypadku 0,097).

5.2. Plyta kolowa wspornikowa
poddana obcigzeniu réwnomiernie
rozlozonemu na ‘obwodzie plyty
(rys. 19). Energia potencjalna sit
zewnetrznych jest w danym przy-
padku réwna '

e €, bt

©(5.18) E,= — Pw(a)=— 3 PAM, - |
gdzie przyjeto nastepujace ozna- Y SR
czenie: IS R
‘ b -2t ¢
-(514) M==g'-—4a®b+ g a
: Rys. 19

4+ 6a2b2-—4ab® 4 bt
Wobec tego energia potencjalna ukiadu jest réwna [por. wzdr (5.3)]
{5.15) 3=16aD4K—3PAM.

W dalszym ciagu, uwzgledniajage warunek (1.7), otrzymuje sie wielkosgé
parameiru A rowng
3PM
T 322DK
d - 25

(5.16) | A




" otaz 'w miejscu r = a wielko§é ugiceia maksymalnego

_ apME
(517) Whay =— 32—J’T:D_K B
Zatdimy dla przykiadu b = /2 oraz v = Y. Wowezas na podstawie

wzordw (5.4), (5.14) oraz (5.17) otrzymuje sie

! Pg?
(6.1 8) . Wgx = mﬁ 1,

63.
- Warto$¢ wspotezynnika liczbowego w powyZSzym wzorze wynosi dla wzo-
ru Scistego 1,65. Zatem biad uzyskanego przyblizenia jest nieco wiekszy
od 1,20/,
Gdy $rednica 2b staje sig réwna zeru, otrzymujemy przypadek gra-
niczny przedstawiony na rys. 20b (w polozeniu obréconym w stosunku
do rys. 19). Przypadek ten odpowiada
gP ptycie kotowej opartej swobodnie na ob-

a wodzie i obeigzonej w §rodku sita sku-
L i e piong P. Zostat on rozpatrzony poprzed-
f f ri I i F i ﬂ T} nio przy omawisniu szczegOinych przy-
' : padkéw przykladu 2.2 [por. wzér (2.12)].
L‘”*‘_*_"?a — 1 W danyrn razie dla » =Y, otrzymuje
5 EP sie na podstawie wzory {5.16) przyjmu-
Y ey 19C D=0
a G 4 T 5.19) _‘_.f P_ag 135
. 2a (®. e = D 53 °
\_‘_ﬁ. 3 .
Rys. 20 Przeksztalémy wyrazenie dia Scistej
wartosel ugigeia (przy »==1/)), przedsta-

wione przez pierwszy czynnik wzeru {2.12), do postaci pedobnej do (5.19).
Otrzymujemy wéwezas scisly wartosé ugiecia réwng ' ’

Pa® 13
(520) wnlm,\' - Tﬁﬁ;‘a *5- .
- Wyrazenie przyblizone (5.19) dlawy, otrzymane przy zatozeniu powierzch—_
ni ugiecia plyty wedlug wzory (5.1) rézni sie zatem od Scistej wartodei
ugigeia maksymalnego (5.20) o 1,9%. Poprzednio stosujac w praykladzie
2.2 zalozenie (2.1) otrzymaliémy blad kilkakrotnie wielkszy.
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6. Plyty prostokaime ™ = .

(rys. 21). Przedstawimy wyrazenie dla energii sprezystej odksztatce-
"nia (11) w postaci nastepujacej: - '

D atw\? [P w\?
61 E=7g f f“ﬁ,?) + (azf) +
oo
02w ¢*w gt w\?
Gy e ) | =

2y i O L2l q)(axa'yk) ]d:cdy.
Stosujace przyieta poprzednio analogie pomiedzy ugieciem belek 1 ugig-
clem plyt zalozymy, ze plyta ugina sig wzdtuz linii rownoleglych odpo-
wiednio do osi x i y tak jak belka wolnopodparta 19). Zatem ugigcie pasm
plyty rénolegtych do osi ax przedstawia w obranym ukiadzie wspolrzed-
nych funkeja [por. wzbr (2.1)]

(6.2.1) w, = A, (@ —6a’x® -+ 5a,

zad ugiecie pasm réwnoleglych do osi y funkeja

(6.2.2) Wy == Ay (yt—6b y* + 5b%).

T.gczac oba powyzsze WZOry obieramy powierzchnig ugiecia plyty w po-
staci : : _

{6.3) = A(x'—6axt+ 5at) (y* — 62y 5B,

gdzie A jest nieznanym parametrem, ktory wypadnie wyznaczy¢ 1y,

‘Obliczamy kolejno calki sktadnikéw funkeji podeatkowej We Wzorze
(6.1). Otrzymuje sie wowezas po prostych przeksztakc’eniach:

e b R
(6.4.1) J =4 I l (%—%) dxdy = 3870,72a° b’ A2,
&x i
v
(6.4.2) JZ'::LJ [(73—;0) dx dy = 3870,72d" b* A%,
) '
4 e 7
Cw 07 TRT A%
(6.4.3) J, _.41[. I e s Ay == 3864,96 0 v A,
¢ 0

19y preypominamy, Ze zalozenie to nie oznacza bynajmniej, ze plyta trakiowa-
na jest jako taktyczny zespot krzyzujgeyeh sie ibelek; por. uwagi podane w p. 1.

1y W szezegblnym przypadku plyt prostokatnych refoda ugzyta w niniejsze)
pracy doprowadza do zatozenia Ritza {6.3), identycznego z zalozeniem przyjetym
przez A. 1 L. Fépplow, por. [4]
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} » “7 : 07w \* THYT A2
(6.4.4) o J4=ff(m) dmdy=386l0,48a b? A%
: e 0

Zastepujac wspblezynniki liczbowe wystepujace w powyzszych wzo-
rach jednym wspélezynnikiem Srednim 3865 otrzymujemy nastepujgea
przyblizong wartosé E,: :

{6.5) , Es==1933a® b’ (a® - b2)2 D A2,
Przedstawmy teraz energie potehcjalna obcigzenia w ogolnej postaci
(66) E.=-—AM,

gdzie M oznacza dla danej piyty wyrazenie zaleszne od rodzaju obciaze-
nia. Wéwczas energie potencjalng ukladuy przedstawia wzor

(6.7) = 1933 e° b® {a® - bPDA*— A M,
z ktérego przy uwzglednieniu warunkuy {1.7) otrzymuje sie wartosé WSpOt-
czynnika A réwna
Ao M
 3865a°b°(a + B2iD

(6.8)

Dla obliczenta ugiecia plyty wystarczy zatem znaé wartoge wyrazenia M.
6.1. Plyta prostokatna oparta swobodnie na obwodzie i poddana dzia-
taniu obcigzenia réwnomiernie roztozonego (rys. 21b). Wyrazenie M we

¥ : .
24 - I —) '—-r:h;-
2b- 0 -l _ g
L L =
a b
ST TTTIT
AN
Rys. 21

wzorze dia energii potencjalnej obeigzenia przyjmuje w 'danyrn przyp‘ad—'
ku nastepujacg wartosé: - '
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_ . q

(6.10) A= 10,0106 (5 “poas
iw daisﬁym ciggu najwigksze ugiecie w Srodku piyty (¢ =y = 0) wed-
tug wzoru (6.3) jest réwne, przy zalozenmiu v = 310,

o 0,18gB* .

(6-11) Wmas = FF (A F 2a® | d)’

gdzie przyjeto oznaczenia: B = 2b, a = b/a.
Oznaczmy symbolem f wyrazenie

0,18
(6:12) oy
Tablica 1 - :
\1\\ 8 Wedhug Wedtug wystqpu]jacg we wzorze (6.11), Wartosc 1.:e-
™ \\ wzord (6.12) | Poradnika(s] 89 wyrazenia, zalezng od stosunku wymia-
- véw phyty, przedstawia z dokladnoscig do
;1 g’g: g’gg - dwoch znakéw dziesigtnych tablica 1, w kto-
2/ 2 O:U 0:12 rej dla pordéwnania przytoczono wartosci
3 0,13 0,15 wyrazenia, odpowiadajacego wepblezynni-
oo 0,14 0,18 kowi f, wedlug Poradnike Mechaniki Tech-
— ——  ‘micznej [5].

Jalk widaé, rozbieznogci pomiedzy obu kolumnami wartofcl wspodlezyn-
nikéw f, zwlaszceza dla mniejszych stosunkéw a ; b, nie sg zbyt znaczne.
6.2. Plyta prostokatna oparta
swobodnie na obwodzie i poddana - 20— -
dziataniu sity skupionej w $rodku ] '

phyty (rys. 22). W danym przypad-

ku jest 2 b op a

(6.13) M =25a*b*P

i w dalszym ciagu wedlug wzoru p
(6.8) | 1
_5 P - '

T 173ab(a’ + 07D’ Rys. 22

(614 A

¢ 29,




wieksze ugiecie w srodku plyty (x =y = 0) jest na pod-
(6:3) éwne, przy zalozeniu » = 1/s,

1,83a*b® P
Winay ==

LU g ar i

~ Dla pltyty kwadratowej (b = a) otrzymujemy z powyzszego wzoru
warto$é najwiekszego ugiecia ‘ ‘

. Pa?
(616} Winay = 0,47 TE%,

ktora niewiele rézni sie od wartogei uzyskanej przez A. i L. Fépplow,
[4], i réwnej 0,46-0,48 w zaleznogei od przyjetego sposobu obliczenia.
6.3. Plyta prostokatna oparta

o 2a - swobodnie na obwodzie i pod-
——— dana dzialaniu obeigzenia cig~
‘ —] glego, wrzrastajacego liniowo w
2 - : :_—:..:i\ kierunku diuzszych bokéw ply—
— R ty {rys. 23). Obcigzenie g, na jed-
L Y nostke powierzchni plyty w ukka-
dzie osi wsplirzednych, obra- -
¥ nych jak na rys. 21, przedsta-
g : wia nastepujacy wzér:
. HHLH“”“ 1 :
E/ o oAl L .
AN ' AN 6.17 o= L (x + a).
Rys. 23 . ( ) e 2a( e

‘Wyrazenie, oznaczone poprzednio przez M, we wzorze dla energii poten-
cjalnej sit zewnetrznych przybiera w danym przypadku postaé

ab ’
(6.18) M:Z—qa ff(;r—}—a}(ac‘*wﬁa”xzﬂ{—5a“)(y"—6b2y2+5b4)dxdy

g

lub po wykonaniu catkowania

(6719) M ="

25abq.

Obliczamy wspolczynnik A wystepujgey w zatozeniu R itz a na
podstawie poprzednio wyprowadzonego wzoru (6.8). Po uwzglednieniu
wartoSel M wedlug wzoru (6.19) otrzymuje sie

_ q(1-—%
(6.20) | A= 0,064 5 o5 M
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Wobec tego ugiecie w &rodku plyty jest réwne [por. wzdr (6.3) pfzy zalo-
zeniu x = y = 0] - '
0,099 (1 —+») B*

(6.21) Wr T ES(+2a+ o)’

gdzie, jak poprzednio, przyjeto oznaczenia: a = b/a oraz B = 2b, Przy za-
lozeniu » = %1 wzér powyzszy przybiera nastepujacs postac:

: 0,09 g B*

6.22 Wy = —— S

( ) EF(Q+2a+ b
. Tablica 2 Wartos¢ tego wyrazenia bedgcego funkcia

}\ # Wedlug Wedtug stosunku wymiaréw plyty przedstawia dla

= \\ wzoru (6.22) | Poradnika [5] roznych stosunkow a/b tablica 2, w ktorej
] | 002 002 dla poréwnania podanc réwnocze$nie od-
9 0:06 _ 0.06 powiednie wartoéci ugiecia wedtug Porad-
3 0,07 0,08 nika [5]. _ __
4 0,08 0,09 W tablicy 2 symbol § oznacza jak w

przyktadzie poprzednim iloraz qB*/ES°.
0.4, Plyta prostokgtna oparta swobodnie na obwodzie 1 poddana dzia-
taniu czterech réwnych i symetryeznie rozstawionych sit P/4 (rys. 24).
Przyimujac wymiary jak narys. 24 obliczamy czeéé wyrazenia dla energii
potencjalnej obecigzenia oznaczong poprzednio przez M fpor. wzdr (6.6)]:

Yy

623 M—8 apip, N 2a !
‘ 27 . ,
| AN ol e 1
Wobec tego parameir A przed- ,, ; ! pE «
stawiony wzorem (6.8) przybiera 1R I
nastepujaca wartosé: 1
¥

(6.24) A=

_ 4s P | N N

T 104355 ab(e* + bPD 1& 7 s Ajv\ﬁ

» - Rys. 24

Na podstawie wzoru (6.3),
przyjmujac w tym wzorze x—1Y = 0, obliczamy najwieksze ugiecie w Srod-
ku plyty

3 b5 P
(6.25) Woas — 8

W FHPD’
Przyjmijmy, ze w pewnym przypadku szezegblnym jest stosunek wy-
miaréw plyty rowny a/b = 43 i oznaczmy szerokost piyty 2b przez B.
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Wowezas ze WZoru (6.25-) otrzfrmu,j-e sie nastepujaca, oczywiscie jak zaw-
sze przyblizong, warto$é ugigeia maksymalnego

P
D

(6.26) V wﬂlﬂl’

Wartos¢ ta rézni sie niewiele od wartoéel ugiccia obhczonej przy uzyciu
rachunku réznic skoficzonych przez K. Beyera, [6] )

2
(627) ’ 'U.Jmat 0 007 EDE

6.5. Plyta prostokatna oparta swobodnie na obwodzie i poddana
dziataniu sily skupionej P przylozonej mimosrodowo (rys. 25). Przyimu-
jemy wymiary jak na rys. 25. Warto§¢ parametru A obliczona w przy-
kiadzie poprzednim [wzér (6.25)] nie ulegnie w danyrm przypadku zmia-~
nie. Zatem na podstawie wzoru (6.3) otrzymujemy wartosé ugiecia
w . miejscu przylozenia sily réwng ’

0,06a2t° P
2a ) —"i "
a
T2 Zalézmy, ze jest ~
‘14 L v, 2e jest w przy
2 F ¥ padku szezegdlnym a/b=Y/,.
) f : Wéwezas przyjmujac ozna-
czenie B==2b olrzymujemy
P .
B2p
N 7 % A
FAN - AN - - .
Rys. 25 7 lub, jezeli poprzesta¢ ha dwéch
znakach po przecinkuy,
(6.30) w0 BR

D

"1 Formalnie rzecz bilorac réznica jest mniejsza (odpowiednie wspélezynniki
liczhowe wynoszg bowiem 0,0077 oraz 0,0073), jednakze czwarta cyfra po przecinku
jest nilewatipliwie przy uzyciu obu metod niepewna. Nalezy zwrocié uwage, ze meto~
da razmc skoficzonych, dos¢ zreszta zmudna w danym przypadku pod wzgledem ra-
chunkowym, doprowadza rowniez do wynikéw przyblizonych, podobaie jak meto-
da Ritza. Slusznie jednak pisze w tej sprawie K. Be yer: «Zastosowaniu teorii
zginania w przypadku dowolnego obcigenia i oparcia plyt.. stoja na przeszkodzie
trudnodci matematyczne, Zadowalamy sie zatem w tych razach z reguly rozwiazania-
mi przyblizonymi, zwlaszeza ze zaloZenia dotyczate fizykalnych wlasnoSel mate-
rigtu i spesobu oparcia nie sa w Zadfnej mierze dokladnie spelnione», [6], str. 680.
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K. Beyer, [6],olrzymal w danym przypadku wspoélezynnik licz-
bowy 0,010. Wypada uznaé, nie bez podstaw, Ze metoda réznic skohczo-
nych zastosowana przez K. B ey er a doprowadza w ogélnosei do
rezultatéw dokladniejszych, jednakze prostota rachunkéw i szybkosé
uzyskania wynikdw konicowych sa w metodzie R itz a niewatpliwie
znacznie wigksze 13),

6.6, Plyta prpstokatna oparta swobodnie na trzech krawedziach
i poddana obcigzeniu réwnomiernie rozlozonemu (rys. 26). Przyjmujemy
wymiary plyty oraz ukiad wspélrzednych jak na rys. 26. Stosujac przy-
jeta poprzednio analogie pomiedzy ugicciem plyt i ugieciem belek zalo-
zymy, ze plyta ugina sie wzdiuz linii réwnoleglych do osi y jak belka
wolnopodparta, zaé wzdtuz linii row-

nolegtych do osi x jak belka wspor- 7 ' Y
' nikowa (chociaz w istocie wzdiuz kra- 0 o
wedzl pokrywajacej sie z osig y piyta z - X
jest oparta przegubowo, a nie utwier- z 7 I
dzona sztywnie). Wobec tego ugiccie / Z —
pasm plyty rdownoleglych do osi y // -
przedstawia w  obranym ukladzie 7 " 2
wspblrzednych funkeja  [por. wzér .
(6.2.2), w ktorym nalezy zastapi¢ y B
przez y — b/2 oraz b przez b/2] 7 ' 7 %
(6.31.1) w,— A, (y*—2by* +bPy), |,
a ugiecie pasm réwnolegtych do osi b kg
x funkeja [por. wzér (5.1) przyjmujac ‘

w tym wzorze b=10, c=a oraz

1= UL

T 777 777 ¢
(6.31.2) w, = A, (x' — X :
Rys. 26

—4ax® 4+ 6a®x?.

f.aczac oba powyisze wzory obieramy ksztalt powierzehni ugiecia plyty
w postaci

{6.32) w:A(m"—tlastrﬁa?‘ )y —2by* + By

Obliczamy energie odksztalcema sprezystego na podsftawie WZOru
{6.1), wykonujac kolejno catkowanie Wzgiedem zmiennej x {w gramcach

¥y Dla poréwnania: rozwigzanie przykladu 6.5 zajmuje w znanym podreczniku
K. Beyera, [6], blisko cztery strony, w fym szefé tablic.
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'Oé[' .(}'.'.do.'c';:) oraz zmienmej v (w granicach od 0 do b). Po prostych prze-

: ksztalcemach otrzymuje si¢ ostatecznie

(6;33)_ B, =S b* D A* 5,55 at + 0,71 b + (5, 00—583v)a2b"J

Pfiyjmijmy nastepujgce symboliczne oznaczenie dla energii poten-
cjalnej sit zewnetrznych: :
(6.34) ‘ E,=—AK. .

Wowezas z warunku minimum energii potencjalnej uktadu (1.7) ofrzy-
mujemy
K

(6.35) A:—-ﬂz PO DL

gdzie symbol L przedstawia wyrazenie objete nawiasem kwadratowym

" we wzorze (6.33).
Dla obcigzenia réwnomiernego o wielkodci jednostkowej q wspol-
czynn_ik K przybiera nasftgpujaca wartosé:

ab
(6.36) K= qff (! —4lax® + 60 2%) (yf —2by + bPy)dwrdy — %aﬁbﬁq.

Wobec tego na podstawie wzoru (6.35) otrzymu;e sie wartosé parametru
A rowna

(6.37) ‘ A= 9

Mozna przypuszezaé, ze najwigksze ugiécie plyty zachodzi w miejscu
potozonym na srodku krawedzi swobodnej, czyli dla wartodei @ = ¢ oraz
y=b/2. Podstawiajac te wartoSei do wzoru (6.32) otrzymujemy

( }_ 4 i
(338) . Wmax — 160', bt A

1 w falszym ciagu przy uwezglednieniu zaleznosci (6.37)

o 27(1—H7) a'bq
(6.39) w;;nqx — 20 E53 E

Jezeli stosunek wymiaréw plyty bla oznaczyc przez o, wOwcezas wzor '
POWYZSZY przyjmuge nastepujgea ostateczna postaé:

qb* 1,35 (1 —»%)
ES 071a I (5—5837)a +555

(6-40) Winar —
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Obierzmy wartosé wspolczynnika Poissona » réwng- %10 Wow-
czas jest

b!l
(641) : wnm_t:gﬂﬁﬁ;

gdzie przyjeto oznaczenie

) 1,23 : Tablica 3
(6:42) ﬁ* 0,71 a* + 3,25 0" + 5,55 . \\ﬁ \ Wedhig - Wediug
] .« : AN wzoru(6.42) | Poradnike (5]
Wartosé wspolezynnika g dla kilku warto- 0.13 0.14
ici o podano w tablicy 3, w kiorej pomie- Y, 019 ~ | o016
szezono réwnoczesnie odpowiednie wartosci Yo | 0,21 0,17
wedtug danych Poradnike [5}. .

6.7. Plyta prostokaina oﬁarta swobodnie na trzech krawedziach
i poddana obcigzeniu malejgcemu liniowo ku wolnej krawedzi piyty
(rys. 27). Wartoé¢ energil odksztatcenia sprezystego obliczona w przy-

kladzie poprzednim nie ulega juz

‘/// 7 _~~ ¥ -4 w danym razie zmianie. Natomidst
0 ¥ : wspélezynnik K |[por. wzory (6.34)

’ £ 1 (6.36)] przyjmuje inng wartos¢,
gdyz obcigzenie jednostkowe gy
przedstawia funkcje wspolrzednej

7 :§ x, mianowicie
// / a :: T
Z | N (643) qr=g¢ (1 — a)'
:§ Ostatecznie wiec: jest
Z ]

b : (6.44). K:quoj‘(lwa)gxé—
= HIHHH ' —4az®+ 6a2a?)(yt—2byf +
gl S A B B // X | 1

Rys. 27 . . L , + o ydedy =500 g

Obliczamy 7 kolel wartogé parametru A na podstawie wzoru (6.35)
i otrzymujemy ' ‘ :

N . 1 g
(6.45) | A= 5
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Wobec tego wielkos¢ ugiecia maksymalnego [por. wzér (6.38)] jest rowna

| 3(1L— s atbiq
(6.486) 'w‘max - ﬁﬁ_ I -

-Przeksztaicamy powyzszy wzbr, podobnie jak w przykiadzie poprzed-
nim, kladgc w nim a=b/a. Otrzymujemy woweczas

_gb 0,37 (1 — %)
(6.47) Omer = E§ 0,71 of + (5— 5,837) a® 1. 5,55

i w szczegdlnosei dla » =18/,

b4
(6-48) Wingy = %}F ﬁ,
gdzie przyjeto oznaczenie
' 0,3¢

(649) ﬁ_ 0’71 a4 _I_ 3’25 ag + 5,53 .

Obliczamy teraz wartosé wspélezynnika g Tablica 4
kolejno dla wartoéci ¢ réwnych np. 1, alp Wedlugg . chid%ug5 :
Yo 1 Y, Uzyskane wyniki liczbowe po- wzoru{6.49) | Poradnika {5]
daje tablica 4, w kiérej dla poréwnania 1 0,04 0,04

i 5 Shi Y2 0,05 0,06
pomileszczono réwnoczeSnie dane wedtug 1 0,06 oo

Poradnikae [5].

Na zakonczenie wspomnimy jeszcze o jednym zadaniu, ktoérego roz-
wigzanie pozostawiamy czytelnikowi. Dotyczy to zadania plyty kwadra-
towej posiadajgcej symetrycznie polozony otwor
/ kwadratowy (rys. 28); wediug opinii O. Foppla,

// [4], nie zostalo ono dotychezas rozwiazane (mowa
o o o 1933 r.).
Q- / ]; : Przyjmijmy, 7e plyta jest oparta swobodnie na

obwodzie i poddana dzialaniu obciazenia rozlozone-
go réwnomiernie. Wéwczas stosujac dla ugigeia
plyty wzor (6.3), w kiérym nalezy przyja¢ b= q,

1 przeprowadzajge obliczenia analegiczne do obliczeri
' Ryz. ag podanych w przykladzie 4.1, znajdziemy bez zasadni-

czych trudnofci ugiecie maksymalne na brzegu
otworu. W podobny sposdb postapi¢ mozna przy odmiennym sposobie
oparcia brzegéw plyty i admiennym sposobie obeiazenia,
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Peawwmo

ONPEJENEHHE IPUBJMKEHHOTO SHAYEHHH [IPOIMBA ITIACTHHOWK
C TIOMOIIBIO METO/IA PHTIIA

Patora mpepctasager coboll pacmMpenne MeToAa, IIPHMMeHEHHOr0 aBTo-
pom B pafore [1] oTHOCHTENnBHO TPUOIMIKEHHOrO ONpefeneHMA mporuba
TIAACTIHOK. '

DyHRIFK, BLICTYIIAOOMe B Tipeatiocsiike P uripa (1. 6), onpepgens—
IOTCH ITyTEM cpaBHeHus wa3ruba 1racriHOK ¢ M3rubom Oamor (mpuMephI
Taxoro obpaza JeliCTBMA NPHUBEACHERI yike B [4]). Vcnonnzopanue sT0H aHa-
JIOTMH, BITPOUEM HMCTO QOPMATBHO, AeT BOZMOIKHOCTh TIONYYHThL CPABHM-
TENBHO TOTHOE PelieHus yiKe Opu yrnorpedbienny opHol OyHREIMM (MHOro-
uaeHA).

B mepmo# wacTM pafoThl pPacCcMOTPeHLI KPYTJALIe TINACTMHKM OOEpPTHIE
¥ HATPYKEHHBIE OCeCUMMETPUIHO.

B naparpadge 2 npuBeeHEL pelIeHNA A KPYIJLIX IIIACTHHOK, ONEPTHIX
¢cBoBoMHO TI0 KOHTYPY M HATPYIKEHHBIX JMD0 PaBHOMEpPHO TIO BCel CBoeH
riopepxHocTH (dmr. 2), aubo TOXBKO B CBOEH LeHTpaasHOH uactu (dur. 3);
Jasee -— € HATPY3KOH PacHONOIKEHHON 110 KOHIEHTPMTHON OKPYZRHOCTH
(dpsar. 4) murm yMeHbIUAOLEHCH JMHEHHO OT IeHTpa K KpaaAM MAACTHHKU
(dpur. 5).

B mnaparpade 3 paceMoTpeHbl KPYILJbie INIACTHMHKN 3alNEMJCHHLIE IO
KOHTYPY M HAarpy:KeHHBbIC TaKiKe, KAK IJIACTHHKM PacCMOTPEeHHBIEe B Iapa-
rpacpe 2 (dur. 8, 9, 11, 12),

Ilaparpadp 4 zaEMMaeTCA KOJIBIEODPAZHBIMK TIIACTHHKAMM {0IMpaio-
uppcH CBODOEHO MM SAIEMIEHHBIMM) € Pa3sHooOpaSHBIMK HATPY3KAMH
{cour. 13, 14, 15, 16 11 17). .

s pacdera nporuba xosblieobpazHLIX KOHCOJMBHBIX [1JACTHHOK (mapa-
rpacp 5) mpuHarto dbynkmae P mripa B dopme (5.1), T. e Taxkoil xXe,
K8K I HATPYIKeHHO PABHOMEPHO KOHCONBHOM Gankm,
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:ﬁpHBEILEHbI AeralbHble pelenna 60ee XapaKTePHbIX TIPUMEPOE IIpe)i-

*. ‘eraprennsix Ha dour. 18 1 19 :

" Bo propoj gacTyu (HauMHAN ¢ LIECTOr0 naparpada) paccMOTPEHbE HPAMO-

YTONLHbIe NAaCTHHKY, [Js8 KOTOPBIX Apemmocsuika P ur T 11 a TpeAcTas-
nena opmyaoi (6. 3). PemeHHbIe IPMMEpPEl OTHOCATCA K CHCTEMAM Opel-
cranmenmemM ma dur. 215, 22, 23, 24, 25, 26 u 27. CpaBuenne ¢ pelICHMAMHA,

OJIYIEHHBIMKE METOAOM KOHEUHBIX pasﬂom‘eﬁ, [6], upHBOAMT K 3aRJIOYe-

muio (mpumepsi 6.4 1 6.5), T0 XOTA TIoCAe HMI MeToZ Gosee TOYEH, TO HpoO-

CTOTA BBEIMMCJIEHMH 1M CKOPOCTD TOJIYHeHIMA PE3YIHTATOR 10 METOAY P

ma Topasgo Gosbiue. BIpoueM HeT TPUHIMTYANLHEIX 3aTPYIHCHMA AaxKe

IPM PEIIeHUN CJI0XKHEIX IPMMePOE (KaK HAIPMMED TUpPAMOYTOJIBEHAA I1Iac-

THHEA C OTBEPCTHEM, YHIOMAHYTadA B [4]).

Summary

APPLICATION OF THE RITZ'S METHOD FOR APPROXIMATE
CALCULATION OF DEFLECTION OF PLATES

The present paper'is a development of the method used by the author
in the paper Ref. [1], for approximate determination of deflection of plates.

The functions in Ritz’s assumption (1.6) are chosen by confronting
bending of plates with that of beams (examples of ‘such procedure have
heen already given in the paper Ref. [4]). Using formally that analogy
it is sufficient to take only one functmn (a polynome) to obtain a com-
paratively exact solution.

In the first part of the paper <:1rcu1ar plates are investigated with
circularly symmetrical supports and loads. _

In Sec. 2 the solution is given for circular plates simply supported on
the periphery and subjected to a load uniformly distributed over the
whole surface (Fig. 2), or its central part (Fig. 3), or uniformly distributed
along a concentric circle (Fig: 4), or linearly dlmmlshmg from the centre
to the edge of the plate (Fig. 5).

In Sec. 3 circular plates are discussed, fixed along the periphery and
loaded in the same manner as in See. 2 (Figs 8, 9, 11 and 12),

See. 4 presents an investigation of cireular plates simply supported or
fixed with one concentric circular hole, loaded in wvarious manners
(Figs 13, 14, 15, 16 and 17).

To calculate the deflections of circular cantilever plates (Sec. 5) the
funétion Ritz’s is taken m the form of {6.1), 1L e. as for an uniformly
loaded cantilever beam. ‘

For more characteristic problems, presented in Figs 18 and 19 detalled
solutlons are given. '
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In the second part (beginning with Sec. 8) rectangular plates are
investigated, for which R1it2z’ s assumption is expressed by Eq. (6.3). The
problems solved concern Figs 21b, 22, 23, 24, 25, 26 and 27. A comparison
with the solution obtained by means of the method of finite differen-
ces, [6], leads to the conclusion [problems (6.4) and (6:5)] that although the
latter method is more exact, Ritz's method involves a more simple and
quick calculation, presenting no major difficulties even in more compli-
cated cases like of a rectangular plate with a hole, mentioned in [4].

Praca zostale zioZona w Redakeji dnia 14 czerwca 1953 »r.






