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Dla uniknigcia mieporozumienn nalezy od razu zaznaczyé, ze chodzi
tu o sile¢ krytyczna dla preta sSciskanego osiowo, poniewaz dla pretow
mimosrodowo $ciskanych wprowadzenie pojecia sﬂy krytycznej frzeba
uwazaé za pozbawione sensu.

Bedziemy zakladali sprezystoéé odksztalcen. Analiza przyblizona Scis-
kania mimosrodowego wykazuje w tym przypadku, Ze strzalka ugigcia
preta pod dziataniem sity krytycznej (eulerowskiej) zmierza do nieskofi-
czonoSci. Niektérzy badacze probuja nawet definiowaé site krytyczng dla
preta mimosrodowo Sciskanego jako taka, przy ktérej ugiecia preta
zmierzajg do nieskonczonosci. Jest to, oczywiscie, podejscie biedne, po-
- niewaz przy duzych ugigeiach dokonane przyblizenia stajg sie niedopusz-
czalne; zreszty, jak stusznie stwierdzaja Huber, JeZek 1 inni, ugie-
cie preta o skonczonej dlugosSci moze mieé tylko wartosé skonczona.

Wychodzge ze $cislego rdwnania rézniczkowego zginania otrzymuje-
- my wyniki w postaci skomplikowanej: zaleznosé strzatki ugiecia & od
sily sciskajgcej P i mimosrodu jej dzialania e wyraza sie funkcjg nieele-
mentarng, powstaty 7z odwrdcenia niepelnej catki eliptycznej; poniewaz
jest to funkeja dwoch zmiennych, wige ujecie jej w tablice jest rzeczg
trudng i niewygodna. Zastosowanie rachunku réznic skonczonych (M u-~
termileh) pozwala obliczyé w tym przypadku strzatke ugiecia, obli-
czenie jest jednak zmudne i nie daje obrazu zaleznofei 6 — f (P,e). Wzo-
Ty przyblizone, pozwalajace zbadaé te zalezho$é w przypadku, gdy sita
P jest bliska eulerowskiej, nie sy podawane w literaturze. Zajmiemy sig
przeto wyprowadzeniem takiego wzoru, zbadaniem jego dokladnosci i ana-
lizg wynikéw. Wzdr ten uzyskamy przez rozwiniecie, w koficowym wy-
niku teorii Scistej, pewnych funkeji na szeregi potegowe i pominiecie
dalszych, malych wyrazow tych szeregow wobec kilku wyrazéw pierw-

szych.
Wyjdziemy ze Scistego réwnania zginania
1 M

w ktorym dla fatwiejszego uwzglednienia warunkéw brzegowych wyra-
zimy krzywizne 1/p przez ugiecie y i zmienng niezalezng s, mierzona po
tuku ugietej osi preta. Mamy wiec :




Wzor ten wyprowadzanp. J a sifiski -Po podstawieniu, stosujac
dla uproszezenia symbolike L agran ge’a otrzymujemy -
. yu M
3 —— =
© | Vi— @) El

‘Przyjmiemy uklad osi jak na rys. 1. W takim razie moment gnacy
M -wyniesie '
4 M=—Puy.
Oznaczajae dla krotkosel

(5) =

otrzymujemy do catkowania réwnanie
(6) _qi e a2 Y.

Réwnanie to nie zawiera jawnie zmiennej meza-
leznej s, wige stosujemy podstawienie

{ Y ==p(y),
¥y’ =pp.

Po scalkowaniu i zmianie znakéw ofrzymujemy

(5 VI P =g @y +C

Stalg C wyznaczamy z Warunku p = 0 dla y=296 + e (utwierdzenie
dolnego konca preta), Otrzymujemy

© \ c=1—2(+ e,
wiec _ _
w Vit p=1—Lera—vl.

Dla dalszego calkowania obliczamy :stad p:




) | p:%%:+‘/1—{1-—%{(6+e)2—~y2}}2-

Wybiera-rhy znak minus, poniewaz z przyjetego ukiadu osi jest wi-
doczne, ze pochodna dy/ds jest stale niedodatnia (y maleje ze wzrostem s).
Po uporzgdkowaniu i rozdzieleniu zmiennych otrzymujemy stad

| —d
(12) Y —ads.

V16 +er—g2] f1— 1 6+ o — )

Otrzymana po lewej stronie calka jest catka eliptyczna, poniewaz pod
pierwiastkiem mamy wyraZzenie czwartego stopnia ze wzgledu na zmien-
ng y. Aby calke te spT-owédzié do postacl normalnej, podstawimy (wpro-
wadzajge nows zmienng @)

{y:®+dmw,
dy=—(@+ e)sinpdep.

Wéwezas réwnanie (12) przeksziatel sie na '

(13)

(14 e —ads.
\/1—*a2 (6 + e)fsiney

4

Warunkiem brzegowym bedzie tu ¥y =4 +e dla s=0, czyli =0 dla
s = 0. Mozemy wiec lews strone réownania (14) scalkowaé w granicach
od 0 do ¢, a prawg od 0 do s, uwzgledniajge w ten sposdh od razu wa-
runek brzegowy. Ofrzymujemy

A . dy —
f\/l—ia“‘(é + e)?sin®y -
0 4

Aby z réwnania tego ofrzymac zaleznost strzatki ugiecia & od sily P,
musimy uwzglednié, ze strzalka ta przedstawia ugiecie w punkcie s = I;

(15)

as,

tzn. ugiecie gérnego konca preta. Musimy wiec podstawié y = e dla

s = I, czyli, jak wynika z podstawienia (13), ¢ = arc cos [e/(6+e)] dla s=1:

arc cos

3+e
d
id =aqal.

(16) - :
b \/1 ——4—a2 (6 + e sin®

Dla uproszezenia tego réwnania wprowadzimy nowe oznaczenia wiel-
koéci bezwymiarowyech: ' '




a 2=y,

e
P 4pPP?
as — P, WEI ™

q k

przy czym przez P, oznaczyliSmy tu sile kiytyczna (eulerowslka) dla da-
nego preta, W takim razie jest

: R
Po wstawieniu tych wielko$ci do réwnania (16) otrzymujemy

‘are ¢os .

. ) d o
(21) - k4 = \m.
\/1 — 16" "m{d-+6)sin®p

Jest to poszukiwana zaleimo$é & = f (P, e), czyli # = J (m, ®), ale’
w postaci uwiklanej F' (m, @, 9} = 0. Rozwiklanie jej w ogoélnym przy-
padku jest niemozliwe bez wprowadzenia nowych funkeji nieelementar-
nych, choé¢ w przypadkach szczegdlnych, dla danych m i ®, mozna z réw-
nania (21) obliczyé ¢ postugujac sie tablicami caltek eliptycznych L e-
gendre’a i stosujge mefode kolejnych przyblizen. W tien sposéb be-
dziemy mogli sprawdzi¢ dokladno$¢ wzorébw przyblizonych, ktére wy- |
prowadzimy w dalszym eiggu tej pracy. :

Aby wyrazi¢ calke po lewej stronie wzoru (21) za pomoeg funkeji ele-
mentarnych, rozwiniemy mianownik w szereg Maclaurina. Bedzie
to szereg typu

(22) Vl—mZI—%m—-—%xz—...

Dla zbadania zbieznosci tego szeregu i oszacowania bledu w przypadku
przybliZzenia np. za pomocg dwu pierwszych wyrazéw musimy ‘przede
wszystkim oszacowaé x. W naszym przypadku

(23) & == llésra m{d -+ &)? sin? qu

Z granic calkowania we wzorze (21) wnosimy, ze




: = =
(24), i cosw_ﬂ_l_@,
ezyli .

2
(25) = @

w takim razie

. o
g T LT R —
(26) 0=sin*p=1 @+ o)
i ostatecznie
A 9296
) I i
(27) | sty =5 gp

Po podstawieniu do (23) otrzymujemy oszacowanie

(28) - x;_:l—lénzm(ﬁuzﬁ@).

Zalézmy, ze bedziemy przyjmowali m ==1,2 oraz @ =0,1, gdyz z wiek-
szymi wartosciami mamy rzadko do czynienia. Zaldzmy dalej, ze bedzie-
my rozpatrywali tylko sfrzatki ugiecia d==0,51, czyli #=0,5. Nie jest to
duze ograniczenie, poniewaz, jak wskazuje np. Southwell, dla preta
osiowo Aciskanego mamy zawsze 9 ==0,8 (dokladniej 0,8063), a w przypad-
ku sciskania mimosrodowego przekroczenie iej warfodel jest nieznaczne,

W takim razie

(29) o= 1—16;;2 1,2 (0,25 -+ 0,1) = 0,259.

Szereg (22) jest wige zbiezny. Zastosujemy przyblizenie przy uzZyeiu
dwoch pierwszych wyrazow tego szeregu; blad przyblizenia nie przekro-
czy wartosel ' ' '

9:299) 1 _ 0,007,

B=|y1—0,259 — (1 — >

czyli, procentowo, 0,0097/\/1_30,259-1000/0: 1,1%/;. Przy uczynionych wy-

zej zalozeniach mozemy wiec z bledem nie przekraczajacym 1,1°/, napisaé’

e
(30) \/1—1167:2m(z‘}—}—@)2Sin21p:1—?3;j—b(t9—l—@)ﬁsin2zp.

Po wykonaniu calkowania blad nie zwickszy sie, lecz nawet ulegnie
zmniejszeniu, bo przy szacowaniu przyjeliSmy najwiekszg wartodé sin® .




Oznaczajae dla skrocenia
ntm .
(31) _ a5 @+ 6) ==

i korzystajgc z przyblizehia (30) napis{z'emy'.-réwnanie (21) w postaci
(32)

Teraz mozemy juz wykonaé calkowanie. Catka nieoznaczona wynosi mia-
nowicie

(33) \ f dy__ ! arctg (V1 —a tgp).

1 wasmaqp V1i—a

Wstawienie granic wymaga obliczenia wartoSei tg {arc cos [®/(@ +0)]}.

Otrzymujemy
~ ' : Vo + 0y — @2
(34) - tgf(are COSﬁJr@) 9 .

Gdy sita dzialajaca jest bliska krytyeznej — a zajmujemy sie tym
‘wiasnie zakresem zmiennodci sity — strzatka ugiecia jest duzo wigksza
od mimosrodu; mozemy wiec nie popekniajac duzego bledu opusci¢ w licz-
‘niku wzoru (34) @ wobec (# +.6)°, piszac w przyblizeniu

2] ) 1‘}+6‘
i+e " 6

(35) ’ tg (arc cos

Wstawienie dolnej granicy calki (32) daje w wyniku zero, zafem

(36) _ vliaﬂctg \/l—aﬁ+@ ﬂﬁ\/f
37 g (% ymyi—a ="V,
ey eglia—vmyT—al =211

Przy uczymonych wyzej zaloZzeniach latwo oszacu]emy wielkos¢ a:

95_12

a = ('9_|__@)2< 3“'2““—062=0133

Zatem 0,93 =y1—a=1, a poniewaz badamy obszar-sity krytycznej, czyli

8




przyjmujemy m bliskie jednofcei,-to argument cotangensa jest bliski zera.
Mozemy przeto zastosowaé przybliZenie

: 1
{39) clg x = o
tzn. napisaé
(40) ‘ R s N

Fatwo, spravﬁdzié, ze przyjmujge m > 0,9 popelniamy tu blagd nie
wiekszy od 2%,.
Rownanie (40) mozemy prze-pis.aé w postaci

(41) 327,19—}—@ \/1—a—\/m(1-——a)

ale stwierdziliémy, Ze a== 0,133, wiec z biedem nie przekraczajacym‘ﬂ,?s%
mozemy napisaé

(42) VI—a = 1~%

Po podstawieniu do (41) i uporzagdkowaniu otrzymujemy

@3 —g_f’ﬁ@ [(2Vm—1)a+ 2{1—ym)] —

Podstawiajac wreszeie a ze wzoru (31) i Dznaczajac dla skrécenia
(44) O+ E=u
otrzymujemy réwnanie trzeciego stopnia ze wzgledu na u:

64 (1 — \'m) " 1286
2ym—1) Am@m—1)

(45) u? -

Rownanie to stanowi rozwigzanie zagadnienia, ‘poniewaz oblicza-
jac z niego u = u (m, ®) mozemy na podstawie (44) napisaé wprost
9 = u(m, B} —®H, czyli otrzymaé szukang funkcje @ ==9{m,H). Rozwigze-
my je najpierw w przypadkach szczegélnych. '

Jezeli ® =0, tzn. e==10, sila dziala osiowo i mamy do czynienia z wy-
boczeniem. Wiedy u==49 i réwnanie (45) przybierze postaé

64(1—ym)

a2m (2 ym— 1)

=10

@48 9+

8.




RéWn’anie to ma zawsze pierwiastek # = 0, gdyz przy osiowym $cis-
kaniu preta prostoliniowa jego postaé jest zawsze postacia rownowagi
(cho¢ nie zawsze stateczne]). W przypadku gdy m > 1, tzn. gdy sita prze-

kroczy wartosé krytyczng, isinieje jeszeze drugi dodatni pilerwiastek
rownania (46), mianowicie

. : 8 v 1
: =4/ YT L
#7) : TY m2ym—1)

OtrzymaliSmy wiec przyblizony wzdr na strzalke ugiecia preta osio-
wo Sciskanego, ktéry ulegl wyboczeniu. Stosujac w mianowniku tego
wzoru przyblizenie m =~ 1 dochodzimy do znanego wzoru Poesch a,
ktéry cytuje np. Huber w [1]:

(49) | b=\ 1.

Nalezy podkreglié, ze wzoér (47) jest duzo dokladniejszy od wzoru
Poeschla.

Bardziej interesujgcy bedzie dla nas przypadek, gdy w réwnaniu (45)
zalozymy m = 1; otrzymamy bo-

,;;?fé' wiem wiedy zalezno&¢ ugieé preta,
08 - A majdujacego sie pod dziataniem
L sity eulerowskiej, od mimogrodu
05 /,/ dzialania tej sity. Po odpowiednim
/ A podstawieniu réwnanie (45) przy-
04 z/ bierze postaé '
(49) —12;@:0,
0.3
/ skad
3
o 3
02 (50) w = %/2\/@,
y oraz e
42— .
. g (51) -=—‘/~\/@—@:
2 0.05 a1 ! T .
Rys. 2 — 1,604 {6 —6.

Otrzymali$my bardzo prosty wzér, ktéry ponadto odznacza sie wysoks
dokladno$cia; np. dla @ = 0,1, a wiec dla mimosrodu stosunkowo duze-
go, otrzymujemy J = 0,645, wowezas gdy dokladna wartoéé, obliczona
z rownania (21) po zmudnych rachunkach, wynosi & = 0,640; blagd nie

10




przekracza zatem 1%. Rysunek 2, obrazujacy zalezno§é (51), wskazuje
dobitnie na to, jak wielkie ugiecia wywoluje sita eulerowska nawet
w przypadku niewlelkich mimoérodow jej dziatania.

Rozwigzanie rownania (45) w przypadku ogélnym jest trudniejsze, po-
niewaZ wyrdinik jego moze byé zaréwno dodaini, jak i uj-‘ei’nny. Wy-
roznik ten wynosi

(52) A:{ 640 ]2+, 64(1%@’ ]3.

| 7% m (2 Y'm— 1) 3mEm{2ym—1)

Stwierdzamy, ze jest on zawsze dodatni w przypadku, gdy 0,25 <<m <<1, '
a moze byt réwniez dodatni, gdy m =1, jezeli tylko mimosréd @ jest
dostatecznie duzy. Wiedy ze wzoru Card an a mozemy obliczyé war-
toé¢ jedynego pierwiastka rzeczywistego u rdéwnania (45). Stad strzatka
ugiecia jest rowna

3

g4 U641 —yYm)P
(53) | 7 \/m(2\/m—1) [\/Q+\/ 27m (2ym—1) -
e bai—ymy |
+V@ \/@ + 27 m (2 ym—1)

08 .

. ]
/ // \wﬁ”@m@ )




- Jezeli natomiast Wyréinik (52) jest ujemny, co ma miejsce przy si-
lach przewyzszajacych krytyczng i bardzo malych mimoérodach ich dzia-
lania, réwnanie (45) nie daje si¢ rozwigzaé¢ w ogélnym przypadku i tyl-
ko dla dany'ch m i @ mozna z niego obliczyé u, stosujac podstawienia
irygonometryczne.

Rysunek 3 podaje zestawienie Wymkow w postaci Wykresu funkeji

9 = f (m, @), przy czym m przyjeto za zmienng niezalezng, a # za para-

metr. Wykres ten stwierdza dobitnie, ze pojecie sily krytycznej, nie-

zwykle wazne w przypadku osiowego $ciskania pretéw, nie moze byé
wprowadzone w przypadku Sciskania m1mosr0dowego

Literatura cytowana w tekScie

[1] M. T Huber Stereomechanika techniczna, i III, P.Z.W.8, Warsza-
wa 1951,

[2] F. 8 Jasifs ki Izbrannyje raboty po ustojcziwosti szatych stierinied,
Gostiechizdat, Moskwa-Leningrad 1952.

[3] K. Jesek, Die Festigheit von Druckstdben aus Stahl, J. Springer, Wie-
denn 1937,

4] J. Mutermilch, Zastosowanie rachunku roznicowego do obliczeh apar-
tych na $cistym réwnaniu odksztatconej, cz. III/I mat. nadesl. na Zjazd Nauk
PZITE w Gdansku, 1-4 XIT 1949,

[8] A. Pflugex Stabilititsprobleme der Elastostetik, J. Springer, Berlin-
Getynga-Heidelberg 1950

(6] E. P. Popow, Nieliniejnyje zadaczi statili tonkich stieréniej, Gostiech-
izdat, Moskwa 1948. )

[7} R.V. S ou th well Wuwiedienje w tieorju uprugosti, ttum. z ang., Mo-
skwa 1948, .

[8] F. Szelaggowski, Wplyw sily krytycznej na stateczroic pretéw zgina-
nych lub Sciskanych mimosrodowo, nakl. Przegl. Techn,, Warszawa 1927. '

PezwmMms

[IPOIMB CTEPSKHY C3RMUMAEMOTO BHEUEHTPEHHO
MO0 DEMCTBHEM KPATHYECKOM CHMbI

' PesynpratoM NpubGIKMKEHHOTO aHANM3a BHELEHTPEHHOTO CKaTHA fB-
ngercs BO3pacTaHWe CTPENKM nporvba po OeCKOHeYBOCTH Noy NeHCTBHEM
RpUTHYECKOH cunbl (cunel D#nepa). BT0, OYEBHAHO, omHbOuHEI pe-
3ynbTaT, O UeM H YIOMHHAIOT MHOTHE HCCIIENoBaTelH. HCXO,ELH W3 TOHHO-
ro ypaBHeHHs ynpyroif NMHWH, FONy4aeTcs pPEe3YNbTaT, BRIPAMEHHbI He-
BneMeHTapHON QyHRUMeH [BYX NepeMeHHbIX, BaTPYﬂHHTEHbHOI/I npv Ta-
Genspusanm,

PaGoTa NpUBOIUT BLIBOL MPUOIMKEHHOH opMyJisl, NpencTapisiomen
3aBMCHUMOCTE NPOrubOB CTEP:RHA QT 3HAYEHWH cwUMalwerd cunbl P v eé
SKCUEHTPHCHTETA €. [Tonyunts Taryiw ¢opMyny BO3MOKHO, HCXOIA W3
TOUHOTO ypapHEHMS, pasnaras B KOHEYHOM Pe3yNbTaTe HEeKROTOpble (yHK-
UMM B WX CTENEHHKLe penbl M npexebperas panbHERIIMMH ‘WICHAMH 3THX
DHLOB, MalblMM MO OTHOLIEHHWIO R IEDPBhIM.
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| Hcxons us ofwero ciyyad, paBoTa aHaiM3MpyeT 4YacTHbIE CIyuau:
(1), e=@Q (npomonsuwiii M3rn6 mop nelictBHem ocesolt cunbl), u {2), P =Py
. (nporuf CTepsRHY, CHMMaeMOro BHEUEHTPEHHO Noj AeHCTBUeM KpHUThyecs
- ko#r cunbl). CreypanbHo B TIOCNeAHEM Cyyae MONYYaerTcs OYeHb MPO-
cTad, ¥ BMECTE C TeM TOuHad, NpHOIMIKEHHAs (OpMyna; Bblpamaouias
3aBMCHMOCTE NMporufa OT BeNHYHHBLI 3KCUEHTPUCHTETA.

B 3arniovenvie paboTa NOKashiBaeT, YTO B Clyuae BHELEHTPCHHOIO
. CiKaTHs HeT CMbIC/a BBOOWTH NOHATHE RPUTHYECKOH cunbl, [oBops 0 Kpu-
- TMyecKolt cune mud HEROTOPOFO CTEPKHH, MOMeM [oLpa3yMeBarb TOJb-
ko cuny Dinepa, 3TO 3HAYMT CHIlY, KOTOpas 6bina Gbl XPUTHUECKON
B C/lydae OCEBOr0 CHaTHd.

Summary

DEFLECTION OF A SHAFT COMPRESSED ECCENTRICALLY BY MHE
CRITICAL FORCE

An approximate analysis of ecceniric compression indicates an infi-
‘nite increase of deflection under the action of the critical force. This
result is evidently erroneous, which has been pointed out by many inve-
stigators. Starting from the exact equation of the deflection curve, we
obtain a result in terms of a non-elementary function of two variables,
difficult to be represented by means of tables. :

The paper presents the ‘derivation of an approximate formula, expres-
sing the dependence of the deflection upon the compression force P and
its eccentricity e. The formula is based on the exact solution, certain
functions being expanded in corresponding power series. The first few
terms are accepted, others neglected as small,

Starting from the general case, an analysis is given of the particular
cases of e == 0 (buckling under axial load) and P = P, (deflection of
a beam compressed eccentrically by the critical force). In the last.case
we obtain a particularly simple and exact formula for the deﬂectlon in
terms of eccentricity.

It is shown that in the case of eccentric compression the concept of
eritical force has no reason. Speaking of the critical force of a certain
shaft, the Eulerian force alone should be meant, ie. the force which
would be critical in the case of axial compression.

Praca zostala zlozona w Redakeji dnie 1 marca 1953 r.






