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ROZWIAZANIE ZAGADNIENIA PLASKIEGO TEORII'SPREZYSTO§CI
W UKLADZIE WSPOLRZEDNYCH PROSTOKATNYCH '

w iﬁnej pracy mojejl) zostalty wyprowadzone ogdlne wzory okrefla-
jace wartoscl naprezen 1 przynaleznych przesunieé w postaci nastepu-

jacej *):

(1) 2Xy + X —Y,)=—4iz 0" (2)—4if"(2),
(2) Xoob Yy =40’ () + 40i (@),
(3) | po-Fin)=—izo @+ 15 0 e)—if @)

Jako niewiadome wystepuja tutaj w zasadzie iylko dwie funkcje
w’ (2) 1 ' (2), ktére mogg byé okre§lone z warunkéw rozpatrywanego za-
gadnienia. o

Wprowadzajac zwigzki

(4) : o' (=g iy,
(5) o ol =¢—iwy,
6 | Fly—&+iy

i uwzgledniajac je w réwnoseiach (1) i (2) mamy

Y F. Szelagowski, Zagadnienic plaskie teorii sprefystoici w funkejach
zmiennych zespolonych, ARCH, MECH, STOS., t. ITE, T (1951).

*) Oznaczenie skiadowych naprezenia stosowane przez autora pochodzi, jak wia-
domo, od G. Kirchhoffa i A. E H. Lowve'a; uzywane jest w literaturze ra-
dzieckiej I angielskie]. Symbolike te stosuje miedzy innymi rowniez N, I. Muschie=
liszwili, kitéry (w znanym dziele Niekotoryje osnownyje zadaczi matiematicze-
skoj tieorji uprugosti, wyd. III, Moskwa-Leningrad 1949) dal znakomite rozwiniecie
zastosowania teorii funkcji zmiennej zespolonej do zagadnien plaskich teorii spre-
zystofcd, ktére sg tematem niniejszej pracy. Dla -céytelni-ka nieprzywykiego do sym-
boliki L o v e’a podajemy odpowiednie oznaczenia w symbolice T. K &rm & n a:

X, =0, Y, =0, Z,=0,, X Y Z.=7_,. Uwaga redakcji ROZPRAW.

w ¥ Fyx L2 Ty
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AX i T =iy (5

(8) X+ Y, =

W dalszym ciggu z rownosci (7) i (8) otrzymujemy bezposrednio
wartosci odnosnych naprezeh w postaci : .

o £ -

Xvu-Q(eru—:c + az_g_w)’
0 d d£
YH—Z(MHai’ 6$+6x)

S do | 699 o0&
Xy — 2(513 + vy +ay)

Ze wzordéw tych wida¢, ze w ogélnym przypadku wyrazenia dla na-
prezen zagadnienia plaskiego teorii sprezystosci w ukladzie wspblrzed-
nych prostokatnych zawieraja tylko dwie niezalezne funkeje harmonicz-
ne, mianowicie ¢ ‘oraz £.

' O ile chodzi o wartoéei przynaleznych przesunieé » i v, to mozna je
z kolei okregli¢ ze wzoru (3) po uprzednim uwzglednieniu- zwiagzkéw (4),
(5) i (6). Wzbr (3) mozna przeksztalcié nastepujgco: .

(v+%u) —i(x—iy(p +W’)+%";{+

f@ wM@—w%ﬂﬂH%

wobec czego odpow1edn1e wartosei v i u otrzymujemy w postaci

1+3,u

) :--—[—-y:;p+x!p+??+ f(¢dy+wdx)]

(10) [fwwm w~f+ﬁ+3”f@mvwwwn

Jak mozna zauwazyé, sa tutaj cztery funkcgd harrnonlczne @, %, _5

oraz .
Sposrod tych ezterech funkeji tylko dwie sa mezalezne mianowicie

funkeje ¢ i & funkcje y i 9, jako sprzezone z funkcjami ¢ i &, sy okre-
Slone z dokladnosig do pewnej stalej za pomoca ponizszych- wzordw:

. - - a a
(1) - .wmjfﬁhy—ggmy




{12) 7= f (~Mdy dx)

Wobec tego wprowadzajac zaleinoscei (11') i{12) do wzorow (9) i (10)
otrzymamy ostatecznie

v:—-lf{““w% rcf(g(pdy——?-d )+f dx)+ .
# ER T T
A3 u Q. t,‘r) )
+zﬂif”#ﬁ4(@ 7y}
7 1 _ ‘ do Gy A+ 3pu . K
u—;{—x(p J§~y‘[(a dymayd;c)—i—iz_i_# [f(p.dx

—Jeuf ften ojesy

Jak wida¢, we wzorach powyzszych wystepuja réwniez tylko dwie
niezalezne funkeje harmoniczne ¢ i &,

Peszwms

* PELLEHME IJIOCKOH [POBJIEMB! TEOPHH YIIPYTOCTH * |
B TIPSIMOYTONbHBIX KOOPOWHATAX

AsTop npuBOxMT ofuiee pelneHMe NIOCKOH npobnembl TeopuH ymnpy-
roCTH B MPSMOYTOJIbHBIX KOOPAWHATAX, HCNONb3ys $OpMynbl H3 CBOEH
npeapyIed cTaTby, osarnasnenHoil TlpoGnema nnockoidl Teopuu
yopyroctu B GYyHKLUHSX KOMIHJERCHOH nmepeMeHHONH; no-
chiefgHad reyaranack B APX. OPHKIL MEX., Tom I, 1 (1951).

Résumé

SOLUTION DU PROBLEME PLAN DE LA THEORIE DE L'ELASTICITE
EN COORDONNEES RECTANGULAIRES .

L’auteur présente la solution générale du probléme plan de la
théorie de Vélasticité en coordonnées rectangulaires, en utilisant les
formules de son article précédent, intitulé Probléme plan de Vélasticité
en fonct_ions de variable complexe, ARCH. MECH. STOS. vol. III, 1 (1951).

Praca zostala zlozZone w Redakedt dria 15 paidziernika 1952 r.




O PEWNYCH SZCZEGOLNYCH PRZYPADKACH WYTRZYMALOSCI
TARCZY NIEOGRANICZONE] 7 ODMIENNYM OSRODKIEM
ZARYSU ELIPTYCZNEGO

Badanie stanu napiecia w tarczy nieograniczonej z odrodkiem od-
miennej sprezystosei zarysu niekolowego moze by¢ w teorii sprezystosed
przeprowadzone najdogodniej za pomocy odwzorowania wiernego.

W rozpatrywanych tutaj przypadkach rozwazane bedzie odwzoro-
wanie wierne plaszezyzny 2z otworem eliptyecznym na plaszezyzne
z otworem kolowym przez wprowadzenie funkeji
: m
) S (C):K_(C+-€),
w ktorej

{—pe®,
a parametry rzeczywiste K i m sy okre§lone nieréwnosciami nastepujg-
cymi:

+

K=y,
0=m<1.

Okregowi kota |£| = 1 odpowiada tutaj elipsa ze $rodkiem znajdu- .
jacym sie w poczatku uktadu i z pélosiami ~

a=K(l i m),
b=K(1—m).

Przy danych wartoSciach a i b jest, oczywiscie,

__a+b
K= 9 ,.
me=2—""b

Taty

W przypadku gdy m = 0, elipsa p-rzeksztalea sig w kolo, za§ w przy-
padku gdy m = 1, elipsa przeksztalea sie w odeinek osi x o diugosei 4K
’ zawarty pomiedzy punktami x = & 2K, co oznacza, ze dany obszar w tym
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szezegblnym przypadku przeksztatea sie w plaszezyzne nieograniczong ze
szezeling prosta.

Zasadnicze wzory dotyczace zagadnienia dwuwymlarrowego bedq
mza?ty postaé¢ nastepujgea:

(2) 2Xy + (X — Yu) w] (Cz Yo' (C) ) JF F(C),
1 ) .
(3) Xe+ Yy =5 [P0 + &, @],
(4) L vhi=— e )0 +
i A3 , 1 ,
s | PEwEa ] [FOe @
Po uwzglednieniu zaleznosei (1) otrzymujemy
2K, 11 (Xe— Yy) — K(@1 +7 )«p O—-2L1 1 r@,
' t K (1 — ﬁ)
C2
Xt ¥y — 5 (00 + 2, @],
v-}—iu:—g} (Cl—l— C1)@(® +
i A3 At3p m
Y ap L @1(51)K( Cz)dii—k f O K ( e
y

=P
s I =

=
=
E—

=]

-

==

—

I g

] =
= —
] ——
s [o—0a

i

e

Rys. 1

Po omdwieniu powyzszych spraw podstawowych ~mozna przejéé
z kolei do rozpairzenia zagadnienia pierwszego, do‘tycza‘cego jednokierun-
kowego rozciggania farczy nieograniczone] z ofrodkiem sztywnym zary-
su eliptyeznego (rys. 1).




Okreshmy najpierw przesunigcia dowolnego punktu obwodu elipsy
dla tarczy jednorodnej rozcw;gane] jednokierunkowo.
Odpowiednie przesumgma bedg rowne

(5) Cu= % pK(l -f—m)cos@

I 4 “_P — m)si
{6) _ - V=Y = EK(l m)sin @,

gdyi z zaleznosei (1) wynika, ze jest
z=x+iy=Kl|o{cos® + isin®) + %(cos@‘—isin@)],
skad

== K (Q -+ ":) cos 6,

y#K (9—%)5&1@,
przy -czym dla ¢ =1 jest
x=K(1 -+ m)cos®,

y=K({ -~ m)sin6.

Przesuniecia » i v okreslorie wzorami (5) i (6) mozna napisaé, jak la-
two sprawdzi¢, w postaci zespolonej

s |6+ C)(1+ o)+ o+ cz)(l-“” |

Iub w postaci niece odmiennej

ipK[/1 = m\ 1 m '
- - 1 - _ — 1 —
e lle T Fat (g Ea—a)
gdyz dla punktéw polozonych na okregu kdla o promieniu rownym jed-
nofel zachodzi zwigzek nastepujacy:

(8) | | {4, =1

sz

—v Ftiu=

(7) — vt iu=

W ten spos6b, w wyniku przeksztalcen, ofrzymana zaleznoéé (7) od-
‘powiada warunkom rozpatrywanego zagadnlema
_ Odrzuémy teraz wiadome obciazenie p i do punktéw obwodut elipsy
przyléimy, dla czesci tarczy znajdujgeej sie wewnatrz tej ,elxpsy, napre-
zenia p, lecz odwrotnego znaku; dla czesci tarezy polozonej .na zewnatrz

o
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ehpsy przylézmy iakie naprezenia, ktore spowodowalyby przesuniecia
" odwrotne do okreslonych rownoscig (7), przy czym naprezenia te w punk-
tach dostdtecznie odleglych od obwodu elipsy (teoretycznie rzecz biorac —
dla punktow tarczy polozonych w nieskofczonoscl) nie powinny juz wy-
wolywaé jakichkolwiek przemieszczen tarczy. '
Tak sformulowane zagadnienie rozwigZemy stosujgc wzory przyto-
czone na wstepie.
Biorge pod uwage zaleznosé (8) otrzymamy tutaj dla wzoru wyjscio-

wego (4) nastepujges postaé:
2E

i i A4+ 3p
R @I(C)( Cz)dm f (l———)dC.

© 2 (c ?)(1+0}+(%+%)(1—a)]:—81—(é+m§) o0+

- Zwigzkowl (9}, jak latwo sprawdzic czynia zado$é nastepujace
funkcje :

o) = 4pﬁ[1+a+m( )}Cg—lsf,

Ek —m
; 4 1
. GG =T 14 o b mi—o)l z—,
i -‘ 1
PO=" e m e
m(1%54)—52(3+m)
I— .
| +m (1 —o) — !
gdzie przyjeto oznaczenie
: ﬁ+3,u
=i

Uwzgledniajac powyzsze funkcje o {£),@,({,) oraz F (£), mozna z kolei
z rownan (2) i (3) okrestié odpow1edn1e naprezenia w tarczy (na zewnqtrz
elipsy).

Najwieksza wartoé¢ naprezenia X, zachodzi w punkcie A elipsy -
(rys. 1), tj. dla @ =0, i moze by¢ przedstawiona w postaci nastepujace]:

_p 1 1—o , 1 +o+m(l—o)
o [m+1+a+ 3—o¢ ]

Dodaja-c' teraz na podstawie prawa niezaleznogel dziatania sil i od-
- ksztalcen rozpatrzone wyzej dwa stany obcigzenia tarczy, otrzymamy ja-




ko BéfafeCZny wynik jednokierunkoWe rozcigganie tfarczy z osrodkiem
"Sztywnyrn zarysu elipfycznego.

. “Najwicksze naprezenie rozciggajgce w punkcie A tarczy okresla za-
-tem ostatecznie nastepujacy wzdrl).

(10) X, =p %],

W przypadku ofrodka sztywnego zarysu kolowego, tj. m = 0, ze wzo-
ru (10) ofrzymujemy

o “1_ I—e 140
[X"’]A—p[l-Jr 2 (1+a+3-0)]’

gdy zas m = 1, a wiec w przypadku sztywne] szezeliny, wartosé napre-
zenia X, jest teoretycznie réwna nieskofczonosci.

W zwigzku z powyzszym nalezy zauwazyé, Ze wariosé naprezenia
rozeiggajacego w punkeie A tarczy bedzie wzrastala niepomiernie w mia-
rg zwezania sie przekroju ofrodka sztywnego.

Rozpatrzmy teraz stan napiecia w farczy nieograniczonej z ofrod-
kiem zarysu eliptycznego, kurczacym sie pod wplywemn powracania
z wyzsze] temperatury do temperatury otaczajacei atmosfery, co moze
mieé¢ miejsce np. w przypadku zapeinienia takiego otworu stopiwem.

W tym przypadku, gdy ofrodek jeszcze rozgrzany nabierze wla-

snofci sprezystych, przesuniecia spowodowane kurczeniem sie dowolne-

go punktu M obwodu elipsy bedg rdwne (rys. 2)
U=—uatx,
v==-—qty,

gdzie t oznacza roznice temperatur, a ¢ wspdlczynnik liniowej rozsze-
rzalnosel tworzywa. ‘
Przesuniecia te mozna przedstawi¢ w postaci zespolonej

_v—iu:-—iatK(Cl +Z_ﬂ1)=¥iatK(é+?—)
1 1

przyjawszy uprzednio pod uwage; zalezno4é (8) Wowezas wzor (4) przyj-
mie postaé nastepu]aca

1 Odpowiedni wzor, (10}, w pracy mojej Influence d'une partie centrale rigide
sur lu répartition des contraintes duns un élément tendu ou comprimé (Ass. Int. des
Ponts et Charpentes, 1847} zostal wyprowadzony za pomocy wspoéirzednych krzywo-
liniowych.

Chociaz wzér ten daje wartodci bardzo zblizone, jednakze przekszialcony wzér
w tej pracy, okreflajgcy funkceje @z}, @,(z;)i F(2) na podstawie danych przesunie¢, nie
speinia w zupetnosci warunkdw ogoélnie posiawionego zagadnienia dwuwymiaro-
wego,
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i {1 | ; 1 ik
SM(CerC)@(C) e 8;_[@1(61)(1 , Cg)dcl -+

1

+£IF(C)( "g’")dc.

'Réwnodci -tej'czyniq zado$e _funkcjé

8at 1
L T
- Sat 1
@1(C1)___ma km‘u Cwm’

| B o
F) —idaty CE_I_ H_ﬁm ¢ (Zw:ggl)ém%)—gmc ng]

Przynalezne warto§ci naprezen w tarczy, tzn. w obszarze polozo-
nym na zewnairz elipsy, mozna okreslié, podobnie jak to miato miejsce
w poprzednim przypadku, ze wzorow (2) i (3) uwzgledniajge w nich wy-
zej podane funkeje @ (2), @, () i F (D).

¥

~ X x,«%-
@ :

Hys. 2

Nalezy jednak zauwazyé, Ze najwicksze naprezenie rozciggajgce
bedzie miaio miejsce w punkecie A tarczy, tzn. dla wartodcl @ = 0, przy
czym warto$é tego maprezenia bedzie rowna

 Zatp m 3hmt |
{Xx]A_l__m[l + k{(l—m) (4_— 1—m )J’

- E
SRETIENT
Analizujgc powyzszy wzér stwierdzimy, Ze w przypadku kota, tzn.
dla m = 0, wartoé¢ naprezenia {X.], wynosi
atE
10’

W pr "padku szezeliny, tzn. dla m = 1, warto§é naprezenia [Xi] q
' ni 'konczonosm

gdzie

X, —2atu—=




Peswomsa

O HEKOTOPBIX YRCTHBIX CIYUASIX COTPOTHBAEHHSA BECKOHEYHOH
NJIACTHHRY € SJITHTITHYECKHM g90POM M3 OPYIQTO MATEPHAJIA

[IpriMenss koHpOpMHOE OTOGpaeHWE aABTOP Ppelwsl NpH [OMOLM
TEOPHH YIIPYTrOCTH ' SR

(1) npoBnemy OBHOOCHOTO pacTaXeHHs OCCKOHEYHON NAACTHHKK
C HECTRMM 3AAMOTHYECKHM A70pOM, '

(2) npobremy oXnampeHHs DNAMATHYECKOrO ARpa 6eCH0HeqH0H nna-
CTHHKH,

Résumé

SUR CERTAINS CAS PARTICULIERS DE RESISTANCE D'UNE TOLE INFINIE
AVEC UNE PARTIE CENTRALE DIFFERENTE DE SECTION ELLIPTIQUE.

-En appligquant la représentation confdrme Tauteur a résolu a l'aide
de la théorie de élasticité

(1) le probléme de la traction, suivant une seule dlrechon d'une
tole infinie avec une partie centrale rigide de section elliptique,

(2) le probléme du réfroidissement d’une partie centrale de section
elliptique d’une téle infinie. '

Praca zostate ztozona w Redakeji dnig 20 listopada 1952 1.






