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Przedmowa

Obliczenia mechaniczne konstrukeji budowlanych dotyezg obiektow
znajdujacych sie w.spokoju. Z tego powodu wszystkie rozwazania me-
chaniki budowli opierajg sig przede wszystkim na statyce. Zagadnienia
dynamiczne wystepujg tu dopiero wéwezas, gdy obcigzenia budowli na-
bieraja charakteru dynamicznego. Ma to miejsce w nowoczesnym bu-
downictwie przemyslowym w zwigzku z obciazeniem budynkéw maszy-
nami w ruchu, a w budownictwie komunikacyjnym w zwiazku z duzym
wzrostem szybkodci ruchu pociggéw i samochoddw,

Oddzialywanie maszyn i pociagéw na obiekty budowlane sprowadza
-si¢ w zasadzie do uderzen i drgan. '

Zagadnienie uderzen w pracy konstrukeji budowlanych polega gléw-
nie na ustaleniu punktu zaczepienia do budowli sit zaczepionych w sposéb
nagly, przede wszystkim sit hamowania,

Zagadnienie drgari polega tu na zastosowaniy takich metod oblicze-
niowych, ktére pozwolityby przy opracowaniu szeregu odmian projektéw
budowli na szybkie sprawdzenie, w jakim stopniu grozi budynkom re-
zonans miedzy drganiami wlasnymi a zmianami sit wymuszajgeych.

' Zagadnienia uderzefi i drgan tacznie wystepuja w interpretacji dyna-
micznej przyblizonej metody Ritza i Tim oszenki wyznaczania
odksztalcen i sit krytyeznych.

Rozprawa niniejsza jest poswiecona oddziatywaniom dynamicznym
obcigzert na budowle, oddzialywaniom rozumianym w sposdh wyzej
przedstawiony.

Przy opracowaniu rozprawy korzystatem z moich dawniejszych obli-
czefh zawartych przede wszystkim w nastepujacych publikacjach:

(1) Interpretacia dynamiczna przyblizonej metody wyznaczania od-
~ ksztatcer sprezystych w konstrukcjach budowlanych, Przeglad
Techniczny, 1928, . :

(2) Dzialanie ruchu pocigou ne preyczélki i filary mostowe,
Sprawozdania i Prace Warsz. Tow. Pol,, 1930,

(3) Z dziedziny odksztalcenia i statecznoéei ukladdéw pretowych,
Sprawozdania i Prace Warsz. Tow. Pol., 1933,
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(4) Obliczenia drgan wilasnych belek za pomocg momentéw wtér-
nych, Inzynieria i Budownictwo, 1948.

Doceniajac catkowicie wage dyskusji prowadzonej na terenie Poli-
techniki Warszawskiej na temat podstawowych pojeé mechaniki, nie mo-
glem tu wynikoéw tej dyskusji w cato$ei uwzgledni¢ obawiajac sig, ze
nowa, niedostatecznie spopularyzowana jeszcze maniére de parler mo-
gtaby w pracy o charakterze technicznym spowodowaé szereg nieporo-
zZurgiett.
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1. Punlkt zaczepienia sil hamowania

Przy badaniu statecznosei i wytrzymatoscel przyczdlkdw i filaréw mo-
siowych muszg byé brane pod uwage zaréwno sily pionowe, jak i pozio-
me. Sily poziome wystepuja tu pod postaciy sit wywolanych hamowaniem
pociagu na moscie lub tez pod postacig sily pociagowej lokomotywy Sily
te majg charakfer obcigzet dynamicznych.

Dziatamie ruchu pociagu na przyczélki i na filary jest w zasadzie ta-
kie samo. Przy badaniu statecznodei przyczélkéw zadanie komplikuje
jednak parcie ziemi i dlatego w dalszych obliczeniach méwige o podpo-
- rach mostowych bedziemy mieli przede wszystkim na widoku filary

pomimo to, ze szercko$é filara liczona wzdluz osi mostu moze byé
miekiedy niedostateczna, aby pomiefcié chotby dwie osie taboru.
W zwigzku z tym zastosowanie wynikéw dalszych obliczenn do poszeze-
gbolnych rodzajow konstrukeji zostanie oméwione oddzielnie.

Poniewaz posadowienie podpdr mostowych nie
ma wplywu na sposéb dzialania na nie pociggu,
bedziemy zakladali w schematach obliczeniowych,
ze przyczoki i filary przedstawiaja bryly w dwoch

- punktach swobodnie: podparte, - inaczej méwiac . : -
bryty podparte liniowo. : S oL

Hamowanie jednostek taboru kolejowego po-
lega na tym, ze klocki hamulcowe wywieraja na-
cisk N na kola powodujac tarcie potoczyste na obwodach kot i stwarzaja:
w ten sposéb dodatkowy opdr pociagu (rys. 1). Opér hamowania wWyraza:
sie wzorem

(1.1y _ H=fN
gdzie f, oznacza wspotezynnik tarcia stali po stali w ruchu.

Kota wagonu toczg si¢ pomimo hamowania dotad, dop6ki tarcie klocka'
hamulcowego o kolo jest mniejsze od tarcia posuwistego w spokoju kota
po szynie. Z chwila unieruchomienia kot
(1.2) =f:C

gdzie C oznacza nhacisk ma koto, a f, Wspoitczynmk tarcia- stah po stah
w- spokoju. Sity hamowama stajg sie wiec w tym Wypadku réwne sitom'

Rys. 1
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" - tarcia unieruchomi‘onych kol taboru po szynach. Sity te odgrywaijs
przewaznie decydujaca role w dziataniu ruchu pociggu na podpory mo-
stowe,

Zajmiemy sie przede wszystkim przypadkiem, gdy jednostka taboru.

znajdujaca sie bezpo$rednio na filarze ulega zahamowaniu z unierucho-
mieniem koét. Jest to przypadek najniebezpieczniejszy dla podpér mosto-
wych. Schemat tego przypadku przedstawiony jest ma rys. 2. Tu bryla
ABCD podparta w punktach A i B i oznaczona na rysunku liczbg II przed-
stawia filar mostu. Jednostke taboru o kolach unieruchomionych przed-

stawiamy sobie jako bryte abed przesu-

T — - CD {(na rysunku bryla I).

o= & i Zakladamy, ze nagle zatrzymanie sie
A S na filarze bryly abed nie moze spowo-
- a

)
=
N

!b 5= dowat jej obrotu dookola punktu a, co
RbL, { I Ry zostanie oméwione dalej. Wobec takie-
L2y 2 go zalozenia wylgezamy moznosé prze-
P suwania sie §rodka ciezkosci bryty abed
l w stosunku do plaszezyzny CD w kie-

E runku osi CY.
8 A X Poniewaz przyjelidémy, Ze jednostka
g2 7 taboru przedstawiona na rys. 2 jako
Ry 88, bryta abed ulega zahamowaniu z unie-

-

Rys. 2 ruchomieniem két i zatrzymaniu, moze--
my uwazaé, ze dwie bryly abed 1 ABCD-

tworzg ukiad matérialny, miedzy elementami ktorego dziataja wiezy da-

jace reakcje réwng wypadkowej sit tarcia H, wystepujacych w plaszezyz--

nie ab i zaczepionych w punktach a i b.
~ Dla uktadu osi wspoéirzednych BX i BY ustewiamy rownanie momen-
tow ilodci ruchu w chwili rozpoczynania sie ruchu ukladu materialnego
zlozomnego z bryt abed i ABCD wzglqdem punktu A dla srodkow c1e;zkosc|1
tych bryl
W ogolfneg postaci réwnanie momentoéw ilosci ruchu ukladu ma‘tema}—
nego przedstawia sie, jak wiadomo, w sposdb nastepujaey:

s dtzm( dt—ydt) 22(”“" yX),

gdzie m oznacza mase poszczegdlnych elementdw xukladu materialnego.
a X i Y rzuty sil zewnetrznych, dziakjgcych na uklad, na osie wspélrzed-
nych BX i BY. Tu sumowanie po lewe] stronie rownania dotyczy wszyst-
kich elementéw ukladu materialnego, a sumowanie po prawej stronie

11
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réwnania dotyczy, z jednej strony, wszystkich git zewnetrznych dziata-
jacych ma uklad, a z drugiej — wszystkich elementéw ukladu,

Stosujac rownanie (1.3) w naszym wypadku, oznaczamy przez & i 7’
wspolrzgdne $rodka ciezkosci bryly abed, a przez 7 i y” wspéblrzedne
$rodka ciezkosci bryly ABCD. Sity dzialajace na uklad materialny i ich
ramiona podane sa na rys. 2; w szczegdlnodel P, oznacza tu ciezar bryly |
abed, a P, cigzar bryly ABCD. W ten sposéb znajdujemy :
0 g |m (e R )=

; L i
:RBL~P2?_Plgis

gdzie Ry oznacza reakcje pionowa bryly ABCD w punkcie B, a symbole

m, 1 m, dotycza odpowiednio mas bryt abed i ABCD. :
- Poniewaz przyjelismy, ze bryla abed nie moze sie obréeié wzgledem

punktu A, wiec dy’/dt =0. Réwniez nieprzesuwnosé &rodka ciezkosci

bryly ABCD w kierunku osi BX i BY uwazamy za zabezpieczona, a tym

samym dx”/dt = 0 1 dy”/dt = 0. '

- W tych warunkach réwnanie (1.4) przybiera postaé

d?x’

(1-5) RBL_PQ_Z“ P‘l oy — my WS].

':_—0:

Ostatni dodajnik lewej strony réwnania prz.e-dstawﬁ'a moment wzgle-
dem punktu A sity bezwladifoéci bryly abed. Z drugiej strony, ustawiajac
dla bryly ebed rownanie rzutéw ilogei ruchu na o§ CX znajdujemy

3 A dgx’

Wstawiajae wynik (1.6) w réwnanie (1.5) mamy
L
(1.7 R3L~—~P2v2-—P1g,+H31=O.

Réwnanie (1.7) nalezy uwazaé za warunek réwnowagi fitara w chwili
zatrzymania sie¢ na nim jednostki taboru. Natomiast przy

I .
(1.8) ] RBLfPZE‘“—P191+H31<O ’

bryfa ABCD rozpoczyna wraz ze zwigzana z nig tarciem bryla abed ruch
obrotowy wzgledem punktu A.

Ze wzoréw (1.7) i (1.8) wynika, ze przy badaniu statecznodei 1 wytrzy-
matodel filara, ma ktérym zatrzymala sie mieszczgea sie na nim catkomwi-
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cie jednostka taboru przy hamowaniu z unieruchomieniem kol nalezy
przyjmowaé ramie momentu sity hamowania taboru na filarze Jako roéwne
odlegloci bieguna (na rys. 2 punkt A) od linii poziomej przechodzgcej
przez Srodek cigzkodei taboru. Potwierdza to zreszta prymitywne doswiad-
czenie z cz_lowﬁaki:em wskakujacym z rozpedem na stolek, :
Gdy chcemy powyisze rozumowania zastosowaé do przyczotkéw mo-
stowych, musimy w réwnaniu (1.7) uwzglednié moment parcia ziemi
wzgledem punktu A. Wobec tego, Ze hamowanie pociagu na przyezdtku
moze spowodowaé znaczne odksztalcenia sprezyste przyezotka i tym wy-
wolat rys¢ miedzy przyczolkiem a ziemig nasypu wywolujaca parcie geo-
dynamiczne, wydaje sie stosowanie teorii Coulomba parcia ziemi
w tym wypadku bardziej uzasadnione niz w innych. Bedzie sig to wpraw-
dvie dzialo na niekorzy$é bezpieczefistwa, bedzie jednak uzasadnione wobec
jednoczesnego uwzglednienia hamowania pociagu w sposéb najbardziej
niekorzystny dla statecznodei przyczdika, '
Warunek (1.7} moze by¢ zastapiony przez warunek

(1.9) - S.D.l\pz:;" Sj-azp + HS] ’

gdzie My, oznacza moment powsirzymujacy, czyli moment sit dziatajacych
na podpore mostowa i dgzacy do obrécenia jej wzgledem punktu A
(na rys. 2) na lewo, a M,p wyraza moment wywracajacy, czyli moment sit
dzialajgcych na podpore w kierunku odwrotnym do poprzednich, bez sity

hamowania i reakeji Rp symbolizujgeej w danym razie reakcje podloza. .
Warunkowi temu mozemy nadaé postaé

Y . ' ' ; Sj?pz
(110 n=g

)

=>1,

- gdzie m oznacza wspélezynnik statecz-
nosci podpory mostowej na wywrbee-

Hy b H, a nie,

‘ W chwili naglego zatrzymania sie

taboru na podporze powstaje moment

5 45 - Hh, (rys. 8) zaczepiony do bryly I. Wa-
-, . runek réwnowagi . M = 0 dla bryly I
.EI__N%%_ Tl % . . przybiera postaé ;
; X
i A (.11 -sz.—‘mpl—l—+HhDgo. S
Ry R 2
Rys. 3 Moment Hh, odgrywa w danym wy-

padku role momentu wzajemnego ods
dzialywania na siebie dwéch elementow tego samego ukladu material-
nego zlozonego z bryt I i II i wyraza postulat, aby jednostka: taboru mnie
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ulegta obrotowi wzgledem punktu ¢; mozliwoss takiego obrotu wyla,czy~
liémy wyzej w naszych rozumowaniach. Postulatowi temu mozemy madaé
posta¢ podobng do wzoru (1.10): - '

Mz

(1.12) Wep+ HE,

=1,

gdzie Mp; 1 My, oznaczajy odpowiednio moment powstfzymujacy i mo-
ment wywracajacy dla bryly I

Wszystkie rozwazania dotyczace przypadku, gdy ma podporze mosfowej
ulegly catkowitemu zahamowaniu dwie osie bewnej jednostki taboru, za-
chowujg swg moc oczywiscie i wowezas, gdy liczba tych osi jest wieksza
od dwéch.

Przechodzimy z kolei do przypadku, gdy zahamowanie jednostki tabo~
ru nha filarze przy catkowitym unieruchomieniu két nastepuje w ten spo-
s0b, ze jedna of znajduje sie na filarze, a druga na diwigarze (rys. 4),

Rownanie (1.3) wustawione -

dla ukladu materialnego I, II E} d
przybiera w danych warunkach Ly
i przy przyjetych wyzej ozna- ' N ) ! [ Y
czeniach postaé ¢ ANAT N N A
s ib 7 /////////,i T
2 o
(1.13) : ml?dta 8§ == .J i g,
Rl “ g =
L : 5
:R591_P2—2—‘+th0, ’ r-‘i
gdzie dx’/dt® oznacza cze$é g I 1 A
sity ‘bezwhadnosei bryly 1 wy- A7 & f e __w

Wwierajgeg wplyw na siatecznogé
bryly II, '
Moment Hj h, odgrywa w tym wypadku w stosunku do bryly I role
momentu zewngtrznego. Moment ten powstaje w spos6b nastepujgey.
Rownanie rzutéw ilosci ruchu na kierunek poziomy daje w rozpatry-
wanym przypadku - T ' :

(1.14)- - M g

Rys. 4

gdzié H, i Haoznaczaja odpowiednio sity tarcia w punktach a i'b bryly I,
tzn. sity tarcia miedzy bryla I a bryta II, z jednej strony, i miedzy bryla I
a brytg III, z drugiej strony. S '

+ Sild bezwiadnodei m,d*x’/d¢® oraz suma sit tarcia H,-- H, tworza leznie
parg (Hy + Ha) hy, ktérg mozna uwazaé za sume dwoch momentéw. Hy
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.oraz Hzhg, z
" na uklad II, III.

z ktorych plerwszy dziaia na uklad materialny I, II, a drugi
Nadajemy réwnaniu {1,13) postac
L
(1.15} HbslﬁRbQH“"Pl‘z‘“{* thg,

co doprowadza do rownania
L

(116) . ﬂth+Rbglﬁp1"~2“-:0,
gdzie h = 5, —h, wyraza odlegloéé-'pionowa od bieguna A do poziomu
S2yny.

Réwnanie (1.16), iak w poprzednim wypadku, mozemy zastapié przez
nierdwnosé ) :

mtpz 1
W, LAk

(1.17)

Z rozpatrzonych wyzej dwdéch przypadkéw hamowania pociggu na pod-
porze mostowe]j wynika, ze w razie gdy na podporze zatrzymuja sie przy-
najmniej dwie osie pewnej jednostki taboru, przy badaniu statecznodei
podpory nalezy przyjmowaé, ze sily hamowania zaczepione sg w $rodku
ciezkosci tej jednostki, w razie za§ gdy tylko jedna o$ zatrzymuje sig
na podporze, sita hamowania powinna byé uwazana za zatzepiong w po-
ziomie szyn.

Rozpatrzmy wreszeie przypadek k1edy jednostka taboru zostaje zaha-
mowana z unieruchomieniem ké! na diwigarze swobodnie podpartym na
dwoéch podporach mostowych (rys. 5).

Stosujge réwnanie (1.3) do bryt I (jednostka taboru) i II (dzwigar) oraz
do bryl I, IT, III (podpora) i powtarzajac rozwazania przytoczone wyzej

" dochodzimy do wniosku, ze sita hamowania

azax’

jednostki faboru powinna byé zaczepiona do podpory mostowej w pozio-
mie podpory diwigara. Jezeli podpora jest nieprzesuwna, sila ta be-
dzie rowna H, jezeli zaé przesuwna, sila hamowania w ogéle nie bedzie
dziatala ma podpore. -

Taki stan rzeczy jest calkowicie zrozumialy, gdyz déwigar, na ktcrrym
odbywa si¢ hamowanie, i przyczolek Iub filar majg tu jeden tylko punkt
wspolny. ,

W chwili catkowitego zahamowania taboru na déwigarze tabor i déwi-
gar bedg tworzyly dzieki sitom tarcia niejako jedna bryle, do ktérej na po-
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ziomie $rodka ciezkosci taboru bedzie zaczepiona sila hamowania H. Sl]:a :
ta spowoduje powiekszenie nacisku pionowego na jedng podpore dzw1gara i
i odciazenie drugiej podpory.

Wielkosci dodatkowego obeigzenia podpory B’ (tys. 5) obliczamy z réw-
nania momentdw sit dzialajacych na dzwigar wzgledem punktu A%

(1.19) Rl Hh, =0,

gdzie R oznacza poszukiwane przecigzenie podpory Rz, a h, odlegtosc
pionows podpor diwigara od plaszezyzny poziomej przechodzacej przez
drodek clezkoéel taboru.

W p.o\dobny sposdb z rownania

(1.20) RM—Hm—o

znajdujemy spowodowane przez hamowanie odeiazenie R’ podpory A"

.

Rys. b

Wyzej udowodniliémy, iz sila H tarcia unieruchomionych kot taboru
kolejowego po szynach przyeczotka lub filara (sia hamowania) powinna
byé zaczepiona w obliczeniu statycznym podpory mostowe] w poziomie
érodka ciezkosci danej jednostki taboru, o ile jednostka ta dotyka podpo-
ry co najmniej w dwéch punktach, w poziomie giéwki szyny, o ile dotyka
ona podpory mostowej w jednym tylko purnkeie, wreszcie w poziomie
przegubu podpory diwigara, o ile hamowany tabor znajduje si¢ na prze-
gubowo podpartym dzwigarze.

Porbdbwnajmy tu w §wietle’ tych twierdzen poszezegblne rodzaje przy—
czotkow.

Wzor (1.10) wyprowadzony zostal dla przyczotkéw w rodza;u przedsta-
wionego na rys. 6, tj. takich, na kmrych tor ulozony Jest bezpoirednio na
murze przyczoika. :
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- JezelibySmy ze drodka bryly przyczétka usuneli cze$é muru 1 zapehili
otrzymang w ten sposob studnie ziemis, to otrzymalibySmy przyezétek
w rodzaju przedstawionego na rys. 7. O ile by tabor hamowany na takim
przyczétku opierat sie na mim w dwéch punktach, to wzér (1.10) przy obli-
o ' czeniu takiego przyczétka zacho-
walby swoja moe,

Z ) | B
7 A 4
% % . —
L - L e
Rys. 6 Rys. 7

Usunigcie tylnej Sciany MN przyczétka przedstawionego na rys. 6 nie
spowodowaloby zadnej zmiany zasadniczej w warunkach jego pracy (rys. 7
i 8), gdyz ziemia zapelniajaca jego wnetrze pozostalaby w rownowadze,
podirzymywana przez ziemie nasypu za przyeczolkiem. W tym wiec przy-
padku wzér (1.10) powinien mieé rowniez zastosowanie, tym bardziej zZe
przestrzef migdzy murami przyczdtka typu przedstawionego na rys. 71 8
(widok od tyhu) jest zwykle mala i wypelniona ziemis ze szezegolng sta-

rannodcig. : .

7 Z ;VZ . ZM%/?/%/Z% .

Rys. 8. . " Rys. 9

Usunigeie wspélnego fundamentu pod skrzydfami i przedanim murem
przyczoika tez mie powoduje zmian istotnych w warunkach réwnowagi
przyczotka jako caloéel, w szezegélnosei pod wzgledem sposobu zaczepie-
nia sity H' (rys.'9). W tym wypadku nacisk taboru znajdujgcego sie nad
przyczétkiem przekazuje sie za pomoea zierni murom przyczolka prawie
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tatkowicie lub w razie ziemi spoiste] nawet catkowicie, tym’ bafdiiej
ze przesirzen mn wolna od fundamentu jest na ogdl mala. Uwazsrny
wige przyezotki przedstawione na rys, 71 8 niejako za bryly zlozone z mu-

row i ziemi zapelniajgcej przestrzen migdzy nimi.

Wezmy teraz pod uwage przyczdlek w po-
‘étaci muru o przekroju poprzecznym przedsta-
wionym na rys. 10. Na murze przyczétka stoi
bezposrednio jedna tylko of taboru, druga zag
o8 tej samej jednostki taboru opiera sie na na-

sypie za przyczélkiem i nie pozostaje z nim

W tacznofei. W tym wypadku sita tarcia mie-
dzy hamowanym na przyezotku taborem (jedna
0f) a szyna powinna by¢ zaczepiona do przy-
czotka w poziomie punktu K, jak to zostalo
przedstawione we wzorze (1.17).

Inaczej rzecz sie ma w przypadku przyczoi-
ka przedstawionego na rys. 11. Tu nacisk lewe]
(na rysunku) osi znajdujacej sie na przyczitku
jednostki taboru przekazuje sie 7a posredni-

Rys. 10

ctwem szyn, podkladéw i podsypki na ziemie za przyczétkiem, a przez nig
wywiera ciSnienie w kierunku pionowym na odsadzki przyczidtka. Wobec
tego jednostka taboru stojgca dwiema przynajmniej osiami nad funda-

3

éiagu i przypuiémy, ze z p

mentem przyczotka, w szezegolnosci nad jego
czgscig L, moze byt rozpatrywana, zgodnie ze
schematem na rys. 2, jako bryta abed posuwa-
jaca sig po bryle ABCD, a wiec sila H powinna
by¢ w obliczeniu prayczotka zaczepioha w jego
$rodku ciezkosci. Jezeli tylna powierzchnia
przyczétka nie posiada odsadzek, lecz jest po-
chylona, w przekazywaniu pilonowego ciénie-
nia taboru na przyczélek odgrywa role tarcie
miedzy ziemiy a murem, dzieki czZemu nie zmie-
nia sie zasadniczo sposéh zaczepienia do przy-
czdtka sity hamowania pociaggu w pordwnaniu

- z przypadkiem poprzednim.

WeZmy teraz pod uwage przyczdtek o. pio-
nowej powierzchni tylnej oraz o waskim para-
pecie mieszezaeym na sobie jedna tylko of po-
arapetu zostala przerzucona na nieprzesuwny ko-

niec dzwigara beleczka MN (rys. 12), polgczona z nim w sposob nieprze-
suwny, Mamy wicc w ten sposéb do czynienia z ukladem niezmiennym.
MNK sztywno zlgczonym z. przyczétkiem, wobec czego jednostka taboru
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znajdujgca sig na belce MN odpowiada schematowi rys. 2 i sila H powinna
byt tu w obliczeniu przyczotka zaczepiona do ésrodka ciezkosci taboru.
Role beleezki MN spelnia w wielu wypadkach szyna przerzucona z para-
petu przyczolka na diwigar.
' Wreszeie moze sig zdarzyé w okolicznosciach
podobnych do przedstawionych wyiej, ze chociaz
parapet nie miesci na sobie wigeej ponad jédng o$
pociagu, to jest jednak dosy¢ szeroki na to, aby
szyna podparia za pomoca dwdch przynajmniej
podkiadéw mogla wspornikowo utrzymaé dwie
osie pociggu (rys. 13). W ten sposdb powsta?cyby
znowu okolicznosei odpowiadajgee  warunkom
schematu 2. , '

Z powyzszego zestawienia widzimy, ze dla po-
szezegolnych typow muréw przyczétkowych nale-

% % 2y Pprzyjmowaé odcinek I za pewnego rodzaju _
7 % sprowadzong diugosé przyczétka posiadajaca te
Rys. 12 wlasno$¢, ze jednostka taboru stojgca na tej diu- _

gofci dwiema osiami znajduje sie w warunkach
bryly abed w schemacie na rys. 2 1 sila H powinna tu byé zaczepiona
w obliczeniu statycznym przyczolka w Srodku ciezkosei taboru. Poniewaz
diugos¢ L jest prawie zawsze wieksza od rozstawu osi parowozu, nalezy
przy obliczaniu przyezdltkéw uwzgledniaé
wplyw hamowania na przyczoélki znajdujgcego H

sie na nim taboru zawsze wedtug wzoru (1.10). =T
Jezeli przyczélki lub filary mostowe pod- s /| ; —
trzymuja diwigary przegubowo, to, jak uzasad- I

nione wyzej, sita H musi byé zaczepiona w tych
wypadkach w obliczeniu statycznym w pozio-
mie przegubédw podpér nieprzesuwnych.

W razie gdy przyczéiki i filary podtrzymuija
mne rodzaje diwigarow, poza przegubowymi
dzwigarami belkowymi, hamowanie pociggu na = w
dzwigarach odbija sie na statecznodci podpor B D) il //
W roéiny sposéb w zaleznodei od typu diwiga-
réw lub uktadu calej konstrukeji mostowej.

- A wige w mostach wspornikowych (rys. 14) wsporniki nie mogg sie na
0gdt obracaé wzgledem filaréw, tak ze stanowia one z nimi jakby ]edna
caloéé. W mostach tego typu jednostka taboru stojaea dwiema osiami na
wsporniku i zahamowana z unieruchomieniem k6t zhajduje sie w warun-
‘kach bryty abed z rys. 2 i w obliczeniu statecznodei filara (lub przyczolka)
sita H powinna byé tu zaczepiona w $rodku ciezkosei taboru.
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Wsporniki miewajy jednak zastosowanie przewaznie w mostach du-
zych, dla ktérych sila hamowania ma maty wplyw ma statecznoéé podpér,
z mostow za& o malych rozpietoéciach zdarzaja sie one prawie tylko w mo-
stach zelbetowych typu belki zawie-
szonej.

Filary ({stupy) mostéw ramowych
réwniez nie w jednakowy sposéb pod-
legaja dziataniu sily hamowania. Spo-~
30b zaczepienia sily H zalezy tu od ty- }
pu ram danego mostu, _

Przypus$émy wiee, iz mamy do czy-
nienia z ramg dwuprzegubowa przed-
stawiona na rys. 15. Rama ta pod
wzgledem statecznosci odpowiada wa-
runkom bryly ABCD z rys. 2. Wynika
stad, ze sily hamowania nalezy tu za-
czeplaé w $érodku  ciezkoéel hamowa-
nego na ramie taboru. Moment Hs,
rownowazac sie tu z momentem Ri wywoluje dodatkowe (poza leakCJami
sit pionowych) reakcje podpér R i dodatkowe naprezenia Sciskajace
w stupach.

Rys. 14

Rama bezprzegubo-
wa w stosunku do dzia-
tajacych na nig sil ha-
mowania znajduje sie
| w tych samyvch warun-

kach co rama poprzed-

nia. Odpowiada ona

rowniez schematowi na

"rys. 2, nalezy wiec i w

tym wypadku przyjmo-

- wat punkt zaczepienia

{ ' sit H w §rodku ciezkodei
taboru.

Rys. 15 A W ukladzie przed-

stawionym na rys. 16

dwa stupy polaczone bezprzegubowo z fundamentem podirzymuja dzwigar

podparty na obydwoch stupach w sposéb przegubowy, lecz nieprzesuwny.

Sita H spowodowana hamowaniem taboru poruszajacego si¢ po rozporze

BC powinna by¢ w tym wypadku zaczepiona do slupéw AB i CD w po-

ziomie przegubdw B i C, gdyz rozpora znajduje sie tu w warunkach po-

dobnych do diwigara 7 rys. 5. Jezeli oba przeguby sg nieprzesuwne, a roz-

=
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pora ramy jest niedcisliwa, to mozna przyjmowac, ze 'w punktach B i ¢
dzialaja réwne sobie sily poziome H/2. o

- W warunkach podobnych do rozpory BC z rys. 16 znajdujg sie d‘:&wiga;
ry belkowych mostow zelbetowych, jezeli na skutek duzego tarcig na
podporach ich kofice nie mogsa sie przesuwaé bo przyczélkach., W tych
wypadkach mozna site hamowania na diwigarze roziozyé ma dwa prIy-

czdotki, _
\, | ]
< A et

8 f

N

o]

) N

L

St

LR 4

Rys. 16 Rys. 17

- Wezmy dla przykladu ukiad ramowy przedstawiony na rys. 17. Pod~
pora C jest ty podporg przeguboworprzesuwnq. Uklad posiada jedng
wielko$é statycznie niewyznaczalna, za ktéra przyjmujemy zwykle reak-

e ej¢ Rc podpory C. Po wpro-
~ s+ 0 wadzeniu tej wielkogel uwa-
-F—Hb zamy belke BC za wspornik,
U : a site hamowania (site H)

' przechodzacego po niej tabo-

: ru za zaczepiong w grodku
¢ ; . ciezkosei taboru.

Most tukowy bezprzegu-

“bowy przedstawiony na Tys.

18 znajduje sie pod wzgle-

dem " dzialania na niego sil
; , 7 hamowania w warunkach

. Rys. 18 analogicznych do warunkéw
: ramy bezprzegubowej, a wiec

I w tym 'Wypadku_‘naleZy sit¢ hamowania zaczepiaé w $rodku ciezkogei
poszezeghinych jednostek taboru. o c

. Przypusémy wreszcie, ze hamowanie pociagu odbywa sie na modcie

drewnianym typu lezajowego przedstawionym na rys. 19, Poniewas pod-

570




pory takiego mostu uwazamy za przegubowe, to bedziemy tu mieli 'c.ia
¢zynienia z tym samym schematem co na rys. 16 i wobec tego przy obli--
czeniu slupdéw site hamowania nalezy uwaza¢ w danym. razie za zaczepioﬁ
na w poziomie legara (na wysokosci hy).

el

H
L
.S ¢

Rys. 19 Rys. 20

W drewnianym moscie zastrzalowym (rys. 20) tréjkaty A'BE i ECD’
tworza niejako geometrycznie niezmienne wsporniki, wobee czego, zgod-
nie ze schematem na rys. 2, powinnisSmy przyjmowaé tu silg hamowania
za zaczepiong w érodku ciezkodei pociggu.

W razie gdy hamowanie pociggu ma miejsce na kratowym filarze sta-
lowym (rys. 21), nalezy w obliczeniu statycznym przy dwbch przynaj-
mniej kolach unieruchomionych przyjmowac
sile hamowania w érodku cigzkodei taboru. Do- oy
tyczy to zaréwno obliczenia wspbiczynnika sta- -
tecznoéel, jak i obliczenia sit w pretach filara. T\

Przypu§émy, e ma przyczétku belkowego
mostu przegubowego stoi kolami napedowymi
parowoz (rys. 22). Cisnienie pary w cylindrach
parowozu przeniesione w postaci sily pociago-
wej na obwédd ko6t napednych wywoluje nie-
jako odpychanie sig parowozu od przyczélka.
Sila pociggowa odpycha parowéz od nierucho-
mego przyczélka powodujge przesuwanie sig
parowozu i wywolujac w kierunku przeciwnym
nacisk poziomy na przyczolek réwny sile po- -
ciggowej. M . N

Poniewaz w tym wypadku parowoz i przy- o
czolelk stykaja sig¢ w poziomie szyn, sita pocig- :
gowa bedzie zaczepiona w tym wiaénie poziomie. Qdpowiedni moment
wywracajgey bedzie tu rowny Sh.

- Sﬂla qmma,gowa djomega swe] Wartosm ma;wmksze;

(1 21) B e S _— fs
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Rys. 21
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o ile z2a parowozem znajduje sie pociag, zwlaszeza pocigg posuwajgcy sie

po wzniesieniu (rys. 23). ‘ '
- Moze sig zdarzyé, ze pociag ulegt Zatrzymaniu 1 Ze wagony utrzymy-

wane sg na spadku tylko dzieki tarciu miedzy unieruchomionymi kotami

parowozu a szynami przytwierdzonymi do przyczétka. W tych warunkach

sita tarcia miedzy parowozem a przyczélkiem stwarza z nich jak gdyby
jedng bryle. Sita ta réwna sie w danym wypad-
ku skladowej S sily ciezkosei, ktéra wywolywa-
faby ruch wagonéw w kierunku spadku w razie,
gdyby nie byly one utrzymywane w spokoju
przez zahamowany na przyczétku parowéz. Po-
niewaz jedynym punktem wspblnym dla wago-

- néw i parowozu jest w danym razie &rodek
sprzggia  parowozu, nalezy uwazaé, e sila
S = f; C powinna byé¢ w tym wypadku przyj-
mowana w obliczeniu statycznym przyczotka
W poziomie sprzegla parowozuy.

Przy sprawdzaniu statecznogei przyczotka na
wywracanie nalezy we wzdor (1.10) wstawiaé ten -
7z momentéw Hs, lub Sh, ktory jest wiekszy,

Sifa hamowania oraz sila pociggowa niezaleznie od tego, ¢czy tabar
znajduje si¢ na samym przyczétku, czy tez na diwigarze Iub na przyle-

gajacym do przyczétka nasypie, sa sitami zaczepionymi do konstrukeji

i .
S e e S
n O d .
I ]
7 A B
= I
&
2 i
7 “ g : C
T i T, Z ]
. Rys, 23

W sposéh wyraZnie nagly, gdyz w sposob nagly zostaja unieruchamiane
kola pociggu. Poniewas wszystkie wzory mechaniki budowli wyprowa-
dzone s3 w zalozeniu, ze sity zaczepione do budowli wazrastajg W _sposéh
ciggly i nieskohczenie powolny, jest rzeczy komieczng dla korzystania -
z'tych wzoréw w przypadku sil zaczepionych nagle mnozyt te siiy pbrzez
pewien wspdlczynnik dynamiczny . .

Rozwazania tego rozdziatu stwarzajg podstawe do ustalenia tego
wspblezynnika w réznych warunkach pracy konstrukeji, '
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“ 2, Aryimetyzacja zagadnienia drgan

Przez arytmetyzacje rozumiemy faks metode obliczen prz'ybliZOny'ch,
przy ktorej przejscie od postawienia zagadnienia do rachunkéw liczbo-
wych odbywa si¢ w drodze jak najkrotszej i kiedy na te obliczenia prze-
rzuca sie gtowny ciezar catego obliczenia statycznego.

Wymiarowanie komstrukeji podtrzymujgcych pociagi dub maszyny
w.ruchu wymaga nieraz dlugiego szeregu prob w dziedzinie obliezen tych
konstrukeji. Z tego powodu wazna jest mozno$é przeprowadzenia obli-
czefi predko, choéby mniej doktadnie. Taka moimo$¢ daje aryimetyzacja.
zagadnienia drgan, znajdujaca wyraz w stosowaniu fzw. metody kolej-
nych przyblize, metody momentéw wibrnych i roznic skonczonych.
Glowny ciezar obliczen przypada na drgania wlasne, ktérych pozhanie po-
zwala zabezpicczyé budowleg przed rezonansem.

Ustalimy przede wszystkim zakres stosowalnosci metod pwrzybhzoznych
w teorii drgan.

Czestotliwose wahaf ¢ sily wymuszajgce] drgania w konstrukeji zmie-
nia sie z czasem i jest najmniejsza prey puszezaniu maszyny w ruch i przy
jej zatrzymywaniu, czestotliwoéé n drgan wlasnych komstrukeji natomiast
od czasu nie zalezy. Przedstawione to jest schematycznie na rys. 24, gdzie
krzywa Osg przedstawia zaleznosc¢ ¢ od t, a prosta AB czestotliwo$¢ drgan
wlasnych; czestotliwodei odkladane sg tu réwnolegle do osi Of.

Przy projektowaniu konstrukeji podtrzymujacej pociag lub maszyne
w ruchu musimy dia umkmecm niebezpieczenstwa rezonansu dbaé o 1,0'
‘aby :

2.1) o :n‘—‘—f(l+_z)mlaxc,'

gdzie liczba 2 oparta na obserwacjach wymnosi od 0,30 do 0,50. W tych wa-
runkach znajdujemy sie jeszeze daleko od tzw. sfery rezonansu i mozemy
sobie pozwolié przy obliczaniut cze- '
stotliwosci drgan whasnych konstruk-
¢jt na niedoktadnodci dochodzace do
5%, co moze mieé miejsce przy sto- T
sowaniu metody kolejnych przybli-
zefi 1 sposobu momentéw widrnych.
Jezeli dla tych lub innych powoddéw T
n zbliza sie do ¢, to dokladnosé obli- ' *Rys. 24

czen przyblizonych moie sig okazat '

niedostateczna; takich wypadkéw, przy progeiktowanm konstrukeji sta-
ramy sie jednak unikaé: Podobne rozumowanie mozemy przepro-
wadzié i dla przypadku gdy (rys. 24) krzywa Osg zostame zastqplona
przez krzywa Os, g. '

£
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Badanie drgan konstrukeji budowlanych polega na ustaleniu typu
drgafi, ich czestotliwo$ei 1 amplitud. Sposoby badania zalezs od stopni
swobody uktadu drgajgeego. Rozrézniamy wiee uklady o jednym stopniu
swobody, o wickszej, lecz skoficzenej liczbie stopni swobody io mseskon—
czenie wielkiej liczbie stopni swobody.

Przez uklad o » stopniach swobody rozumiemy taki uktad, ktorego
polozenie w danym momencie czasu okresla » parametréw. Uklad o v
stopniach swobody mozemy sobie przedstawié jako niewazki uktad. spre-
zysty z zaczepionymi o niego w réinych punktach réznymi mas:mi skupio-’
nymi, kazda w jednym punkeie. Liczba réznych mozliwych czestotliwodei
drgan takiego ukladu réwna sig liczbie jego stopni swohody d_y‘-nauniczn-ej.'l

Sila wymuszajaca zaczepiona do pewnego ukladu sprezystego wywo-
hije w nim drgania wymuszone, a jednoczesnie staje sie przyczyng po-.
wstawania drgan wlasnych. Z tego powodu amplituda drgaf ukladu spre-
zystego, wywolanych przez site wymuszajaca, moze by¢ przedstawiona ja-
ko suma amplitud drgani wlasnyeh ¥ i drgan wymuszonych Waym, czyl

(2.2) Y = Yut "+ Yuwym .

Na skutek oporéw wewngtrznych w materiale lub oporéw zewm—;tm—i
nych drgania wlasne szybko zanikajg i amphtuda drgan wymuszonych
réwna sie woéwcezas

(23) Yaym = U Ysr ,

gdzie Yy, jest ugieciem wywolanym dziataniem statycznym silty réwne;:
najwiekszej wartosei sity wymuszajgeej.

Wspblezynmik & jest to wspdlezynnik dynamiczny, ktéry w razie bra~
ku przyczyn tlumigcych djrgama Wyraza su—; dla ukfadéw o jednym stop-
niu swobody wzorem

(2.4) , <ot

gdzie ¢ oznacza czestotliwogé Wahan sily wymuszajace], a n LZQStOﬂL-
wost drgefi wlasnych ukladu sprezystego.

W przypadku gdy drgania doznajg tlumienia w ten sposéb, ze opor
stawiany drganiom moina uwazaé za proporcgonalny do predkosei ruchy
ukladu drgajacego, wspotezynnik dynammzny wyraza s1c—; WZorem

wy

10 - S
acw’ -
Joae

gdzie wielkos¢ h charékteryiﬁje opor stawiaﬁy afganion{_.'_-'_ TR

(2.5) 9=
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Znajac wspblezynnik 9, moZemy na podstawie ze wzoris (2.3) ‘Wyznaczyé
odksztatcenia i naprezenia wywolane w konstrukeji przez sile wymusza-
jaca. Do wyznaczenia wspblezynnikéw dynamicznych i unikniecia rezo-
nansu potrzebna jest znajomosé wielkosei n, ktorg obliczamy na podstawie
teorii, drgan wiasnych. Tu oddaja duze usltugi metody arytmetyzacyine,
‘W szezegblnosei metoda momentéw wtérnych.

RéWna_nie rozniczkowe drgan wlasnych preta prostego w dwéch punk-
‘tach swobodnie podpartego ma postaé

2

7(2.6). o ' (fit?m—l- =0, -
gdzie n oznacza czestotliwoéé kolowa, a 7 odchylenia poszczegdlnych
punkiéw preta od polozenia réwnowagi, za ktére przyjmujemy dla preta
ustawionego plonowo polozenie wyjsciowe (rys. 25), a dla preta -
poziomego krzyws odksztalcona ugiecia statycznego (krzywa . g
A0, na rys. 26). S brd
. Roéwnanie (2.6) jest z matematycznego punkiu widzenia
identyczne z réwnaniem dotyczacyr_n wyboczenia preta prostego .

{2.7) _ | E EJE“S:Zf—l—Py—O. 0
 Nasuwa to mozliwoéé zastosowania do wyznaczenia .cze-
stotliwoéei drgan wlasnych sposobu momentéw wtérnych. Nie-
ktore z obliczefr wykonanych tym sposobem maja charakter’
obliczen $cislych, a niektére przyblizonych. A ‘
Aby w tym ostatnim wypadku wyznaczyé czestotliwosé ko-
Tfowa m, przyjmujemy dla osi preta wygietego pod wpltywem 5
sit bezwladnosci pewna czyniges zadosé Wargnkom brzegowym pyg ox
dowolna krzywa, ktorej réwnanie zawiera nieznang amplitu- o
de & jako parametr. Na podstawie tej krzywej .Wyznaczamy' odchylenia
helki % od polozenia réwnowagi, a na podstawie odchylenn odpowiadajgce
im sily bezwladnosci. Na podstawie wyznaczonych w ten spos6b sit obli-
' ' ' -czamy. sposobem momentéw wtérnych
.- rzedne nowej krzywej odksztatconej osi
preta i poréWnujemy te krzywsa z krzy-
wg przyjeta a priorl. Przyréownujae,
‘mianowicie, badz najwieksze rzedne
- obydwéch krzywych, badz tez: pola |
ograniczone przez te krzywe, znajdujemy poszukiwang czestotliwosé
z rownania . e

Rys. 26
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-badz.z réwnania - - .. -
@y G =0y,

" gdz1e znaczki 1 1 2 do.tycza dwach kolejnych kuywych

Otrrzymamy w ten spos¢b czestotliwosé n w-pierwszym pxrzybhzemu
Drugie przybhzeme znajdziemy powtarzajac przytoczony schemat obli-
czenia z tym;, Ze role krzywej przy]qte] a priori odegraé ma tu druga
z wymienionych krzywych. Tak samo postepujemy przy poszukiwaniu
dalszych przyblizen.

Przedstawiony schemat postepowamwa bywa nazywany metods kole3—
nych przyblizes, chociaz nazwa powyzsza nie charakteryzuje go dobrze,
jgdvz hieraz juz pierwsze przybhzeme daje wynik Scisty. Istote metody
stanmm wlasmwua ogreslame te] same:] wielkosci przez {e sama (idem per .
idem).

Pnzybhzony sposob obliczenia dfrgan wiasnych nie pozwala na Jedno-
czesne 'wyznaczenie czestotliwosel pierwszego, drughego, trzeciego 1 dal-
szych rze;dow Do wyznaczania czestotliwoéei kazdego rzedu nalezy przyj-
mowaé inng krzywa jako pilerwsza postaé drgan wlasnych. Nie jest to
duza wada metody, gdyz do niedawna predkodel ruchu pociggdw i maszyn
,‘_me dawaly podstaw do oczekiwamia rezonansu wahat sit wymuszajgcych
4 “drganiami wlasnymi wyzszego rzedu niz pierwszy. Obecnie wobec du-
zych predkoséi pocza,gow i ruchu maszyn wahania sit wymuszajgeych moga
wprawdzie latwo wpait w rezonans z drganiami witasnymi konstrukeji
podtrzymu;acych drugiego rze_du ma to juz jednak rzadko miejsce z drga-
niami trzec1ego rzedu..

Nizej oméwione bedg ;przypadkl drgan Wlasnych 1i2 rrze;du ukiadow
o 1 do 4 stopni swobody 1 ciat sprezystych. Odchylenia 5 od potozenia
10Wﬁ0wag1 beds odkladane dla uproszezenia rysunkéw od nieodksztatco-
ne] osi preta, niezaleznie od tego czy o8 ta jest pionowa, czy pozioma.

Blerzemy pod uwage pre;t niewazki w dwéch punkiach swolbodme
podparty z zaczepionym w jego Srodku C cigzarem o masie m (rys. 27).
VProsta AB w mysl tego, co powiedzieliSmy wyzej, uwazamy za polozenie
'rownowagu a nieznhang amplitude drgan wlasnych ukladu w punkeie C
'oznaczamy przez 6. Wobec fego odchylenie y cigzaru C od poloZenia réw-
:nowagl mrymaza s1e Wzonem . o . : 9
(210) T "")7‘_"—‘"6_'Sin nt,

R S B O = B i
gdzie n oznacza czestotliwoéé drgaft wiasnych, a t czas hczony od chwﬂx
kiedy pret zaczyma sie wyginaé-w stosunku do polozenia rownowagi.

PR
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¢ Sila -bezrwiadno$el cigzaru € -odpowiadajgca - odchylemu

(P/g d‘*n/dt'*") dla P = ng; przy najwiekszym odchylemu B, iz
sin nt = 1, sila bezwtadnosel

@) Pé»zg_nzé-,

Sifa {2.11) wywoluje w $rodku b

preta moment zginajaey _ A_ \E/ )
v . : ’ : i . S ,C ’ l
(212)  M.—-LPi, ¢
4 Rys. 27

ezemu odpoi:\riada ‘wykres momentéw zginajgeych, czyli wykres obcigzen
wtdrnych w pl’QCLe AR, przedstawiony na rys. 27 jako tTOJka‘g ABC,
Pole %ykresu o’icmzen Wtornych '
. : ‘
(2 13) T %J'I?Mcl,
a o‘dp-_owiedfni moment wtorny w punkeie C

@14 - ém,f:_% %fn?ﬁl"‘.

.Dzielage ten moment | praew sztywanosc pfreta EJ zna]dmemy, ze naj- -
Wiqksze odchyleme cigzaru C

2.15 =M
(2:15) B o

A wige przyjawszy za buni&"Wyjécia do obliczenn amplitude 8 drgah
wlasnych cigzaru C doszliSmy do nowej wartosei amplitudy, tzn. ze
{2.16) . : maxg=4a.

Z réwnania fego znnadeu}‘emy poszuklwanq czestothwosc kolowa n
drgan wiasnych ciezaru. C

: o 48EJg
@i, ﬂ/ ppg»_

Otrzymany wynik jest w_j tyﬁi Wypaa:dku wynikiem $cistym. LT

- Przechodzac do ukladéw o dwéch: stopniach swobedy dynarniezne] bie-
rzemy pod uwage pret niewazki AB, na Ktérym w punkiach C 1D roz-
mieszezonych wedlug rys. 28 zaczepione Sa dwa ciezary o rownych ma-

~sach m. - : ‘
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‘Poniewaz mamy do czynienia z ukladem o dwoch stopniach swobody,
beda tu mialy miejsce dwa rézne rodzaje drgan wlasnych o roznych cze-

stotliwosciach (rys. 28b i 28c). ~
W przypadku przedstawionym na rys. 28b oznaczamy przez J naj-
wieksze odchylenia rozpatrywanego ukladu w punktach C i D. Odpowia-
: dajg temu dwie sity bezwladnoécel cie-

a zarbw C 1 D

A
FaX

g @ 2 ,
LA P LAQ( P

t" ’Z’ 4 (2.18) P};=P}):~g~n36
b

4 S orez wykres mcmenicw zgingjgeych
_ W w  precie CD  przedstawichy na
¢ . g : 'Dl -rys. 28d. o

A : f‘@"'ﬁm_g Fizy'muicc  wykres AC'D'B za
d W NS wykres ckelgzen widinych znajdujcmy

o ¢ 0 g mcmenly wiine M =M, w prrk-

\“Mﬁ ' tach C i D i ccpcwiecnie ccchylenia
¢ g DrD' 2.19) mexy.= mex —&

A . ¢ p ( ) N o EJ

T~ o Poniewaz odchylenia te réwne s3

przyjetym z gory amplitudom punk-
tow C i D, wigc maxy,==4, skad
mozna obliczyé czestotliwoéé kolows pierwszego rzedu rozpatrywanegoe
ukladu

: L 18EJg
@zm_ "“:l/_bv"'

Aby wyznaczy¢é czestotliwoéé drugiego rzedu tego uklady, odpo-wiad'.a—
java typowi drgan przedstawionemu na rys. 28c, priyjmujemy, ze ampli-
tudy drgafi punktéw C i D sg réowne 8 i odlozone w przeciwne strony.
W zwigzku z tym zaczepiamy w tych punktach dwie sily wyrazone wzo-
rem (2.18) i skierowane w przeciwne strony, Odpovmedm wykres momen-
tow zginajgcych przedstawiony jest na rys. 28e. Uwazajac ten wykres za
wykres cbeigzenia wtdérnego -znajdujemy ugiecia preta AB w punkiach
CiD a tym samym najwiegksze odchylenia od polozenia réwnowagi: = -

PP
(2.21) . S meX e = ST

Przyréwnuiae do 51eb1e -dwa rézne wyrazema na 1:0 samo odchyleme zna;-
dujemy z réwnania max e = d

o ' 192EJg
(2.22) | gw-}/ L
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Z porownama czestotliwodel pierwszego 1 drugiego rzedu mdmmy Ze. _
czestotliwoié n, jest dwa razy wieksza od ezestotliwogei Ty
Dalej podamy ogolmegsze rozwigzanie zadania podobnego do pom'zed-
niego. : S0
Bierzemy mianowicie pod uwage pret niewazki AB w dwoch punktach A
swobodnie podparty, do ktérego w punkcie C w odleg]:oscmch rownych
/3 od podpér zaczepione sj

dwa ciezary o dwu roéwnych 1 1w 1” /glf'F\\ ~
masach, i wyznaczamy czesto- Ar—"’ s 3¢ 8 o 8 X

tliwosé drgan drugiego rzedu =
{rys. 29q). : ' 1, 1

1
Przyjmujemy w pierwszym - L? 3 =3 '
. przyblizeniu, ze przy drganiach & A r e ACNB
drugiego rzedu pret wygina sie : , D
wedtug sinusoidy * f;_l %t

2nx

(2.23) p—3dsin-T%,

Rys. 29

gdzie & oznacza amplitude w punkcie S polozonym w odlegltosci 1/4 od
podpory.

Najwieksze sity bezwiadnoéci mas ciezaréw zaczepionych w punktach
€ wynoszg

(2.20 | P=-Cnte,

gdzie 5, sg ugngmaml (amplitudami) odpow1ada]qcym1 najwiekszym sitom
bezwladnodei. Sity te sg zwrécone w kazdym z punktéw C w przeciwne
strony. Uglecia 5, otrzymamy wstawiajac w réwnanie (2.23) x = 1/3:

{2.25) 1e==0,866034 .

Wykres momentéw zginajacych w belce AB, odpowiadajacy dziataniu
dwoéch sil P’ skierowanych w przeciwne strony, przedstawiony jest na
rysunku 29b. Uwazajac wykres ten za wykres obciazenia wtdérnego znaj-
dujemy reakeje ¥ podpory A belki AB od tego obeigzenia:

(2.26) o W=

(2.27) MWy o = o L o 1= 0,00192 PP
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' Ugiecia w punktach § rowne sobie, lecz skierowane w przeciwne stro-

ny réwnajg sig-. - o o
: oMy 0,00192F°B  0,001928 P

(2.28) 'ﬁf.—EJ—‘ TE T Er g™ 08sess. e
’ .,Pl‘i)‘fl":ﬁmﬁjac' ugie;:'iaf 5‘ do éakozonego Z .g"—éry'ugiecia #s dochodzimy
do rowmania - : R \
(2.20) L m%é, h
z ktélf"?eg'o znajdujemy . . 5 N _ \
(2.30) v . "nxzzrg ‘%%-; L

Dalsze przyblizenie dla n moglibyémy ‘olrzymaé | przez. powtérzenie
przytoczonego’ toku obliczenia przyjmujgc w him zamiast ¢ -ugiecie 7,
i zastepujac brzyjeta wyzej sinusoide krzywsg odksztaicong belki, wy-
znaczong na podstawie wykresu obeigzef wtornych. P o)

. Przypadek, drgan ukladu o trzech .stopniach swobody rozZwazymy na
przykladzie przédstawionym ma'rys. 30. Obliczymy misnowicie czesto-
. tliwose drgan podstawowych ukladu. T
" “Bierzemy dla przykladu belke w dwéch puﬂktach'sw'oﬁmdﬂiié__ podpétrt
o rozpietodei I = 10 m. W punktach 1, 2, 3 zaczepione sa ciezary P =10 t,
Py = 20 t, P, = 10 t. Belka jest nie-
- wazka. -
Wobec tego, ze obciazenie preta
‘niezbyt odbiega od symetryicznego
- wzglédem: §rodka belki, przyjmuje:
my za of odksztaleony krzywa:

(2.31) = gsin T

gdzig 6 oznacza ﬁgieci'e belki w Srodku. Podobnie jak w szﬁ'ddka‘Ch roz-
patrzonych wyzej przyjmujemy . — '

. - P .
(2.32) - Pi= ?J n¥a; ==, 9
oraz odpowiednio R ' _ 0

Wstawiajac w réwnanie (2.31) kolejno @ = 0,21, z = 0,511 2 =071
majdujemy ... . L LgorvDn g

(2.34) =088, m=d. g 08085,

1
- .
i

e RS,
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Reakcja podpory A spowodowana praez sity P Weynpsi oo
- ¢ ] ’ #
{2.35) Ra=08P, +0,5P, + 03P, =17,12" 5
el L g (i)

a wobec¢ tfego momenty zginajace pod poszczegoinymi cigzarami bedy -

réwne ‘ ' ' IR
4 . . 9 Lo, - 2. . - ' ik

(2.36)" M1:34,2.4—g—6, M= 67,96%6, M, —50,40 "l

Rozktad moméntéw_ zginajgeych priyjrriuj‘emy dialej wed&ug prawa( “

{2.37) _ M= Mflﬁsiﬁilof.

Wobec matej liezby ciezaréw skupionych na belce rzeczywisiy x:s}y’kres
momentébw zginajacych jest bardziej stromy niz wykres (2.37). (przi
M, = M. Aby to mie odbilo sie na momentach wtbrnych, bierzemy pod
uwagg, ze Srednia z rzeczywistych momentéw powinna sig rOdwnaé: éred-
niej z momentéw w tych samych punktach obliczonych wedlug wzoru
(2.37). Stosunek Sredniej momentéw (2.36) ‘do- momentu M, wymnosi 0,74,
a stosunek $redniej odpowiednich rzednych krzywej (2.37) do M, réwna
sie 0,80. Wobec {ego zastepuie-

0.

my "row:nanle (2.37) przez row-- . lg w l’% : l'% la
a ,
namie L 0.74 S ,.aA - T
{2.38) M= " Mesin =", Teqipmie—2m et [l bt B0 ke 145
- 0,80 b | T
: e g o e T :
Moment Ry, bedzie w tych 5 % § B v 08 !
. - Lo | m g e es e e Sy
warunkach réowny ! S——— 1 _‘_ [
. B ~m——a b e
(2.39) Myr = 0,93 Mg — —- B T S A
M lﬂ’ lpa' l@' !‘”4
2
—63,80 " 4, © el ¥ L.
: - o ) X ,&i o ' gg_. . i
Dzielge ten moment przez d & g € j;: e
-._.____i —

EJ i przyrownujae iloraz do § S N

znajdujemy R o)
. — Rys. 31

(240) = 0,0398 Y Tig Ve

wobee dokladnej wartosci wspblezynnika przy - pierwiastk 0,0401" poda-

nej prace K8 Zawriewa  © o 0 0 sn o
-Wyznaczenie -czestotliwosei drgan wlasnych ukladu o czteréch stop

niach swobody dynamicznej przeprowsdzamy dla'przypadku -‘pri‘ze:ﬂstawid-’-

hego na rys. 31, gdzie P, =P,=—451% 1 P,—P,=3 t oraz [=£% 95 m SR




Za rownanie pierwszej przyblizonej postaci ost odksztalconej przyj-
mujemy réwnanie :

(2.41) o g=asin TR,
gdzie § oznacza miezmane ugiecie belki w érodku, mierzone wzgledem po-
lozenia réwnowagi (wzgledem tzw. poziomu staiycznego). Rysunek 31b
przedstawia wykres sinusoidy (2.41) ze wskazaniem rzednych wyrazaja-
cych przesuniecia punktéw zaczepienia poszezegdlnych cieziréw P. Po-
le £, zawarte miedzy sinusoida a osig odeiefych wynosi :

(2.42) -91=iw.

Na3w1e’ksze wartosm sid bezwladmosca znagdu}emy ze Wzoru

P
(243) : | P=n—un,
| | "e
a wiec’
| N | Z
DR lpwzzsﬁi ' P;:2,91"§7”, |
(2.44) g | -
lP —2,95%" p,=2,50 "
o g g

Po sporzgdzeniu wykresu momentéw zginajgcych dla sit (2.44) i po
znalezieniu odpovvledmch momentéw wtérnych dochodzimy do nowej
odksztalconeg, przedstawionej na rvsunku 31d; znajdujemy nowe pole za-
warte miedzy t3 krzywa a osig odcigiych

dn?

" (2.45) 2,=384,40 - Edg

EPrzysroWm;me pol Q, i 2, zastgpujemy W tym wypadku przez przy-
rownanie $redmich rzednych obydwoch krzywych; znajdujemy w ten
sposob

(2.46) _' n—0,113 |/E7gi.

- Przechodzac do obliczenia czestotliwodel drgan wilasnych cial sprezy-
stych, a wiec ukladéw o nieskonczenie wielkiej liczbie stopni swobody,
wykaZzemy przede wszystkim, ze najniiszéj czestotliwogel - odpowiada
w tych wypadkach na3w1eksza amphtuda co ma n’ne]sce przy drganiach
pudstawowych. . T -
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dzy odchyleniem 7 pewnego punktu jej osi od polozama ro
a czasem t wyraza sie rownwmem o
. : a'}n az
@4n) | Bty g =
_ gdme W oznacza odcu:ta punktu, ktérego odchylenie jest #.
Po ustaleniu warunkéw brzegowych dla belek w dwoéch punktach
swobodnie podpartych, belek utwierdzonych na koncach i bglek-wspor-
nikéw wyznaczamy czestotliwofei drgan wilasnych tych trzech rodzajow
belek odpowiednio z réwnan

(2.48) ~ sinul=0,
(2.49) - .- .cosulecoshul=1,
(2.£0) 7 | cosul coshul =—1,
gdzie

L ]/ n ]/ EJg
u=Tf/— oraz a=1/—.
a ¥ q
Kazdej wartosci ul odpowiada inna czestotliwo§é n» i inme réwnanie
fali stojacej: -

(2.51) . X() Dlsmu:c—kDacosuxﬁ-D 51nhu:c—[—D4coshu:c

Przyjmujac ]edna ze stalych calkowania D za réwng 1 otrzymujemy
dla kazdej z wymienionych wyzej belek wykresy ugieé¢ odpowiadajgcych
réznym czestotliwo$ciom drgat;, obliczonym z réwnan (2.48)-(2. 50).

Rys. 32

A W‘lQC np.. dla helkl-wspvomhka po uwzgle;dmemu warunkéw brzego-
Wych mamy ,

(2.52)  X(x )= .D2 [(cosu:c — cosh u,:r:) +- 0,731 (sm wa -—sinh ux)],




cb doprowa;d,za do wwykresu nad rys. 32,.na Ktérym. krzywa 1 odpovvlada

ul ='1,875, krzywa II ul = 4,604, krzywa I1I ul =7 ,895. Z wykresu wy<

nika, ze majwicksze amplitudy odpowmdaga -drganiom’ podstawowym co
 potwierdzaja obliczenia dla d‘alszych Wyzszych czestotliwogel i dla m—
‘nych typéw belek. Pozwala to, na ogramczeme sig w wielu wy'oadkach
drgan konstrukeji budowlamych do badania samych tylko drgan podsta-
wowych. Mozemy to wykonaé sposobem meomemtow Wtornych Podajemy
dwa przypad}n teglo rodza;;u obliczenia. ‘

Blerzemy pad uwage pret utwierdzony w przekro;u A i swohodny
w przekroju B; ciezar wlasny preta g kG/cm (Kllogramow na centymetr
biezacy), EJ = const {rys. 33). ’ .

Oznaeczamy przez 4 amphtude drgan podstawowych w punkcie .B

i preyjmujerny dla osi odksztalccne;

a : preta w czasie drgan réwnanie pa-

I - — B__ X' raboli : o
o T — x* '

| -, jj. (2.53) L y=d;-

y W 3 , \'\' Wykré;é - "gheigzen preté sitami
M, = bezwladnoSei * bedzie sie wyrazal
TR oo : wzorem. .. " '

Rys. 32 a?

(2.54) q——sa

'._., .\.

N aJW"lekszy moment zgma]acy, spowodowa.ny przez sﬂy bezwladtnoscl
wvstepu]e w przekro;u Ai wynosi -
5B 2 3

255 e Y AN S Y Thiy 1 P
{ ) M4 3(2 35181)

."

or.

Gdyby chodzito o sile bezwhadnosci jednego ciezaru zaczepionego
w koficu B preta, mielibyémy do czynienia z nastepu]acym rozktadem
obeigzen wtérnych (rys, 33b):

(2.56) M:Mg%:l
Odpowsladﬂby temu nastepujacy moment statyczny obceigZenta wtér-
nego preta Wzgledem punktiu B:

2
(2.57) SntB—MA—l:)T

. Poniewaz giéwna czeié sit bezwladnosei preta, iak to 'Wymka z postaci
krzywej odksztaicmq, bedzie skupiona okolo punktu B, moment. stas

tyczny M% w damym zadamvu bedzue mhal Wartosc zbllzorna, do war-
todei (2.57)¢ Comne bl Lo WAL e L R
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Wobec tego przyjmujemy, Ze

. Ma l?s i
(2.58) TRy

PrzyrownuJac to nowe wyrazenie na ugleme pre’ca w pu;nkme B d,o\
plerwotme przygetego § z:aa;du]emy

2

S e 7 EJ g
2.59 TR =160 N
(2.59) - (1,691 a
Wymk sc1sly rozmlby sie od powyzszego tyiko tym 7e wspolczynmk
przy ! bytby tu réwny 1,67.

Oméwimy dalej obliczenie czgstotliwosel drgan whasnych w kolej-
nych przyblizeniach. Wykonamy to na przypadku drgan pnodstawowych
preta o kszialcie klina wtwierdzonego w ‘punkeie A i swobodnego w puhk-‘
cie B, o wysokosci w przekroju utw1erd4ema 2b o szerokosc1 lio cu:za-
TZE Jednostkowym p (rys. 34). -

Dzielimy pret na cdeinki Ax=— i - _
= 0,211 w granicach tych odein- a -A% ———TT Li? .
kéw zastepujemy w przekroju ¥ T

podiuznym- trapezy prostokgtami.
Poszezegélne odeinki 4x rozpatry-:
- wanego preta majg w tych warun-

kach nastepujgce cieZary (rys. 34c):

(P,=0,18-2bly,

| Py=014-2b15,
{2.60) | p,=0,10-201y,
1

Py=0,06- 2bly, - L
P,=0,02-2bly. ‘ © Rys. 34

" Przejécie od sﬁ P do rna;lw*lqkszych dmalancych na pret sit bezw‘ladnos—

i odbywa sie na podstawie WZOTU
2

. iy
(2.61) | P'=Po i,

gdzie 5 oznacza przesuniecie punktéw zaczepienia sif, ktore obh'czamy
w pierwszym., przyblizéniu wedlug paraboli e e : )

[ 2 N ;
@62) oo g=madEl o oo
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. Mnoige sily (2.60) przez przesunigeia n= 0,014, 5=0,094 itd. Zhaj-
dujemy: )

nd ' o
Pi:0,0018-2b1y-f~§——,, : o
2

nid nid

]

(2.63) Pi—0,0126+ 2bly— -,  P{=-0,0504. 261y
J .

; nié o ni
Pi=10,0250 - 201 » g P=00162-2bly

~ Sily P’ Wyvv_oluj'a nastepujgce momenty zginajace w poszezegolnych
przekrojach 1, 2,3, 4 i 5: :

2
n; d

' Mi=10,04312-2bly L,

2 2

: ) onid , .mid
{2.64) Mé:0,02648.-261y—;l, M4=0,00324-2bly g 1,

2 2
nié ny o

, Msz=10,01236 - 2bly I, Mz=0,00041 - 2bly 1.

Wobec zmiennoéei przekroju poprzecznego rozpatrywanego preta znaj-
dujemy jego obciazenie wtérne na podstawie wykresu momentéw M’
zmieniajge rzedne (2.64) w stosunku odwrotnym do trzecich poieg wyso-
kosci klina. W ten spos6b dochodzimy do nastepujgeych rzednych wykre- -
su obcigzen wtérnych: :

. n?d
Mi' = 0,05933 - 2bly —

l,
1,  M{=0,11988-2bly 1

(2.65) Mz =10,07719 - 2bly

l n;d s N n; o
M§'=0,09888-2b1y—-g—1, M§ = 0,40500 - 2bl y _

Przyjmujemy, ze na powierzchni poszezegélnych odeinkéw momenty
M” nie ylegna zmianie, i znajdujemy nastepujace wartosei powierzehni
ol obeigzenia wtdérnego ma tych odcinkach:

9

nid
lﬂ51=0,{}1187-2b1y ; P

. 2
nid

9

y - nid
(2.66) 3 9,=10,01544- 2b1y p

B, 9,—0,02398- 2bly—— 2
2 2

l L ni o
s 933-—.—0,0197&261;;—?—12 , P; =0,08100- 2b1y .
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Pola P przyjmujemy dalej za sﬂy skupione w punktach 1, 2, 3, 4 i 5,
‘wobec czego moment statyczny tych sit wzgledem punkin B wynosi
p

{2.67) Mz =0,04667 - 2bly 17,
Wreszeie z rOwnania _

(2.68) Hg =10,

czyli z rownania

2.69 Mo o -

( . ) EJ - H

gdzie J dotyczy pi'zekroju utwierdzenia, dochodzimy do mastepujaeej cze-
stotliwosci kolowej drgad wlasnych klina w plerwszym przyblizeniu:

4,629b _ /Eg
2.0 , M=y |/ 5.
{ . 0) _ 1? 3y

Aby znaleZé czestotliwo§é drgani podstawowych w drugim przyblize-
niu, musimy przede wszystkim wyznaczy¢ na podstawie otrzymanej cze-
stotliwosei drgan w pierwszym przyblizeniu nowe wartosei. amplitud preta
w czasie drgan podstawowych. W tym celu obliczamy kolejno momenty
statyczne IR dla poszezegdlnych punktdéw preta:

2

- _nié
W= 0,00030 - 2by—_

1,

(271)  § Mp=10,00237-2b

. Mi=0,01724-2b

H

. J Sl . me
&mg:ooovsz-zby—g— I, M =0,03144 - 2by S

_ Stad ma] gc na uwadze, ze w przekro;u utwierdzenia J = (2b)3/12, znaJ—
dujemy poszukiwane ugiecia:

mxﬂgﬂ “2by Mg 000452’;: ii”,

m="gy 26 "0 003562?;25214,

- (2.72) e 0’02382 -2y ™ B=0 011732?2:214_,
| n42‘0_0£‘;% 2by 2 — 0,02686 " 7;59%:214,

L 00E3;44 35540 1o 04715 2 f:-.
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' Qdpowiednio najwieksze sity bezwiladnoéci w drugim przyblizeniu wy-
mosa (n. oznacza tu czestotliwose plerwszego rzedu w drugim przybhze-
niu}:

ﬁz.' 00810 12 ? 2515
P —P g ?71~—000 08 na gaEb A,
- n; L dpiner
P,=P, PR 0,0004984 iy
: n2 dy*nidl .
2,73 S ] ;
@.78) Py=P, " = 0,0011730 n} — S Ep
; 77'2 : . 4,),2 ?515
Py= 1?.47? == 0,0015516 ) — gy
p, 0009432 n? Ay mioll
P,="P, *ns—ﬂ 009482 1 — sy -

Sity te wywoluja nastqpmace momenty zginajace w poszczegblnych
przekrojach 1, 2, 3, 4 1 5: :

M} = 0,0022545 13 4 ol
o g Eb
, , dyinielt
M;==0,0014209 n Y Tt
' ) 4yPnlolt
(2.74) M; = 0,0006876 15 —57p—
: 4y°n} 61t
i 4%n sl
M :\0,000023.6.@3 FED

. Zmieniajac te momenty odwrotnie proporcjonalnie do trzeecich poleg
wysokosm klina dochodzimy do nastepujacych. rze;dmych nowego wykresu
obciazen wtomych

LM, L Ayinfolt
Ml— ) 75 =0, 003092n 7o
M, ; 498 n3o1°
M, = 5343 — 0,004142 n Ry TR
B o ‘M' 4,})2 2(516 )
(2.75) Loy My e 0. 125_4) 005500 nl gz‘E'-b_— A
. M, pinidlt
M, = 002'5_0006985 m FEb
M — M"“ﬁoozaaoonﬁ o LA
ALK T 0,001 *Eb




Znajdujemy dalej nowe wartosci p6l-nowego obcigZenia Wtornego dla
poszezegolnych odcmkow preta:

o yz 2517”‘ .
%) M 021r—~0000618'n ggEb ,11 \
o spagan |
9, — M, - OZL—OOOOSZSnZ#, o
Eb 1
o N 4y ny ol :
2.76 = M021— 2 :
(276) | Py = M 0,21==0,001100 @ FEb
i
" y2n§617 i
P, =M, 0,21=0,001397n} — i, |
S L Ayinloll
Py M5 0,21 == 0,004720 08 — . |

Uwazajac znowu pola SJ) za sity skupione w punktach 1,; 2, 3,415 obli-
ezamy nowy moment statyczny tych sit wzgledem punktu B:
oo -, APniel
:(2.77) .»l = 0,002577 g W
o Daje to nowa, wartosé amplitudy drgan podstawowyeh w rpunkme B:

: S 0,002577 , 47 n oL
(2.78) WETEr ™ @R

dzieki czemu a;(ﬁ\,{ﬁnami-e\(2.685.51\3-rzybiiaréf ﬁoétaél.r o
0002577 , 4¥mEdT 04667 il

. My T T 2by .

TS FED EJ g

(2.719)

Stad Zinajdu]uemy g czestcthw"osc drrgan pudstarwowych W druglm
przyblizeniu:

_5,2109b Eg
(2800 ﬂ_Zﬁfu—l-a—P By

Czgstotliwodé drgan podstawowych w ‘r.rzemm przyblizeniu n, otrzy-
maé mozemy wedhig amphtud Wyznaczonych na podstawie: czestotliwosel
W, drugim przybhzemu wynosi ona -

5,374 b Ey

@81) =" 5y

obhczeme zah sczsle wykonane przy uzyciu funkeji B e 5 se 1 a das;]e w tym
wypadku L

- 53156 . /- E§ SRR
(2'82) == wIF i ‘73,?1' ) ’
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W przypadku podtuznych podstawowych drgan wlasnych pretéw pro-
stych role poprzedmo przyimowanych a priori krzywych odksztaiconych
b przy zginaniu odgrywaja krzywe wyrazajace za-

' leznoé¢ przesunieé¢ sprezystych v poszczegdlnych

A
% Al ¥ )
, ' . : przekrojéow preta od ich polozen poczatkowych.
% ol ‘ Omoéwimy to w przypadku przedstawzonym na
I » :

rys. 35.

Oznaczamy przez J pionowe przesunigeie prze-
kroju B i przyimujemy, Ze przesunigcia » po- .
j , szczegolnych przekrojéw preta wzdiuz jego diu-
gosci beds sie zmlenlaly wedlug rownania (rys.

, T | ~ 35b)
! ]

I (2.83) vH—ﬁsan.
18 ol F |eee ‘ . o
g Na element I.preta (na r.ysunku Zacieniowany
Rys. 35 ukoénie) dziala sila rozeciagajaca S, na ktérg skla-

daja sie sity bezwladnoSci elementéw II (na

ryqun:ku zacieniowanie poziome) zawartych w granicach od x =, do

x=1 SRR

Masa jednego elementu IT wynosi (A/g) dx, a odpovsnedma !najwzeksza
wartosé sity bezwladnosci A ydanie. W zwzqzku z tym

(2.84) == 'n25 sin 7% d — 4y n 57—1—' cos 2%0 |
g n 21

Wydluzenie elementu I pod dzialaniem ‘sﬂy- S réwna sie

Sdmo

e8sy
(2.85) | | Adac0 EA.

W tych warunkach calko_wite najwicksze wydiuzenie preta AB wj}nbsi

: _ { o o :
{2.86) .,_vﬂzfddxnm-fﬂngdﬁ wim—cos.w—w—""dmz
g w B

A

Przyréwnujac to Wydluzeme do przygc—;tego Z gory na]wm;kszego prze-
suniecia § znajdujemy -

(2.87) 2 g a(ﬂ) =9,
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skad

(2.88) n:% / Eg.
4

Aby znalezé warto$é czestofliwosel n w drugim przyblizeniu, nalezy
granice catkowania we wzorze (2.86) «od 0 do I» zastgpié przez granice
«od 0 do x», dzieki czemu wzér ten da wartosei v przesunigé poszczegdl-
nych przekrojéw poprzecznych wyrazone przez czestotliwosé n w pierw-
szym przyblizeniu. W ten sposob zamiast krzywej rys. 35b bedziemy
mogli zbudowa¢ nowa krzywa. Postepujac z niag w ten sam sposboh jak p'd-'
przednio dojdziemy do nowej wartosci n. W danym wypadku szczegtl-
nym czestotliwodei n w pierwszym i w drugim przyblizeniu sa sobie
rowne. '

Obliczenia czgstotliwosei drgafi wlasnych sposcbem arytmetyzacii
tych obliczen w przypadkach wymagajgeych dinzszych rachunkéw omé-
wione sg w zbiorze zadan autora. :

3. Interpretacja dynamiczna metody Ritza i Timoszenki

Analiza zjawisk dynamicznych w pracy konstrukeji inzynierskich mo-
ze by¢ wyzyskana do wyjasnienia i poglebienia niektérych teorii statycz-
nych, w szczegdlnosci przyblizonej metody Ritza i Timoszenki
wyznaczenia odksztalcen ukladéw sprezystych i sit krytycznyeh.

W zastosowaniu do wyznaczenia odksztalcen ogloszony przez
W. Ritza w 1909 roku pomyst matematyczny polega na szukaniu takiej
funkeji w = F (x) wyrazajgeej odksztalcenie, aby catka

(5.1) U:f flae,ww’, ) die

w granicach od g do b czynila zadosé warunkowi extremum.
Aby znalefé funkeje w = F (x), nalezy przede wszystkim przedstawié
ja w postaci szeregu '

(3.2) we=yp () + Ay, (1) 4 Ay (2) o

o skofezonej liczbie wyrazéw, w ktorym symbole » oznaczaja pewne
znane funkcje x odpowiadajgce tym samym warunkom hrzegowym co
funkcja w, a A, A4, A,, ... pewne nicznane i od x niezaleine wspblezyn-
niki (parametry). _ ‘

Wstawiamy nastepnie we wzdr (3.1) zamiast w i jej pochodnych szereg
(3.2) lub szereg odpowiednio zrézniczkowany i po wykenanin calkowania
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otrzymanej w ten sposob funkeji f(x) przedstawiamy catke U jako funk-
cje wspblezynnikow A, Ay As oot

, b ,
(3.3) U=ff(x‘)d:c=F(A1,A2,A3,...).

Wspblezynniki A;, A, A,, ... konieczne do nalezytego okreélenia od-
ksztalcet za pomoca szeregu (3.2) powinny hyé wyznaczone z rownan

ou U oU

{3'4) F'A_l‘zo, mzo, m,

wyrazajacych warunek extremum funkeji F (A, Ay Ay, ), 2 tym samym
i extremum caiki U.

S Timoszenkow 1910 roku wprowadzil jako szereg (3.2) szereg
Fouriera, dzieki czemu omawiana tu metoda znalazla szerokie zasto-
sowanie przy obliczeniu odksztatceni belek, plyt, zbiornikow itd.; w szecze-
gbolnoéct stosuje on czesto tatwe w uzyciu szeregi sinusowe typu

2
(3.5) w=A, Sinﬁ'lﬁ-l—}l2 sin—mlyi-l—....

W konkretnych obliczeniach statycznych rolg caltki U odgrywa calko-

wita energia potencjalna ukiadu.
Istote zagadnienia, ktére ma byé w tym rozdziale omobwione, przed-
stawimy mna najprostszym przypadku zastosowania metody Ritza i Ti-
moszenki do belki w dwéch punktach

P swobodnie podpartej i obciazonej w $rod-
4 L g x. ku sila skupiona P (rys. 36). Przebieg obli-
T L | 1 :l-A czenia jest tu nastepujacy.
¥ z l Z Przyjmujemy dla ugiecia belki y = w
Rys. 36 wyrazenie o
(3=6) | : y=Asin—n£,

I

przedstawiajace pierwszy wyraz szeregu {3.5).
Energie sprezysta ukladu obliczamy ze wzoru
!
Midx
3.7 ‘ e
S v 2ET

0

gdzie M oznacza moment zginajacy w przekroju poprzecznym belki.odda;
lonym o x od podpory A, a prace sit zewngtrznych ze wzoru '
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W tych warunkach - |
3.9) fleww,.)dz=dV —dT=d(V-T)=

I
T MPdx
-—‘d( _-QEJ_—_Pyﬂ):
¢

“Wstawiamy we wzdr (3.7) wyrazenie
(3.10) M=EJy"

gdzie z kolei y” obliczamy na podstawie réwnania (3.6). Réwniez na pod-
stawie rownania (3.6) znajdujemy ¥ys. W ten sposdb dochodz1my do naste-
pujgcych wyrazen na ViT oraz na U=V —T:

- EJ
(31D ' V= 41? A%,
(3.12) T=PA,
(3.13) - p=EJ" 42__pa
) 4P

‘Wielkosé U posiada w danym wypadku ten sam sens co we wzorach
13.1) i (3.3), gdyz -

! ‘
(3.14) U= jf(x) dxzfd(VwT).
0 ' 0 ‘
 Aby znalezé wspélfczynnik A we wzorze (3.6), ustawiamy roéwnanie
| - gu
-gkad znajdujemy, zZe .
(3.16) A= TV
e T A8TET

Przebieg przytoczonego obliczenia marzuca pytanie, dlaczego korzysta-
lifmy wyzej ze wzoru (3.7) na energig sprezysta, ustawionego w zalozeniy,
ze sila P wzrasta od 0 do swej wartodci ostatecznej w sposob ciagly i nie-
skoficzenie powolny, podezas gdy zastosowany jednoczednie wzér (3.8) na
prace sit zewnetrznych przewiduje nagle zaczepienie sily P, tzn. zacze-
pienie sity o jej wartosci ostatecznej. Do wyjasnienia tej sprawy zmierzaé
bedziemy dwiema drogami, podajac, z jedne] strony, formalne uzasadnie-
nie réwnania '

{3.17) T d(V—T)=10,
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ktérego bezpoirednia konsekwencjg jest rownanie (3.15), oraz hadajac,
z drugie]j strony, przebieg zgmama be1k1 w przypadku szczegolnym dopze—
10 co omdwionym (rys. 36). :

Uzasadnienie wzoru (3.17) przeprowadzamy dla zwigzloSci na sprezy-
stvm ukladzie kratowym i rozpowszechniamy je na wszystkie uklady
sprezyste.

O ile kratownieca znajduje sie w polozeniu réwnowagi, musi byé¢ spel-
niow.lé réwnanie

(318) . ‘i’,Pv—jSAl:O,
o ) 1 1 .

gdzie k oznacza liczbe wezléw w kratownicy, v liczbe pretéw, P sity za-
czepione 'do poszezegblnych wezléw, S sity w poszezegdlnych pretach,
v przesunigcia poszezegdinych weztdéw i Al sprezyste wydluZenia lub skré-
ty (zmiany dlugoéci) poszezegdlnych pretéw. Rownanie (3.18) wyraza
w przypadku kraty zasade prac wirtualnych. '

Jezeli sily P wzrastaja od zera do swych wartoel ostatecznych w spo-
s6b ciagly i nieskoficzenie powolny, otrzymujg one w kazdej chwili doko-~
nywajacego sie odksztalcenia takie wartodcl, ze s3 w stanie zrownowazy¢
powstajace w ukladzie sily wewnetrzne, lecz nie moga spowodowaé drgan
ukladu. W ten sposéb praca sil zewneirznych zamienia sig catkowicie
w energie sprezysty ukladu, czyli ze ma tu miejsce zaleznodé

(3.19) | . y=rT,,

gdzie T, oznacza prace; sit zewnetrznych w zaloZzeniu, ze sity te wzrastaja
w sposob ciggly i meskonczeme powolny od zera do swej wartoSci osta-
teczne]. "

Jezeli natomiast sily P posiadaja wartoSci stale i skoneczone, wowezas
‘przewaga pracy sil zewnetrznych nad energia sprezysta przetworzy sie
w energie kinetyczng i uklad dozna drgan, przy czym poszczegolne jego
punkty beda ulegaly wahaniom wzgledem pewnych poloZen réwnowagi,
ktSre sig ostatecznie ustaly jako odpowiadajace danemu obeigzeniu.

Iloéé energii sprezystej nagromadzonej w. danym ukladzie po ustale-
niu sie stanti réwnowagi nie jest zalezna od drég, ktorymi uklad zinierza
do tego stanu, Istotnie, wyrazenia na energig sprezysta jednostkows, tzn.
nagromadzong w szefcianie o wymiarach 1 X 1 X 1 majg postaé
1 1

UzE,. V1:?EZE,

3.20) : -
(3.20) Vi=r,

gdzie ¢ oznacza naprezenie normalne wystepujgce na plassz‘czyznach ogrd—
niczajacych sze§cian, a ¢ wydiuzenie jednostkowe jego krawedzi; energia
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sprezysta nagromadzona w calym ukladzie spreZystym: wyraza
tego wzorem o

{3.21) V= [[[Vidzdydz,

gdzie calkowanie d‘o-tycz;v? objetosci rozpatrywanego ciala, Y _
Ze wzorow (3.20) i (3.21) wynika, ze energia sprezysta ukladu wztasta
w sposob ciagly, o ile w tén sam spos6b wzrastaja wydiuzenia. jedno;st'ko, . -
we ¢, a wiec i odksztalcenia. Poniewaz z doSwiadczenia wiemy, ze cia}-c}
sprezysie odksztalca sie w sposob ciagly niezaleznie od fego, ezy sity ze-
wnetrzne zostaty zaczepione jako wrzrastajgce w sposdb ciggly i nieskon-
czenie powolny, czy tez nagle, o swej wartosci ostateczne], mozemy wiec
twierdzié, ze nie zalezy od tego réwniez i sposéb, w jaki wzrasta energia
sprezysta ukladu. A wigc ilosé energii sprezyste] nagromadzone] w danej
chwili w odksztalconym elemencie konstrukeyjnym zalezy wylacznie od
slanu jego wygiecla w {ym czasie. ' ‘ C _ o
Poniewaz przy zaczepieniu do kratownicy sit P o ‘wartodciach statych
i przy zwiazanych z tym drganiach uktadu poszezegolne prety beds do-
znawaly okresowych zmian diugodei w sposob ciggly, wiege i si}y w nich
wystepujace beda, w myél prawa Hoo ke a, réwniez zmieniaty sie w spo;
s6h ciggly. . ,
Po uspokojeniu sie drgan ukladu w stanie réwnowagi ustala sig takie
samo odksztalcenie ukladu, jakie mialoby miejsce, gdyby sity P zostaly
zaczepione jako wzrastajace od zera do swej ostateeznej wartosci w spo-
s6b ciagly i nieskonczenie powolny. RéwnieZ i energia sprezysta ukiadu
jest w obydwéch wypadkach ta sama, jednak w poszezegblnych stadiach
dokonywajacego sig “odksztalcenia zaleznoét miedzy energia sprezysts
ukladu a praca sil zewnetrznych nie odpowiada réwnaniu (3.19).

Wobee tego, ze w rownaniu (3.18) w postaci ogolnej wielkosci v zaleza
tylko od wielkosci 411 odwroinie, mozemy wstawi¢ w nie zamiast v i Al
nieskoriczenie mate przesuniecia dv weziow kratownicy z polozenia row-
nowagi 1 odpowiadajgce im nieskoficzenie male przyrosty zmian diugobci
(A1) pretébw. W ten sposéb znajdujemy, ze |

i r . 3
2! AT
(3.22) ;’Pdu—‘; Sd{A)=0.

Nieskotczenie malym przyrostom d{Al) zmian diugosci poszczegc_’ml-f
nych pretéw kratownicy odpowiadaja nieskoficzenie male przyrosty sit
w tych pretach, fzn. ze o . e

o T dsi

(3.23) o Adn=0
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wobec czego prawy skladnik lewej strony réwnania (3.22) przyble:ra
postaé

ast
(3.24) ZSd(Al)ﬁZS S
lub postac
(3.25) Vsdan—a 35
' Z (Al = 12 2EA’
skad
(3.26) 2’ Sd(AD)=dV,

gdyz suma po prawej stronie wyrazema (3. 25) przedstawia energie spre-
zysta ukladu kratowego.

Podczas odchylania sie uktadu kratowego od polozenia réwnowagi si-
ty P jako niezmienne pozwalaja na nastepujgce przeksztalcenia lewego
dodajnika w réwnaniu (3.22):

I3 k
(3.27) Pdv=—d Po;
| ;‘ v ;‘ v

skad

[
{3.28) _ Z Pdv==4dT,
i 1

gdzie przez T rozumiemy prace sit zewnetrznych jako sume iloczynéw .
brzesunie¢ poszezegdlnych wezlow kratowniey przez odpowiednie sily.
Réwmanie (3.22) przybiera w tych warunkach postaé

@.299 dV—dT=0;
skad _

(3.30) d(V —T) =0
lub A

(2.31) du=o,

gdzie U = V — T jest funkcjg parametrow A.
Rownanie (3.31) wyprowadzone: dla uktadéw kratowych moze byé roz-
szerzone i na uklady pelne. Wyraza ono, Ze o ile uklad sprezysty pod dzia--
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aniem sil zaczepionych jako sity stale, a nie jako wzrastajace od zera do
swej ostatecznej warlosci w sposéb ciggly i nieskoriczenie powolny —
znajdzie sig, po zaniku drgan, w stanie réwnowagi — to funkcja U przy-
bicra wartodé extremalna. :

Catkowanie réwnania (3.31) daje

{3.32) ' , V—T=0C.

Przy C> 0 mamy V > T i réwnowaga ukladu sprezystego jest stateczna,
a przy C <70 mamy V << T i réwnowaga jest niegtateczna, Przy V = T na-
stepuje przejicie ze stanu réwnowagi statecznej do stanu réwnowagi nie-
stafecznej 1 réwnanie

(3.33) V=T

stuzy wowezas do wyznaczenia sit krytycanych,

Rownanie (3.33) rozni sie od réwnania (3.19), poniewaz tu mamy mna
widoku sily zaczepione w sposéb nagly, a tam w sposéb ciagly i nieskon-
czenie powolny,

Metode Ritza i Timoszenki stosujemy do wyznaczenia od-
keztalcen pewnego elementu konstrukeyjnego lub do badania jego wy-
boczenia. Interesujg tu nas woéwezas przypadki, gdy V>> T i gdy V=T,

Wyznaczenie odksztalcenia moze mieé tez miejsce i na podstawie row-
nania (3.18), czyli tzw. réwnania Clapeyrona, ale w zasadzie tylko
wowczas, gdy poszukiwane uogélnione przesuniecie wystepuje w punkeie
zaczepienia uogblnionej sity i gdy chodzi o wyznaczenie odksztalcenia
w tym wiadnie punkcie. Przy wigkszej liczbie sit uogdlnionych mozemy
wyznaczy¢ odksztalcenie ukladu na podstawie twierdzenia Cla peyro-
na tylko wéwezas, kiedy si¢ zadowolimy w réwnaniach typu (3.5) jednym
wspolezynnikiem A i obliczymy go z réwnania (3.19). Przy wigkszej licz-
bie wspolezynnikéw A nie daje sie to juz wykona¢ i musimy wowezas sko-
rzystaé z zalezno$ci miedzy energia sprezysta ukladu a pracg sit zewnetrz-
nych w ujgeiu dynamicznym znajdujgeym wyraz w réwnaniu (3.31).

- Przechodzge do zbadania zginania belki w dwoéch punktach swobodnie
podpartej i obcigzonej w $rodku jedng sitg skupiong zaczepiona w sposéb
nagly, tzn. od razu przy jej wartosci ostatecznej, interesujemy sie przede
wszystkim jakosciows strong zjawiska i nie badamy charakteru drgan,
ktore wystepuja i z czasem zanikajg, '

Sila P zaczepiona do belki w sposéb nagly wykonywa prace, ktéra zo-
staje czeSciowo zuzyta na odksztalcenie belki, czesciowo zas§ na nadanie
poszezegblnym jej punktom pewnych predkoscei, czyli przechodzge w ener-
gie kinetyczng znajdujaca wyraz w drganiach belki okoto pewnego poto-
zenia réwnowagi. W ten sposéb oé odksztalcona belki bedzie zajmowala
kolejno nieskortezenie bliskie do siebie polozenia (rys. 37). PoloZenie réw-
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nowagi bedzie tym polozeniem, kiore zajetaby 0§ odksztalcona belki, gdy-
by sita P wzrastala w sposob ciagly i nieskonczenie powolny od zera do
swej warto§ci ostatecznej; ugiccie belki pod cigzarem oznaczamy w tym
. wypadku przez Yo, a najwicksze jej
P - ugiecie przez Y. Wielkost ¥, ktéra
i ' uwazamy za ostateczne ugigeie belki,
nie zalezy wiec od sposobu, W jaki
zostala zaczepiona sila P. Potwierdza
1o zreszta dod$wiadczenie.
Zaczepienie do belki sily P w spo-
s6b nagly nalezy uwaZat za réwno-
snaczne 7 zetknieciem sie z belky ciezaru P posiadajgcego predkosé 0, czyli
ze szezegblnym przypadkiem uderzenia. Z tego powodu najwigksze ugig-
cie belki pod dzialaniem nagle zaczepionej sily wynosl Ym = 21y, Daje
to podstawe do pordwnania ze soba zaleznodci; jakie zachodzg miedzy
energia sprezysta nagromadzong W belee, a praca sit zewngtrznych —
2 jednej strony, w przypadku zaczepienia sit w sposob ciagly i nieskoficze-
nie powolny i, z drugiej strony, w sposob nagly.
Robimy to poréwnanie na wykresach rys. 38 °F B
i 39, na ktérych na osi pionowej odkladamy

. M
b
zmienne wartoéei sity P, a na osi poziomej od- (
- [fyr-
o d
Uy

Rys. 3T -

powiednie ugigeia y belki w srodku.

Przy ciaglym i nieskoficzenie powolnym @
wzro$cie sit P od zera do ich wartosci ostatecz- .
nej zaleznoéé miedzy P a ¥y wyraza sig za pomo-
ca linii prostej OB. Na rys. 38 nieskonczenie
male pole abed przedstawia przyrost pracy sit zewnetrznych d T, a tym
samym i réwny mu przyrost energii sprezystej d V. Podobnie 1 pole tréj-
kata OBC wyraza tu zgodnie z réwnaniem (3.19) jednoczesdnie prace sit
o A g zewnetrznych i energie sprezy-

stg nagromadzona w belce.
, / ’_I Przy naglym zaczepieniu si-

ty P, jak wykazano wyze], ener-

=

Rys. 38

——— Q.
- o . .
o Sy e l gia sprezysta nagromadza sie
ol iy w ten sam sposéb, jak przy cig-.
] p - I gtym i nieskoficzenie powolnym
(4 e Yo — ™ . s .. .

U N wzroscie tej sity, a wige w spo-
Hys, 39 sOb ciggly. Zalezno$¢ miedzy P

a y bedzie sie tu wyrazala za po-
_ mocy tej samej prostej OB’ {rys. 39) zarowno przed przekroczeniem potozenia
réwnowagi, jak 1 po tym przekroczeniu, a wigce Zaréwno przy y << Yo, jak
i pray y >y, . Przy y = 2 Yo-energia nagromadzona w belce bedzie rowna
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tej energii, ktéra by sig tu nagromadzita przy sile P wzrastajacej w spo-
s6b ciagly i nieskoficzenie powolny od zera do 2P, a wiec energii sprezy-
stej réwnej polu OB'C’, a przy y = Yy, bedzie si¢ ona wyrazala polem Oab
réwnym polu OBC na rys. 38.

Praca sily zewnetrznej P, niezmienne] podezas odksztalcenia belki,
wyraza sig za pomocy prostokata ODIXC’, Rézniea pdl OB'C” i ODD'C’,
czyli pola tréjkatéw ODb i bB'D’ wyrazaja roznice V. — T, a wige ilosé
energii potencjalnej, ktéra w czasie odksztalcenia belki przechodzi w ener-
gie kinetyczna,

Przyrost d V energii sprezystej belki przy nieskoficzenie malym przy- '
roscie dy ugigeia w stosunku do ugiecia odpowiadajacego polozeniu réw-
nowagi réwna sie na rys. 39 polu trapezu adfb, a odpowiedni przyrost dT
pracy sily zewnetrznej P polu prostokata edcb. Réznica tych pél, czyli
réznica d V —d T wyraza sig za pomoceg tréjkata bfc; réwna sie ona iloczy-
nowi Ve dy dP, ktory przedstawia wielkoéé nieskoriczenie maly drugiego
rzeduy, i musi byé przyjmowana za zero. Wynika stad, ze przy nieskonicze-
nie malym odchylenin belki od polozenia réwnowagi dV =dT, czyli

d(V—"T)=0.

Przy wszystkich innych wartosciach ugiecia, poza ugieciem odpowia-
dajacym polozeniu réwnowagi, przyrosty d V i d T nie bedg sobie réwne,
wobec czego otrzymane réwnanie, jak to zostalo juz udowodnione w inny
sposdéb, moze byé podstaws do ustalenia ugigeia odpowiadajacego stanowi

" réwnowagi, czyli ugiecia majacego miejsce przy cigglym i nieskoficzenie
powolnym wzrocie sity P od zera do jej wartodci ostatecznej, o ktore
wlagnie chodzi w zwyklych obliczeniach wytrzymalosciowych.

Interpretacja dynamiczna réwnania (3.17), na ktérym opiera sie meto-
da Ritzai Timoszenki wyznaczenia odksztalceft i sit krytycznych,
polega na podstawie rozwazaf tego rozdzialu na nastepujgeym rozumo-
waniu. : : ,

. Sily P zaczepione do danej konstrukeji uwazamy za zaczepione w spo-
. s6b nagty. Sily te wprowadzaj'a belke w ruch wahadlowy zanikajacy.

Energia sprezysta V bedzie sie tu nagromadzala w ten sposéob, jak gdy-
by kazda z sit P wzrastala w spostb ciggly i nieskoficzenie powolny od zera
do tej wartoéei, kiérej odpowiada najwigksze mozliwe odksztaleenie uktadu.

Praca sit zewnetrznych T bedzie si¢ réwnala w kazdym momencie do-
konywajgcego sie odksztalecenia sumie iloczynéw poszczegblnych sit P
przez przesuniecia ich punktéow zaczepienia. )

Réznica U = V — T, catkowita energia potencjalna ukladu, zmienia
sie jako funkcja parametréw A dla poszczegdlnych stadibw odkszialcenia
ukiadu i osiaga maksimump po zaniku drgan w chwili nastania réwno-
wagi stalej.
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Peswwme

JHHAMHUYECHNE BOHPOCB_I B CTATHHUECHENX PACUYETAX COOPYH{EHHHR

B raame 1 paccMaTpUBaeTcs BOTIPOC, U@ CHACAYET, IPK pacdere fepero-
BLIX YCTOEB M MOCTOBLIX OBIKOB, NPMHMMATH TOUKY IPUITOXEHMA TOPMOZ-
FBIX YCHJMIA 1 TATOBOH CMIBI Naposo3a. JlokasklBaercs, 4¥TO, B cJywuae
3ATOPMOKCHMA HA ONOPe JABYX OCEi IOBMAHOIO COCTABA, TOUKY ITPMIIO-
HEHMSA CUJl TOPMOXKEHHH CIIEAYeT MPHMHMMATE Ha BRICOTE IEHTPA TSKECTH
NORBHMIKHOTO COCTABA; B CAYYAE K€ TOPMOMKEHMS TOJNLKO OHOH OCH — Ha
YPOBHE FOJIOBKM penbea. TAroByro cumy clefyeT NPUEIAALIBATE BooBLIe
HA YPOBHE TOJOBKM Pesbca. OHAKO, GLIBAIOT cIyHaM, KOIfa CIeqyeT uxX
UPUHMMETE HA BBICOTE COCAMHUTENBHOH My(QTBI; 3TO MOXKET CIIyIMTCH
0cOBRHHO, KOTA 3a MOCTOM JMHWA JKEJIC3HON JOPOTM HAXOAWTCH HA Ha-
xaoue. IlpuBoAMICSA AHANMZ MOCTOBBIX KOHCTPYKIDG C TOYKY 3peHMU
OTMPeAEeNeHMA [IIA HUX, B CTATMYECKMX DACHETAX, MECTa HPUIIOKECHII TOP-
MOBHBIX YCHITHIT, .

Tnasa II copepmmr npubmmKkeHHBIT pacuer COBCTBEHHBIX KOmebammil.
AJa 9TOTO0 NpuMEHAeTCA METON, OCHOBAHHBLA Ha I0CHe0BATEIbHBIX HPH-~
OnoKeHMAX ¥ Ha cniocofe BTOPMYHBIX MOMEHTOR Mopa. Paccmarpu-
BaloTcA KoNebanua cucrem obaapawupx 1, 2, 3 u 4 CTEIEHIMY cBOSORLL,
& Takwxe ronebaima ympyIux Tes, NPOAOABHEIE M TIOTIEpeHdHEIe., Bhitum-
CHAIOTCA HacTOThl KOae€DaHMil NEPBOTO M BTOPOTO HOPAAKOE ¥ IEPBLIe
Ii BTOPBIe TPHOMMIKEHMA 9TUX YacTOT.

Trasa II1 mnocesimena AMHAMMIYECKOIT MHTepIIpeTaIZ{MM YPaBHeHNS
d(V—T)=0, ABJSIOMIETOCH OCHOBOM Meroja NUpHOJIMXKEHHOTO onpeze-
Jenns pedopmanyii; 3meck V' 0603HANACT YOPYTYIO SHEDIMIO SJEMEHTa,
a T —pabory BHEIUHMX CWJI, NPEACTABIAEMYI0 B BUIE CyMMBI ITIPOM3Be-
REEMiA cu P Ha COOTBETCTREMHBIC MepeMenieHud MX TOYEK TPWI0OKEHMS,
HMuuamirieckan uurepnperaumns ypaesenus d (V — T) = 0.coCTONT B TOM,
9T CHILI P CYMTAIOTCA MPMIIOKEHHBIMM BHE3ANHO, YTO BLIZLIBACT 3aTY-
xamuiee xomebarenpace ARUKEHME KOHCTPYKLMHM, BEUAY 9TOTO, MCCHELY-
€MOe ypaBHEHMEe BBIPAXKACT YCHOBHE 3JKCTPEMYMA d:yﬁxu;mm U=V—-T,
COOTBETCTBYIONIEr0 COCTOAHMI) PABHOBECHA KOHCTDYRIMMH, T. €. €8 CTaTw- .
HecKoi fedopman.

.

Summary

DYNAMICAL PROBLEMS IN STRUCTURAL ANALYSIS

In Sec. I the problem of the attachment points of braking force and
tractive force of a locomotive in computation of bridge abutments and
piers is considered. It is shown that if two axles are braked over the con-
sidered support, the centre of gravity of rolling stock should be assumed
as the attachment point of the force. In the case when only one axle is
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braked, the aitachment should be taken at the level of the rail head.
In general, the tractive force should be taken as acting at the level
of the rail head. There are cases, however, in which it should be assumed
to act at the level of the couplers. This is, for instance, the case when the
track beyond the bridge runs down an incline. An analysis of bridge strue-
tures is given, from which attachment points of braking forces can be
established in statical computations.

See. II contains approximate caleulation of free vibration. A method
based on successive approximations and on the method of secondary
moments is used. Vibrations of 1, 2, 3 and 4 degrees of freedom are
discussed as well as transversal and longitudinal vibrations of elastic
bodies. The frequencies of vibrations of first and second order as well as
first and second approximations of those frequencies are calculated.

Sec. IIT is devoted to the dynamic interpretation of the equation
. d(V—T) = 0, which constitutes the basis of the method of approximate
determination of deformations. V denotes here the elastic energy of the
element and T the work of external forces, assumed in the form of a sum
of products of forces P and the corresponding displacements of their
attachment point. The dynamic interpretation of the equation
d(V —T) = 0 consists in that the forces P are considered to be attachad
in a sudden manner which provokes damped vibration of the structure. It
follows therefore that this equation expresses te condition for a mini-
mum of the function U = V —T, corresponding to the state of equili~
brium of the structure -- in other words — to its static deformation.

Pracg zostala zloZona w Redekeji dnia 2 marca 1955 .






