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WSTEP

Zagadnienia statecznosei ruchu wystepuja w licznych dziedzinach
fizyki i techniki. Celem niniejszej pracy jest przedstawienie podstawo-
.wych twierdzen teorii statecznoéei ruchu. Wydaje si¢ bowiem, ze mimo
znajomodci przez ogdt fizykéw i inzynierdéw metod badania statecznodei
w pewnych szezegdlnych przypadkach, ogbélne matematyczne podstawy
tej teorii {obejmujacej takze i stateczno$é réwnowagi) sy muiej znane
i w nasze] literaturze prawie nie poruszane.

Ograniczono sie tu glownie do rozwazenia statecznosci w sensie L a-
punowa oraz do podania zarysow jego teorii jako najbardziej pod-
stawowe] i najlepiej opracowanej pod wzgledem matematycznym.

1. PODSTAWOWE POJECIA I DEFINICIE

i. Olkreslenie statecznosci ruchu

Zagadnienia statecznoéci ruchu moina w sposéb pogladowy scharak-
teryzowac nastepugqco Dana jest na przyklad pewna postaé ruchu ukladu
materialnego. Ruch ten moze byé okreslony réwnaniami dynamiki przy
danych sitach dzialajacych na wklad oraz ustalonych warunkach poczat-
kowych ukladu. Chodzi o zbadanie, jaki wplyw na dang posta¢ ruchu wy-
wierajg malte sily oraz male zmiany warunkéw poczatkowych, nie
uwzgledniane przy okreslaniu ruchu i czesto nieznane. Jezeli pod wply-
wem matych sit postaé ruchu niewiele rézni sie od postaci pierwotnej —
ruch nazywamy statecznym. Jezeli male sity wywoluja duze zmiany
postaci ruchu — ruch nazywamy niestatecznym.

Teoria statecznosei ruchu zajmuje sie hadaniem ruchu pod wzgledem
jego statecznodci lub niegiatecznoSci. Z powyzszego sformulowania wy-
nika doniostodé praktyczna zagadnien statecznoécl ruchu. Piszae bowiem
rownania ruchu najcze$ciej uwzglednia sie tylko sity duze, pomija nato-
miast mate z powodu ich nieznajomosci lub dla uproszczenia obliczen.
Ocena wiec, jaki wplyw na ruch majg pominiete czynniki, jest wazna,
gdyz decyduje o zgodnodci rozwigzania z rzeczywistym przebiegiem zja-
wiska.
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Zajmiemy sig teraz feistym sformulowaniem pojecia statecznosel
ruchiL

Przyjmujemy, ze ruch uktadu materialnego jest okreglony za pomo-
ca n réwnan rozniczkowych rzedu pierwszego, ktére zapiszemy w postaci

dzx

(11) E"izk(zu 221'-'52f1:t} (k-—:l,.?.,...,n}.
Funkeje 21, Zu, oo Bk -3 Zn zmiennej t (czasu) sa parametrami okreélaja-
cymi stan ukltadu, jak na przykiad wspolrzedne, predkosci itp. Rozpatrz-
my pewne rozwiazania szczegdlne uktadu rownan <{1.1)

(1.2) z,==F; {t}, zg="Falt) -0 Zn = full),
spelniajgce warunki poczatkowe: dla t = 0
(1.3) C 2io=F1 (0)', Zoo = fa (0) ., Zp= fa (0} ' : o

Ruch okre§lony rozwiazaniami (1.2) nazywaé bedziemy ruchem nieza-
ktéconym ulktadu -materialnego. Inng postaé ruchu odpowiadajacs
réwnaniu (1.1) 1 warunkom brzegowym, rézniacym sig od warunkow {1.3)
o pewne wielkosci Tro, . warunkom: dla t=20

‘ Zio.:z‘m 4 xo=" {0) + 240,

(1.4) 2o 2o + Tap = Ja (0) + Tao,

Zho== Znt 4+ Ene= _fn (0) + Zno,

p————

nazywaé bedziemy ruchem zaklbconym. Funkeje okredlajace ruch za-
ktécony mozna napisa¢ w postaci : ' :

N ACERACS

(15) !é:nm+%m,

1£=nm+mm.

Funkeje a (t) okreslajg zaklocenia ruchu, a wielkoscl xxo zmiany warung
kéw poczatkowych. ' : .

Poniewaz (1.B) 1 (1.2) sg rozwigzaniami réwnania (1.1), to mozemy
napisat

d Xk

e

(1.6) R R L L
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graz

(1.7) ‘ C;j;k (]cl!]cz} rfﬂ’t):

gdzie k=1, 2, .., n,
Odejmujac {1.7) od (1.6) otrzymamy

d.’L‘k

S —Zu @+ iy T | Fay s @t ) = Za (g O

(1.8)

Wprov‘}adza]’a‘c oznaczenie
(1.9} Xelxy, g, ey Ta, 8V = Zg (03 +F1, Tot-Foy s Tat-Fry ) — Zo(f1, fay or Fry 1)
moiemjf réownania (1.8) napisaé

d.it,‘k

{1.10) ar

== X5 (X1, L5 very L, ) (k=1,2,..,n).
Ukiad réwnan typu (1.10) stuzy do wyznaczenia funkcji x (t), tj. do
okredlenia zaktécen ruchu. Funkcje x; spelniajg warunki poczatkowe dla

{1.11) ' t=20, Tp == Tk,

Réwnania (1.10) nazywaé bedziemy w dalszym ciggu réwnaniami ru-
chu zakldéconego, mimo Ze, $cisle rzecz biorac, okreSlaja one zakldcenia
ruchu, natomiast ruch zaklécony okresdlajg réwnania (1.5). :

Mozemy teraz podaé nastepujaca definicje, [1]: ruch niezaklbécony,
okre$lony réwnaniami (1.2), jest stateczny, jezeli dla kazdej dodatniej
liczby & dowolnie malej mozna tak dobraé¢ dodatnia liczbe u, Ze pray
wszelkich ko, okre§lajacych” zakl6eenia pocngkowe i spelma]a,cych nie-
réwnosel

(1.12) [reo| =10 -

.przy dowolnym t >> 0, spelniona jest nieréwnosc

{1.13) |2, (8) — 2, ()] e,
czyli _
(1.14) | e (t)] << &.

Ruchy nie spelniajace powyzszych warunkow 54 mestateczne. Jezeli
oprécz nierédwnosei (1.14) mamy roéwniez

(1.15) lim e () =0,

t—oe

328




to ruch njezakl6cony (1.2) nazywac bedziemy asymptotycznie statecznym.
Powyzsze definicje okreélaja statecznosé ruchu w sensie Lapunowa.

Jak widaé, okreslenie Loapun O W a odnosi sie tylko do zaklo-
cen poczatkowych. Istnieje gog()lnienie tego okreslenia takze dla zakid-
cen ciagglych w czasie trwania ruchu. Jak sig jednak okaze, przynajmniej
w praktycznie waznych przypadkach, statecznoét w sensie Loa pumn o-
wa okre§la ruch stateczny dla wszystkich rodzajow zakldeetl

Pojecie statecznoscl w sénsie Lapunowa nie jest jedynie moz-
liwym pojeciem statecznoscl. Na przykiad doniostg role odgrywa row-
niez pojecie statecznosci orbitalnej (P oincarl & g o). Mianowicie
ruch clala nazywamy orbitalnie statecznym, jezell parametry okresla-
jace zakiocenia Szo i spelniajace waranek

!Skulg

wywolujg wychylenia s {od toru niezakibconego), speiniajace dia do- -
wolnego t warunek
' ls,|<<e.

Przy statecznofcl w sensie Lapunowa warunek drugl powinny
spelnia¢ nie tylko wychylenia od toru, lecz w ogdle réznice wspotrzednych
miedzy ruchem niezakioconym i ruchem zakiGconym.

Wyrdznié mozna Jeszeze tzw. stateczno§é warunkowsa. W tym
przypadku dla matych zakltocen poczatkowych (|@ro| << 1 << 1er) ruch jest
stateczny, natomiast dla zaklocen duzych (lxku]<n,lxko|>ngr) ruch jest
niestateczny. Pojecie statecznodel bezwarunkowej jest przy tym oczy-
wiste.

Podane w tym paragrafie stormulowania dotyczyly, jak wida¢, sta-
tecznoéei bezwarunkowe].

2. Metody badania statecznosei ruehu, Przykiady

Jak wspomniano, pierwsza kompletna teoria statecznosci ruchu peo-
chodzi-od A. M. LapumnoWwa Sposoby rozwigzywania zagadnien
statecznogei dzieli Lapunow D& dwie grupy. Do pierwszej grupy
nalezg sposoby polegajace na bezpoérednim badaniu ruchéw zakibco-
nych, tzn. wymagajacyeh rozwigzania ukladu réwnan {1.10). 'Spos-o-by‘
te noszg nazwe pierwszej metody Lapunowa Do drugiej grupy
nalezg sposoby, ktore nie wymagaja poszukiwania catek szezegblnych iub
ogdlnych réwnan (1.10), lecz polegaja na badaniu wiasnofei pewnych
tunkeji V (1, %2y s Loy £)y (B2W. funkeji L apunow a). Sposéb ten
jest podstawowy w teori statecznodei ruchu i nosi nazwe drugiej metody
Lbapunowa. :
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Zagadnienia statecznoSel nie nastreczajg trudnodei, jezeli réwnania
ruchu s3 liniowe, tzn. majg postac ‘
dz '
(2.1) ‘Ef:alzl+agzz+--.+a;12n.

W tym przypadku réwniez réwnania ruchu zakiéconego sa liniowe:

dl‘k

(2.2) =t a4y o

i dajg sie rozwiazat.

W rzeczywistoSel réwnania liniowe wystepuja bardzo rzadko; regfxlac
sg roéwnania nieliniowe. Jednak dla zagadnien nieliniowych mozna usta-
li¢ pewne réwnania przyblizone, liniowe, z kbérych wlasno$ci mozna
wysnué wnioski co do statecznofei ruchu (metody linearyzacji). Te spo-
soby badania stateczno$ci w pierwszym przyblizeniu byly stosowane przez
Thomsona Taita, Routha Zukowskiego Scisly
podbudowe znalazly w twierdzeniach L apun o w a.

Dla lepszego wyjasnienia definicji podanych w p. 1 rozpatramy na-
stepujacy przyklad, [3].

Ruch okreslony jest ukladem réwnan

dz
A'a‘# +(C—B)zyz; =0,
' dz,

Edz )
{ Cot+ B Azzn=0.

Jest to ruch ciala sztywnego dockola punktu, przy czym 2, %, 2; oznacza-
ja skiadowe wektora predkosel katowej wzdluz ruchomych osi uktadu
wspélrzednych, pokrywajacych sie z gléwnymi osiami bezwladnosei ciata,
a A, B, C sg to momenty bezwladnosei wezgledem tychze osi.
Réwnania (2.3) maja nasiepujgce rozwiazanie:

2z, =J, (t) = @ = const,
(2.4) Zy=fy{t) =0,

z3 =1, (t) =10.

Dla zbadania statecznodei tego ruchu nalezy napisaé réwnania ruchu
.zaklécomegao (1.10).
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Oznaczajac funkeje okreslajace zakléeenia ruchu pPrzez Iy, X, T N2
podstawie (1.8) oirzymamy ' : e

(AL c Bmz=0,
(2.5) B%%—(A—C)(xﬁtw):cs:m

cf?3+wa~AM%+wmf:w

W wielu przypadkach réwnania ruchu zakidconego mozna napisac
bezpoérednio, badajac zachowanie sie ukladu przy wychyleniach od ru-
chu, ktéry uwazamy za ruch niezaklocony. ‘

II. TWIERDZENIA LAPUNOWA
- 5. Zalozenia i definicje pomocnicze

Ruch zaklécony nazywamy ustalonym, jezeli réwnania (1.10) ruchu
zaklbconego maja postaé

dx : '
(31) _d?kj X (21, Tay ...,.’[!,;) (k:]-az: -..,'ﬂ,),
tzn. funkcje Xy nie zaleza od czasu t. Przyjmujemy, ze spelnione s pew-
ne warunki w obszarze |xkl§ H (H jest stlala‘), przy kioérych réwnania
(3.1) posiadajg w fym obszarze jednoznaczne i cigghe rozwigzania.
RBuch zaklocony nazywamy nieustalonym, jezeli jego ‘rownania majg
postac

s

(3.2) —dt ‘"%Xk (t, :.‘(11,582,...,35;1),

czyli ze funkcje X zalezg takze od czasu t. :
Wprowadzamy pewna funkeje V (21, Lz oo x,) okreslona w otoczeniu
poczatku wspblrzednych. Przyimijmy, ze funkeja jest jednoznaczng, dla
2= Xy = .. = X, — 0 jest réwna zeru oraz posiada ciagle pochodne
czastkowe. Funkeje V (%1 T oo x,) nazywaé bedziemy na pét oznaczong
dodatnio (na p6t oznaczong ujemnie), jezeli w obszarze 0 <[x | = h, gdzie
h jest dostatecznie mala liczbg, dodatnig, przyjmuje tylko wartodei do-
datnie lub réwne zeru (ujemne lub réwne zeru). Funkejg V (&g, X2 oy 2n)
nazywaé bedziemy nieoznaczong, jezeli w obszarze 0 <|xx|= h dla do-
wolnych matych h przyjmuje wartoéei dodatnie i ujemne. Funkeje

V (%1, 3y oony X)) nAZyWAL bedziemy oznaczong dodatnio (ujemnie), jezell
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w obszarze 0 <|z |£ h dla dostatecznie malych h przyjmuje wartodci
tylko dodatnie (tylko ujemne). Zauwazmy jeszcze, ze pochodna zupelna
funkeji V (xy, 25, .. T5) po_uwzgle;dnieniu rowinan (3.1) mozemy wyrazié
w sposdb nastepujacy:

dv & 9V daxw o~ 0V
(3.3) E'—,§° Jon dt 2 Sy b= W (@, @, T

Nosi ona nazwe pochodne] funkeji V ze wzgledu na rownania ruchu za-
kioconego. Dla badania ruchéw nieustalonych wprowadza sig czasem
funkeje V (t, xy, Lo, ..., 2,). Podobnie nazywamy ja na pdt oznaczons, je-
zeli w obszarze lx|<<h przyjmuje tytko wartofei jednego znaku lub
réwna sie zeru dla dowolnego ¢ Nazywamy ja oznaczong dodatnio lub
ujemnie, jezeli w obszarze |a.|<Ch speinia warunek

{34) l Vft:‘rl’xz;-"twn):’;:W
lub
(341) v (ts Ly Lgy ey mﬁ) g _'W (:I"I)x2! s xﬂ) E

gdzie W (xq, &, ..., ©,) jest funkcja oznaczong dodatnio i nie zalezy od
czasu. _ _ ; ‘

Pochodna zupelna funkeji V (t, x4, Xay oy Xn) ze wzgledu na réwnania
ruchu zakléconego ma postaé ‘ ' ‘

(3.5) o —d"{— T + kZ:; Tkak.

" 4. Twierdzenia Lapunowa dla ruchéw ustaldnych

Twierdzenie 1. Jezell dla réwnan rézniczkowych ruchu zakléconego
mozna znalezé funkeje oznaczong dodatnio (ujemnie) V (&, 2, .., Zn), kto-
rej pochodna dV/dt ze wzgledu na réwnania ruchu zakléconego jest funk-
cja na p6t oznaczona ujemnie (dodatnio), to ruch niezaklocony jest sta-
teczny.

Dowod Przyjmijmy bez ograniczenia ogélnogel, Ze funkeja
V (21, 2oy .ry &) jest funkeja oznaczong dodatnio we wszystkich punktach
ohszaru '

(4.1) fepl =h=H
7 wyjatkiem poczatku ukladu.
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Stosownie do zalozen twierdzenia musi byé w tym obszarze

(4.2) - ' Z e X 0.

63ck

Oznaczamy przez ¢ dowolnie mala liczbe dodatnia. Dolny kres funk-
cji V dla wartodel |z}, |aa], .., {z,]| takich, ze najwieksza z nich jest
rowna e, ozZnaczamy przez l.

Mozemy to zapisaé tak

(43) V{TL'-[, :C27"'J :CII) 215
jedli . | .
(4.4) max {|a, ], |2a], o [@al} = 6.

Rozpatrzmy teraz dowolng funkeje xy (t), dla ktorei wartosé poczatko-
wa Trg Spelnia warunek

{4.5) fno| =19,
przy czym liczba 1]' speinia nieréwnos$¢ #<Ce oraz jest tak mala, ze

V{10, Togy +v, Xno )<< 1. Liczbe taka moina dobraé, gdyz V jest funkcja
ciagla i V(0,0,...,0) = 0. '

Poniewaz na podstawie (4.2) funkcja V nie roénie z uplywem czasu,

wige w dowolnej chwili ¢ jest
(4.6) 1% [.'L‘l (t),l‘z (t), ey Ly (t}} V(xw, 3.’,'20, o Tna) <1,

Stad wynika, ze dla dowolnego t > 1, jest spelniony warunek
(4-7) [Ik] < g.

Gdyby bowiem powyzszy warunek nie byl spelniony, to w pewnej chwi-
it =T, wktorej |z, | osiggneloby wartoéé e, musiatyby byé réwnoczesnie
spelmone warunki {(4.3) oraz {4.6), co jest niemozliwe.

Speinianie warumku (4.7) przy zalozeniu (4.5) dowodzi Statecznosm ru-
¢hu przy przyjetych zatozeniach co do Vi dV/dt.

Twierdzenie 2. Jezeli dla réwnan rézniczkowych ruchu zakléconego
mozna znalezé funkcje oznaczong dodatnio (ujemnie} V (xi, X, ..., Xn),
ktérej pochodna dV/dt ze wzgledu na réwnania ruchu zakléconego jest
funkejg oznaczong ujemnie (dodatnio), to ruch mezak}ocony jest asympto-
tycznie stateczny.
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Dowdd. Nie ograniczajac ogélnosei dowodu zakladamy, ze V jest funk-
cja oznaczona dedatnio, natomiast dV/dt — oznaczona ujemnie w obsza-
rze (4.1). W obszarze tym sg spelnione warunki

- d V
T
przy czym znak réwnosci jest mozliwy tylko w punkeie x,=x,=..=x,==0.

Na podstawie twierdzenia 1 wiemy, ze przy tych zalozeniach ruch
musi by¢ stateczny, dzn. Ze jezell |xro{ <<y {e), to [xx(t)| <&, przy czym e
~ jest dodatnig liezba mniejsza od h, a n jest liczbg dodatnig zaleing od e.

Przy zalozeniach twierdzenia 2, kidre sa silniejsze od zalozen twier-
dzenia 1, udowodnimy ponadto, Ze jest

(4.8) lim () =0,

tseo

tzn. ze ruch jest asymptotycznie stateczny. .
Poniewaz przy warunkach poczqtkowyc'h | xre| # 0  rozwiazania
Xy Tey oy &, Nie mogy byé wszystkie rowne zeru, zatem funkeja dV/dt
jest w kazdej chwili ujemna. Wynika stad, ze funkeja V jest monotonicz-

nie malejaca i przy t — co dazy do pewnej granicy a bedqc jednak zaw-
sze wieksza od a,t]. :

ImV =g, V[ (8), 25 (8}, ooy @a (B)] = @

fdeo

Ot6z musi by¢ a= 0, zatem

limV=20.

tron
Wynika stad, ze musi byé réwniez

limaxg (t)=0.

oo

Gdyby bowiem xy (t) nie dazylo do zera, byloby dV/dt stale ujemne tak-
ze dla t —oo0. .

A wiec byloby dV/di < b, gdzie b jest liczba dodatnia. Zatem dla
t >t

v [xl (t)a Ly (t)’ ey & (t” = V(xm;x)o; mﬂo) +

+ f LV AUV (@0, By oy 00) — Bl 1),

czyli przyjmowatoby wartodei ujemne dia dugych tV, co jest sprzeczne
z zalozeniem twierdzenia.
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Twierdzenie 3. Jezeli dla rownan .rézniczkowych: ruchu zakioee-
nego mozna znalezt funkcje .V {xi, Xs Ly &), ktorej. pochodna dV/dt .ze
wzgledu na réwnania ruchu zakléconego jest funkeja oznaczong dodatnio
(ujemnie), a sama funkcja V nie jest na pédl oznaczona ujemnie (dodatnio),
to ruch niezak¥ocony jest niestateczny.

Do w6 d Przyjmujemy, ze funkcja dV/dt jest oznaczona dodatnio
w obszarze

{4.9) 0<|xr]|=h=H.
Wykazemy, ze nawet przy dowolnie malych liczbach 9 mozna znalezé
zbiér wartosci poczatkowych xy, spelniajgeyeh warunki

(4.10) !;tm)];:n,

przy ktérych rozwiazania xy (t) w pewnej chwili przekroczg obszar (4.9);
tym samym zostanie wykazana niestatecznoéé ruchu. Wartosei xy, do-
bieramy tak, aby speiniony by! warunek {4.10) oraz aby

V (@10 Tags +res Tn0) == 0,
co jest mozliwe, gdyz funkeja V wedlug zalozen twierdzenia nie jest na

pol oznaczona ujemmie 1 w ofoczeniu poczatku ukladu wspoirzednych
moze przyjmowaé wartodel dodatnie. Gdiyby x¢ (1) nie przekroezylo gra-

nic obszaru (4.9), to pochodna dV/dt bylaby zawsze dodatnia, czyli bylaby .

dV/dt =1, gdzie 1 jest stalg wieksza od zera. Zatem w chwili t > i,

v [xl (tj7 Xy (t), ory Tn (t)J =V (i'l;), T34y ey Lro) =+

+f‘—dt (y0) Tagy vy o) + L(E— 1),

skad wynika, ze V roénie niéograniczenie, co jest niemozliwe, gdyz w ob-

szarze domknietym (4.9) funkcja V jest ciggla, a zatem ograniczona.
Twwfdzeme 4. Jezell isthieje-funkeja V, kibrej pochodna dV/dt ze

Wzglqdu na réwnania ruchu zakloconego posiada w obszarze (4.9) postaé

v

av- - - S
4.11 . ey -
(-) | v VAV,

gdzie y jest liczbg dodatnig, a V jest stale rowna zeru lub jest funkcja
na pét oznaezong, i jesli przy V.na pét oznaczonej V niefest na pot ozna~
czong o znaku przeciwnym niz V, to ruch niezaklécony jest niestateczny.
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e mm— T e e e

D ow 6 d. Przyjmujemy, ze funkeia V jest nieujemna, Zatem z (4.11)
wynika '
av ‘
2 >
gt =V
Podobnie jak w poprzednlm dowodzie Wykazemy, ze dla pewnych war-
tosel aro, speiniajacych warunki’

| xza| << 9, V (2,4 Xagy ooy Ta0) =0

dla dowolnie matych x, wartosci xy (t) przekraczajay obszar (4.9), co jest
dowodem niestatecznodci ruchu. Gdyby bowiem xy () nie przekraczalo
obszaru {4.9), bytaby funkcja V rosngea i zachodzilaby nieréwnosé

dv
dt = =y V |, (8), -7'32 (I m,,(t)] = ?V (210) Tag; oons -THU) )
czyli
' AV '
at :)!V(Ix‘m,l'm, xﬂﬂ):
skad

V=9V (@F10) Tagy er X0} (E—1,).

Zatem funkcja V rostaby nieograniczenie, co jest sprzeczne z zalozeniem
cigglosci funkeji w obszarze domknietym (4.9).
5. Twierdzenia Lapunowa dla ruchéw nieustalonych

Twierdzenie 5. Jezeli dla réwnan rézniczkowych ruchu zakidconego
(3.2) mozna znalezé oznaczong dodatnio (ujemnie) funkeje V {f, x1, @y, .., Ta),
dla ktorej pochodna: ze wzgledu na réwnania ruchu zakldconego jest na
p6t oznaczona ujemnie (dodatnio), to ruch niezaklécony jest stateczny.

‘Dow6d. Nie ograniczajac ogdlnoei rozwazah mozemy przyjaé, ze V
]est funkc;la 0Znaczong dodatnio. Zatem dla dostatecznie wielkich t oraz
dostateczme malych h (h = H) W obszarze

(5.1) ' ' t>tg, e | =R
jest speiniona nieréwnose
(5'2) : V(tswl;rxm"'Jmﬂ)gw(l‘nmﬂ’"‘:xﬂ); c

gdzie W jest funkcjg oznaczong dodatnio i niezaleinag od czasu. WeZmy
pod uwage liczbe & dowolnie maly dodatnia mmiejsza od, h. Oznaczamy
przez 1 dolny E{res funkc:]l W dia’ Wartosm :ck spelma;acych Warunek

max |5C1] |a’:2|, [m,;|}—a.i'-
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Na podstawie (5.2) jest dla tych wartodei
V (t, :’Ell 33‘2, anny 3:;1) E‘: l .

Jezeli wartodel poczatkowe g, speiniaja warunek
(5.3) _ laro| =1,

przy czym y jest tak male, ze _

(5.4) V(o F0n Fags s Tu) <L

oraz n<<e, to jest rzeczg oczywista, Ze dla t dostatecznie malo przewyz-
szajacego t, jest spelniony warunek

(55) . |xef<<e.

Nalezy teraz udowodnié, Ze warunek (5.5) jest spetniony dla ¢t dowolnego;
Przyimijmy, ze w pewnej chwili t, nierdwnosé (5.5) nie jest spelniona,
lecz jest

max { |2 (t)], | @) |, o |20 (8 |} =&
Wtedy przy t = t, musialoby byé
V{8, X4, Tgy ey Ta) 21,
skad na podstawie (5.4) wynika
V(ty, 351, Ty voey Xn) == V {Eg, Ty, Tay oory Tnd s

co jest sprzeczne z zalozeniem, ze dV/dt <0.

Twierdzenie §. Jezeli dla réwnan ruchu zakléconego (3.2) mozna
znaleté oznaczona -dodatnio (ujemnie) funkeje V (f, &y, &5 ..., Xn), dla kio-
rej pochodna ze wzgledu na réwnania ruchu zakiéeonego jest oznaczona
ujemnie {dodatnio), oraz funkcja V posiada wlasno$¢, ze dla dowolnej
liczby dodatniej i mozna dobra¢ taka liczbe u, Ze przy

(5.6) t=ty, @ =p
jest spelniona nierdéwnosc
(57) . i V (’C, Xy Tgy veey xﬂ) I g A +

to ruch niezaklécony jest asymptotycznie stateczny.
Dowéd Przyjmujemy, ze V jest oznaczona dodatnio, a zatem dv/dt
jest oznaczona ujemnie,
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W obszarzé (5.1) spelniona jest nieréwnogé {5.2) oraz nieréwnogéé

dv
e <:: - Wl (xlt Loy oy .'I?n),

(5.8) P

gdzie W, jest funkeja oznaczong dodatnio.

Jezeli funkeja V jest oznaczona dodatnio, a przy tym monotonicznie
malejaca (co wynika z dV/dt <{0), to dla t - oo dazy do pewnej granicy.
Granica ta jest rowna zeru. Gdyby bowiem granica ta {oznaczamy ja
przez o) byla rézna od zera, to bytoby dla t > 1,

‘(5_9) V (t, 331, mg, reey mn) .

Poniewaz zalozyh,smy, ze V posiada wlasnose (5 7} dla warunkow
(5.6), to (5.9) pocigga za soba

{5.10} max{!xl]rlm2|?'":ixﬂ[};'ya

gdzie y oznacza dostatecznie mala hcz:be; dodatma,
Z (5.8) wynika, Ze

{5.11) e S

przy czym 1, .j‘est liczbg dodatnig, .x_wéwna dolnej granicy funkeji W, dla
wartoscl x; spelniajacych warunek (5.10). Calkujac nierdwnogé (5.11}
otrzymujemy dla £ > t,

V (L, xq, &gy ooy ) = _V (tas T 10y Tpgs -oes a0} — by (T 1),

co jest sprzeczne z'.zaloieinierﬁ”(E.Q). Zatem granica funkcji V dla t — oo
moze byt tylko zero, a tym samym réwniez funkeja W (2, s, ..., x,) dazy
do zera dla t —oo. Wynika stad, Ze

limxr=0,

frmeo

co dowodzi stusznosci twierdzenia.

Twierdzenie 7. Jezeli istnieje funkcja V (¢, &y, 2, ..., 2,) posiadajgca
ie wlasnos¢, e dla dowolne] liczby dodatniej 1 mozna dobraé taks liczbe
&y 1z przy

> 1, I L i =p
jest spelniona nieréwnogé
| V (8, x5, g, vy ) | =1

Rozprawy Iniynierskie — 2 . 339




oraz pochodna dV/dt ze wazgledu na réwnania ruchu zaklbconego
jest funkcja oznaczona, natomiast sama funkeja V przy dowolnie ma-
lych x; 1 dowolnie duzym t moze przyjmowac wartosci tego samego zna~
ku co pochodna dV/dt, to ruch niezakiécony jest niestateczny.

Do w6 d Przyjmujemy, ze dV/dt jest funkeja oznaczong dodatnio,

czyli w obszarze
(5.12) t=t,=0, |ax|=h
spelniona jest nieréwnosé

(5.13) "ﬂ'zw(fxfuxz, oy 3;1'71),
dit
gdzie W (x,, %s, ..., x,) jest funkeja ozhaczong dodatnic niezalezng od

czasu, Wartosci poczatkowe xzo dobieramy tak, aby spelnione byty warunki
| Lro | g”r V(tm L10s Loy ...,11’,';;(})> 0:

przy czym g jest dowolnie mala liczba dodatnia. Dobér wielkosei xy,
spetniajacych te warunki jest mozliwy, o ile V spelnia zalozenia twier-
dzenia. :

Wykazemy, ze rozwigzania ax (t) odpowiadajace tym wartoSciom po-
czagtkowym mie nalezg do obszaru (5.12), co $Swiadezy o niestatecznosel
ruchu. Gdyby bowiem bylo stale |xx|S h, to, poniewaz dV/di jest stale
dodatnig, musiatoby byé ’

V. (ty, 21, Loy eey Xn) = V (Lo, L1y Loy ory L)+
7 wiasnofei (5.6) i (5.7) wynika, ze
(5.14) max {}a; [, |2a, o 2|} =,
gdzie y jest dostatecznie matly liczbg dodatnia. Zatem na podstawie (5.13)

dV>l,

(5.15) =

préy czym [ jest liczba dodatnia, roéwna dolnemu kresowi funkeji W przy
wartosciach x; spelniajacych warunek (5.14). Catkujgc (5.15) otrzymujemy
V (L, 24, Ty voey Tn) == V (g, T1gy Xagy -or Tao) + LE— 1),

7 ostatniej nieréwnosci wynika, ze dla t— co funkeja V roénie nieograni-
czenie, co jest sprzeczne z zaloZeniami twierdzenia.
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6. Przykiady

Rozpatrzmy dwa przyklady stosowania twierdzeA L ap un o w a.
Dla pewnego rownania ruchu niezaklbconego znaleziono réwnania
ruchy zakfoéconego w postaci

dax E

“gp = % haal,
(6.1) de, o

dg TR

Nalezy zbadaé statecznosé ruchu niezak¥dconego.
Funkcje V przyjmujemy w postaci

(6.2) V=14 (@} + f).

Wyznaczamy pochodng zupelng tej funkcji ze wzgledu na réwna-
nia (6.1)

2 .
63 V- ) WV =, (— iy - azd) -y (2 a) = o (w4 ).

Mozliwe sg tutaj trzy przypadiki.

(1) Przy >0 ruch na podstawie {wierdzenia 3 jest niestateczny
(bo V = 0 oraz dV/dt = 0).

(2) Przy a << 0 ruch na podstawie twierdzenia 2 jest stateczny asymp-
totycznie (bo V = 0, natomiast dv/dt = 0, przy czym znak réwnoei mozli-
wy jest tylko w punkme = 2, = 0).

{3) Przy a = 0 ruch na podstawie twierdzenia 1 jest stateczny (bo
V = 0, natomiast dV/dt = 0).

Nalezy mwroci¢ uwage na fakt, ze o statecznofei ruchu decyduja nie
wyrazy liniowe réwmnan (6.1), lecz wyrazy wyzszych stopni.

Przy zastosowaniach praktycznych wazng role odgrywa zagadnmienie
wyborw funkeji V (xy, 2, ..., ,). Ogdilnych regul pozwalajgeych wyznaczyé
te funkcje w kazdym przypadku nie ma.

Przejdémy teraz do nasiepnege przykiadu.

Rozpatrzmy ruch pocisku obracajgcego sie wokol wiasnej osi po tra-
jektorii zblizonej do linii prostej. :

Dla rozwazenia zagadnienia statecznodci mozemy przyjaé, Ze ruch
srodka masy pocisku jest jednostajny i prostoliniowy. Ponadto przyjmu-
jemy, ze niektdre sily moina pomingé (np. sily asrodynamiczne — uno-
szgeg 1 Magnusa).
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Wprowadzimy nastepujace oznaczenia: § jest katem pomiedzy osig
pocisku a jej rzutem na plaszezyzne pionows trajektorii (rys. 1), « katem
pomigdzy trajektoria a rzutem osi pocisku na plaszezyzne trajektorii,

C osiowym momentem bezwladnobci
pociskuy, A4 momentem bezwladnodci

L Trogextora . .
pociske. . wzgledem osi poprzecznej przecho-
Rt ot dzacej przez Srodek ciezkogei, n mia-
ra rzutu predkosci katowej obrotu
pocisku na jege of, R wypadkows si-
la oporu o$rodka, e odleglodeig Srod-
ka masy pocisku od punktu zaczepie-
PL pran. Irajektorit nia wypadkowe] oporu ofrodka, przy
Rys. 1 czym Srodek lezy za punktem zacze-

pienia sity oporu.
Przy tych oznaczeniach réwnanie ruchu ma postac¢?)

_/Ui pocesky

(6.4) Af + AdPsin fcos f-— Cnécosf— eR sin f cos a,
Aficosf— 2 Aafisinf + Cnf=eR sin a.

Rownania powyzsze mozna sprowadzié deo czterech réwnan rzedu
plerwszego

ﬁ:ﬁla Oy,
{(6.5) . A[Slz—-Aaf{ sin f cos f+ Cney cos f + eRsin fcos ¢,
A_a;zlcosﬁzzAaiﬁ[sinﬁ—Cnﬁl + eRsine.

Jezeli cheemy zbadaé statecznoéé ruchu, przy kidrym o$ pokrywa sie
z kierunkiem trajektorii, to uwazamy, ze wielkosci a, g, ay, i, czylia, §, a,ﬁ
okredlajg ruchy zaklécone, a réwnania (6.5) sg réwnaniami ruchu za-
kidconego. :

Znajdziemy warunek, jaki musza spetnia¢ parametry pocisku, aby
ruch byl stateczny. Uczynimy to za pomocy twierdzen Lapumno w a.
Jako funkeje L apumnowa prayjmujemy

(6.6) .. V=F —uk,,
przy czym F, jest energia vkladu:
{6.7) Fy=4 A(f+ o} cos’f)-}-eR (cosacos f — 1),

natomiast F, jest momentem ilodci ruchu uktadu wzgledem osi pocisku:
(6.8) Fy==A(p sina—a, cosfsinfeos a)+Cn(cosacos f—1).
1 Por. [11], t. 2, str. 387.
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Pochodna funkeji V (a, 8, ay, §) ze wzgledu na réwnania (6.5) 'jé's'.c,""j.:'al-:. S

tatwo sprawdzié, réwna zeru:

dv _ dF,  dF,
(6.9) dt dt "

WykaZemy teraz, ze mozna tak dobra¢ liczbe p, iz funkcja V bedzie
funkejg oznaczong. W {ym celu rozwiniemy funkcje V na szereg Tay-
lora, przy czym zachowamy tylko wyrazy pierwszego i drugiego stopnia:

(610)  V=13{Aa+(Cnu —eR) F+2 Apos f} +
‘}" T% {Aﬁi + (Cny—eR)a*— 2 Aufiol +

Jezeli obie formy kwadratowe w wyrazeniu (6.10) beds oznaczone do-
datnio, to funkcja V bedzie réwniez oznaczona dodatnioc. Jak wiadomo,
warunkiem aby obie postacie byly oznaczone dodatnio jest to, aby Wy-
‘rorniki tych form spelnialy nieréwnosé

(6.11) A(Cn,uf‘eR)*---Agjuzl“»O,

gdyz forme typu c, x® + 2¢y5 2y + €5 y7 mozna doprowadzi¢ (przy zato-
zeniu ¢;; = 0 1 ¢y, > 0) do postaci b* x* +a’y*, jezeli ¢j ey — 3, > 0.
Aby warunek (6.11) byl spelriony, réwnanie kwadratowe na u

(6.12) — A+ ACnu-—-eR)=0
musi posiada¢ dwa rézne plerwiastki, Musi byé zatem

A CEn?— 4 AP eR =0,
czyli

(6.13) C®n®>> 4 AeR.

Jezeli spelniony jest warunek {6.13), mozna dobra¢ takie u, ze funkcja V
jest oznaczona dodatnio, a jej pochodna ze wzgledu na dany ukfad réw-
nafi ruchy zaklGeonego jest tozsamosciowo réwna zery [por. (6.9)]. Zatem
na podstawie twierdzenia 1 z p. 4 ruch jest stateczny.

Warunek (6.13) okredla minimalng predko$é ruchu obrotowego po-
cisku potrzebng do tego, aby 3ego 0§ «trzymata sie» w sposdb stateczny
trajektorii. -

Przypominamy, ze rozwiazanie powyzsze dotyczy tylko trajektorii
malo réznigeych sig od prostej, jezeli bowiem chcemy, aby w praypadku
trajektorii silnie zakrzywionych -0 pecisku pokrywala sie ze stycznag do
trajektorii, nalezy ustali¢ warunek ograniczajacy predkos$é obrotu pocisku.
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III.. TWIERDZENIA O STATECZNOSCI W PIERWSZYM PRZYBLIZENIU

7. Réwnania pierwszego przyblizenia dla ruchéw ustalonych

Roéwnania ruchu zaklbconego (3.1) w przypadku ruchu ustalonego
mozemy napisaé w postaci
i .
dl‘k s
(7.1) W:pkj .'L‘1 +'pk2 -'L'z *‘i— s +pkn, :Cn+ X}g (35_],322, vy JL';;) (kzl, 2,...,7?;).
Uwazajac prawa strone réwnania (7.1) za rozwiniecie funkeji
Xy (20, X2y o0y 2,) z rOwnan (3.1) na szereg potegowy ofrzymamy

00X,
2 i = :
(7.2) | i = [aa:f ]x .

Rozwiniecie funkeji X (g, Xs, ..., ) Na szereg potegowy nie zawiera wy-
razéw stopnia miZszego niz plerwszy, tj. nie zawiera wyrazéw stalych,
gdyz, jak wynika z fozsamosei (1.9), jest

(7-3) [Xk (wlj Ly veny "‘Cﬂ)] Xy= =K, =0 =0.
Rownania |

doxi A
(7.4) e T Pri Xy + Pre Iy +...+ Prn T (kml, 2, ey 'ﬂ)

dt

nazywat bedziemy rownaniami pierwszego przyblizenia. Sg to réwaania
rézniczkowe liniowe rzedu pierwszego.
Réwnanie stopnia n-tego

Py — A P2 P
Dar Pag— A .. Pen )
(7.5)' DAN=|. . . . . . . . . . .|=0
Pr1 Puz e Pun— )
' nazywa sie réwnaniem charakterystycznym, a wyznacznik D () — wy-

znacznikiem charakterystyeznym.
Jezell A; jest dowolnym pierwiastkiem tego rownania, fo wyraZenie

(1.6) xp == Apei’
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jest caika szezegdlng ukladu (7.4). Stale Ay wyznacza sie z ukladu rownat
liniowych '

{77) Pri A1 —i—pkz Ay +(’pkk - Zz) A+ .. +'pfm An=0 (k: 1,2, ..., ’ﬁ'.) s

posiadajacych rozwigzania nie wszystkie rowne zeru ze wzgledu na (7.5) 2.

-Jezeli rownanie charakferysfyczne (7.5) posiada wszystkie pierwiastki
pojedyneze, to podstawiajac w wyrazenie (7.6) i = 1,2, ., n ofrzymamy
n rozwigzan na kazdg funkeje xp, czyli # rozwigzad niezaleznych ukladu
rownan (7.4). Jezell réwnanie charakterystyczne posiada pierwiastki wie-
lokrotne i takim pierwiastkiem wielokrotnym jest 1;, to oprocz rozwig-
zania (7.6) temu pierwiastkowi odpowiadajg jeszcze inne rozwiagzania
iypu

(7.8) e = fu ()7,
gdzie f (f) jest pewnym wielomianem zmiennej t stopnia co najwyzej
0 1 nizszego niz krotnost pierwiastka i;, przy tym wielomiany te sg roz-

ne dla réznych k. .
W przypadku jezeli pierwiastek 4; jest zespolony, tj.

Ai=pu+ v,
to w rozwigzaniach (7.6) i (7.8) state A, oraz funkcje f, sg takze zespolone:
Ay =P+ iQu, fre = grtin,.

Biorgce z rozwiazaﬁ_:('?.ﬁ)' i (7.8) tylko czedel rzeczywiste ofrzymamy dla
pierwiastka u + i» dwa rozwigzania:

2r = (Pp cos vt — @y sin »t) et ?,
(7.9) .

xy == (P} sin vt - Qp cos vt) e®’
{ub

xp = (g, cos »t -y, sin vt} ert
(7.10) .

a2y = (g, sin »t + yp, cos vt) e# ",

Te same rozwigzania odpowiadaja pierwiastkowi p— iv.

¥) Przy zalozeniu, Ze nie wszystkie podwyznaczniki rzedu n—1 wyznacznika D {4;)
sg zerami, mozemy state A, wyrazi¢ w postaci A, = lek, gdzie 1 jest dowolnym pa-
rametrem, zag Dy, jest podwyznacznikiem elementu Djp W wyznaczniku D (1) okre-
Slonym réwnoscig (7.5), gdzie § jest stale,
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. ...'Célkéf-.bgélna, uktadu réwnatt (7.4) wyrazamy za pomocs calek szeze-
“ gélnych typu (7.6) lub (7.8). Oznaczajac calki szczegllne przez
R hay ey Ty otrzymamy catke ogblng '

(711) XL == CI Try -+ Cj;] Zez2 + ... -+ C, Lhn .

State C, C,, ..., C, wyznaczamy z warunkoéw poczatkowych. Dyskusja
statecznosei w przypadku réwnan liniowych, tj. w przypadku gdy rowna-
nia pierwszego przyblizenia sg zarazem réwnaniami Scistymi ruchu, jest
bardzo prosta, Wynika to stad, ze w catkach szezegblnych wystepuje
wyraz : _ .

Ot6z jasne jest, co nastepuje.

Jezeli rzeczywiste czegei pierwiastkéw réwnania charakterystycznego
83 wszystkie ujemne, to ruch niezakidcony jest stateczny i to asympto-.
tycznie (gdyz wtedy ay (£) — 0 przy t-»>co).. Jezeli wirod pierwiastkéw
réwnania charakterystycznego znajdujy sie pierwiastki z zerowymi cze-
sciami rzeczywistymi i jezeli tym pierwiastkom odpowiadaja rozwigzania
typu tylko (7.6) lub (7.9) (A, Pg, Qy sa stalymi), to ruch jest stateczny,
lecz nie asymptotycznie; natomiast jezeli tym pierwiastkom odpowiadaja
rozwigzania typu (7.8) lub (7.10), to ruch jest niestateczny. Zagadnienie
statecznogei dla przypadkéw, gdy réwnania ruchu 53 nieliniowe [czyli
funkeja X z réwnania (7.1) nie jest tozsamoéciowo réwna zeruj, rozwig-
2aé mozna za pomocy twierdzen Lapunow a podanych w nastep-
nym punkecie, '

8. Twierdzenia Lapunowa o statecznoSei w pierwszym przyblizenin

Twierdzenie 8. Jezeli wszystkie pierwiastki réwnania charaktery-
stycznego ukladu réwnan pierwszego przyblizenia (7.4) maja ujemne
czgSel rzeczywiste, to ruch hiezaklécony jest asymptiotwcznie stateczny
dla dowolnych wyrazéw wyzszych rzedéw réwnania ruchu zakléconego
(7.1). .

D“o w6 d Jake funkcje Lapunowa przyjmujemy funkeje |
V (xy, 2, .0y 2,) okreglong réwnaniem -

(81) 2 (p;n Xy —]— +71-Uk,1 .1’,;”) g;fT: U, .

k=1

przy czym U oznacza jgdn.orot_ina, ,f“o‘rme; €kwadfatha wzgledem x, ... a0

82 U=t lat . +al).
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Przy zalozeniach twierdzenia réwnanie rézniczkowe (8.1) o pochod-
nych czastkowych liniowe niejednorodne posiada jednoznacznie okre-
slone rozwigzanie, spelniajace warunek

(8.3) [V]gma=0.

Wykazemy, ze dla dowolnych warkosel Xy Tags s Lnos nierdwnych
réwnoczesnie zeru funkeja V przyjmuje tylko wartofci dodatnie, czyli
jest oznaczona dodatnio. Mianowicie wartosci @, ..., @z moZemy uwazat
za wartosei poczatkowe funkcji x, (t) okreélonych réwnaniami

dxs

{8.4) e

= Pr1 X1 + Pr2 L2 + o F Pra T (k=1,2, .., n).

Na podstawie (3.5) wyznaczamy pochodng zupeina funkeji V wzgledem
czasul ' :

0 d ov
Z v fL‘h Z ax pk1$1+ +pk1:35'rz}

a.’L‘k

a4

czyli

dv
(8.5) o il

Funkeja V nie moze przyjmowaé wartosel ujemnych, gdyz na podstawie
twierdzenia 3 z p. 4 ruch niezakl6cony odpowiadajacy réwnaniom (8.4)
bylby niestateczny, co jest sprzeczne z zatozeniem, ze réwnanie charak-
terystyczne uktadu (8.4) posiada pierwiastki tylko z ujemnymi cze$ciami
rzeczywistymi. Poniewaz, jak wynika z (8.5) i (8.2), funkeja V' jest mono-
tonicznie malejaca, to nie moze by¢ réwna zeru, gdyz pociggatoby to istnie-
nie wartoéci ujemnych. Zatem funkeja V jest oznaczona dodatnio dla
wszystkich wartodei xy (t). Z ciaglosei funkeji V wynika, ze roéwniez
w dowolnym punkcie Xy, ..., Too jest ona dodatnia. '

Zbadamy teraz znak pochodnej zupelnej dV/dt dla wartosci a (t)
okreélonych réwnaniami ruchu zakléconego

dx

(8.6) Tﬁk: Pri 1 + oo T Dan Tn + }?k-

Na podstawie (3.5) 1 (8.6) jest

2 dxs e 2 dxn (Pe1 s + oo -+ Prn T) + 2 Oy X
k=1
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v
Lk

.7 LA, g

k=1

Xe.

Funkeja U jest wedlug (8.2) oznaczona ujemnie. Rozwinigeie wyrazenia
R av .

2 T, %

naszereg Taylora niezawiera wyrazéw rzedu nizszego niz trzeci.

Zatem w obszarze |x;[<<h przy dostatecznie matym h jest spelniona
nierdwnosé

i

vV —
225 .

‘Wynika stad, ze jezeli U jest funkejg vznaczona ujemnie, to réwnies

L0V = 4V
Ut Y G B

Jest funkejq oznaczong ujemnie. Jak widac¢, funkeja V spelnia zalogenia
twierdzenia 2 z p. 4, w konsekwencji ezego ruch niezakl6écony jest asymp-
totycznie stateczny. ' . . :

Twierdzenie 9. Jezeli wéréd pierwiastkéw réwnania charakterystycz-
nego ukladu réwnan pierwszego przyblizenia (7.4) przynajmniej jeden
ma dodafnig cze§é rzeczywists, to ruch niezaklécony jest niestateczny
dla dowolnych wyrazéw wyzszych rzeddéw réwnania ruchu zakléco-
nego {7.1).

Dowéd Przyjmujemy funkeje Lapunowa V (g 22y .y 22,)
okre$long réwnaniem

. ' oV
(8.8) ]g; (’pk1 a1+ ..+ Pin L) _(E =U,
gdzie”
(8.9) Us- (@ + a2 .. +22).

Pochodna ze wzgledu na uklad réwnan

. d
(8.10) T;%: Pr1Xy 4 Pre X2 + ... + PraXa
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-WyraZa §lg wzorem

dv
{8.11) s U.
Funkcja V jest zalem monotonicznie malejaca.

Wykazemy, ze istnieja wartosci X, -, Zro, dla ktérych funkeja V przyj-
muje wartoié ujemna. Gdyby bowiem funkeja V byta oznaczona dodatnio,
to na podstawie twierdzenia 2 ruch niezaklocony odpowiadajgey réwna-
niom (8.10) bylby asymptotycznie stateczny, co jest sprzeczne z zalo-
zeniami. _

Funkeja V przyjmuje zatem wartodci zerowe, a poniewaz jest monoto-
niczna, przyjmuje rowniez wartodci ujemne. Pochodna funkeil V ze wzgle-
du na uklad réwnan

d J—
{8.12) d’? =pr121 + .. + Drn e + X
Jjest
av LoV =
(8.13) S =U"t D) Sz Xh

czyli, podobnie jak w poprzednim twierdzeniu, jest oznaczona ujemnie
dla |z |<<h przy dostatecznie malym h.

Jak wida¢, funkeja V spelnia-zatozenia twierdzenia 3, co w konsekwen-
¢ji pociaga za sobg to, Ze ruch jest niestateczny.

Dowd6d powyzszy wymaga pewnego uzupeinienia. Mianowicie, jezeli
wéréd pierwiastkow réwnania charakterystycznego znajduje sie jeden
pierwiasiek zerowy, to T-éwna;flie (8.8) moze nie mieé jednoznacznie okre-
slonego rozwigzania. W tym przypadku funkcje L.apunowa preyi-
mujemy jako funkeje okredlong réwnaniem

n aV
{8.14) k;; (per 21 + -+ P 2a) ==y V1 U,
gdzie
(8.15) . U= (@} +ai+ . +)

oraz y jest liczba dodatnia. Latwo wykazag, ze V przyjmuje réwniez war-
toéci ujemne. Pochodng funkeji V ze wzgledu na réwnania (8.12) jest
dv 5 0V =

(8.16) GV U+ kZ 3 X

[
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. i aV_
V:U+ZRXJ;¢.

k=1

Twierdzenie 10. Jedli rownanie charakterystyesne ukladu réwnag
pierwszego przyblizenia nie posiada pierwiastkGw z rzeczywistymi cze-
Sciami dodatnimi, hatomiast posiada plerwiastki z czesciami TZeCZY Wi~
stymi réwnymj zery, to wyrazy wyzszych rzedéw réwnania ruchy za-.
kideonego (7. 1) mozna tak dobraé, aby ofrzymaé ruch stateczny albo nie~
stateczny, Przykladem moze by¢ tutaj zadanie rozwigzane w p. 6 [réw-
hania ruchy zak¥bconego (6.4)]. l

9. Kryterium Rontha-Hurwitza

stycznego majg rzeczywiste czesel ujemne, Warunki te znane 53 pod naz—
wa kryterium R o Utha-Hurwitgy a. Podamy je tutaj bez do-
wodu w formie przedstawionej przez H y rwitza,

Twierdzenie I1. Dane jest réwnanie n-tego stopnia

9.1) LR S N I Tl A+ a, =0,

Ze wspdlezynnikéw ustawiamy wyznaczniki

a a, 0
a, q, '
Dl':al, D, = s Dy = a; 4y a,],
ay a,
a5 ay a,
e, a, 0 0 B 0
oy t, a, a, - 0
Du:: o e e . PR PR - . -?—__-a;an_,1,

A2n—q Qon—g . Qop_3 Uon 4 ... ,

brzy czym @ =={), jesli i~n.
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jezell wszystkie wyznaczniki sg dodatnie, czyli jedli
D=0 Dy=0,..., Doy =0, D=0
(lub proscie]
D, >0, D,>>0, ..., Duy >0, a,=>0).

‘Warunek ten jest konieczny i wystarczajacy.
W przypadku réwnania stopnia trzeciego

g’ +ax +a,c+a; =0 (@, 0)
otrzymamy warunki
!
@y G |
{9.2) a, =0, =0y — 0y G >0, a, > 0.
@ Gy

Dla réwnania stopnia czwartego
gyt +a 2 fayx® a0 =0 (ag=>0)

otrzymamy warunki nastepujgce:

: a, ¢y 0
a; Gy
aq >0, . =0, a;, ay a,|>0, a; >0,
a, Qg
0 a a
. &
czyli .
a, >0, 0 Oy — ty g = 0,
2
as(a;a, —apa,) —a,01 >0, ay > {}.

Na podstawie warunku czwartego wynika z warunku irzeciego
. - 2
ay (0 @y — @y ay) >~ a a1 >0,

Zatem drugi warunek moze by¢ zastapiony Warunkiem oy = 0. Ostateczme
dla réwnania stopnia czwartego mamy warunki

{9.3) a1>0, >0,  ay(aa—a,8,) —a,01 >0, a,=0.
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10, Inne kryteria

W zwigzku z badaniem pewnych ukladow elektrycznych Ny quist,
f13], wyprowadzil kryterium statecznogei w pierwszym przyblizeniu nie
wymagajgce obliczania wyznacznikéw Hur wit z a Kryterium to
zostalo uzupetnione i rozszerzone na uklady automatycznej regulacji ma-
szyn przez Michajtowa. Podamy je tutaj w formie réznigcej sie
nieznacznie od formy spotykanej w literaturze.
Rozpatrzmy funkcje
1
A" oy 2 g A fay’

(10.1) K (1) —

Przy czym
' QA"+ a A"V L b deq A La,

jest lewg strong réwnania charakterystycznego pierwszego przyblizenia
(7.5). Funkcje K(4) bedziemy uwazali za pewna funkcje w(2) zmiennej
zespolonej z=ux iy

' 1

o2t a,2" Pt angz+a,

(10.2) w(z) ==

N Jak wiemy, koniecznym warunkiem statecz-
nogei ukladu sy ujemne czefei rzeczywiste pier—
r wiastkéw réwnania :

« (10.3) G2t a 2"t a2zt =0,

Wynika z tego bezposredni wniosek, e funk-
cja w(z) w przypadku ukiadu statecznego nie
posiada biegunéw w prawej polplaszezyznie x y.
A zatem jezeli wezmiemy pod uwage kontur I™
na plaszezyznie xy (rys. 2), to przy przejsciu
Rys. 2 wazdiuz tego konturu argument zZmiennej w nie
‘ : zmienia sie.
Odwzorowanie konturu 7' na plaszezyzne w = u + iv otrzymamy
w formie krzywej S -okreslonej réwnaniem

- 1
a(iy)" +a (iy)* 4 ... Tty +a,

(10.4) w(iy) =

Poniewaz przyrost argumentu w wzdluz krzywej S musi byé réwny zeru,
warunkiem statecznodei jest polozenie punktu w=0 poza obszarem
ograniczonym konturem S. ‘
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Na rysunku 3a przedstawiona jest krzywa S dla ukladu niestatecznego, ha:.;'

rys. 3b — krzywa S dla ukladu w stanie krytycanym; rys. 3a i 8b przed-- - R

stawiajg krzywe S dla uktadéow statecznych. Linie ciggle odpowiadaja war-
todciom y > 0, linie przerywane odpowiadajgce ¥y <C0 sg do nich syme-—
tryczne.

/,_;_ SN

Rys. 3

Niezaleznie od powyzszego w T. 1938 Michajlow wypro-
wadzil inaczej sformulowane kryterium w zastosowaniu do ukladéw:
automatycznej regulacji. Znalez¢ je mozna mie tylko w wymienionej pracy
Michajtowa, Ileczréwniez na przyklad w podreczniku [12].

11, Przyklady

Rozpatrzmy najpierw najprostszy typ regulatora przedstawiony sche-
matycznie na rys. 4. '

Oznaczajac przez @ odchylenie predkosci katowe] watu silnika od sta-
nu wustalonego oraz przez » odchylenie tachometru mozemy napisaé
rownania ruchu zakléconego w postaci

(11.1) Trij+ Teiy+ 6=, Tog -+ Op=—1q,
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" i)rzy czym parametry T, Tk, & charakteryzuja dynamiczne wlasnodei ta-
chometru, natomiast T, @ wlasnosci silnika.
' Réwmanie charakterystyczne ma

f % postaé
& .

(112) TET. 2+ (Ta Ty + T26) 22 +
1 (6Ta FOTHA+ 80 +1=0,

Stlnck _
' Warunki Routha-Hurwitza
—— sg nastepujace (por. p. 9):
—= Doplyw poliwa )
- | M2 2
Rys. 4 (11.3) T:Ta>=0, (TaTr+ Ty @) >0,
(6Te+6Ty)=>0, d& >0
oraz
(11.4) TET 6+ TaTEO - @ TETy— TE T 0.

Nieréwnosci {11.3) s spelnione zawsze. Z nierdéwnosci (11.4) otrzy-
mamy nastepujgce okreslenie granicy statecznodei:
' ToTed | T2 | O°Ty
g a + =
Tr T; Ty

(11.5) 1.

Wynika z niego, ze nalezyts stateczno$é ukladu mozna uzyskaé przez do-
bér duzych wartosei 8 1 Ty (bo znaczy zmniejszenie czulosci regulatora
i zwickszenie tlumienia) oraz matych T2 (tzn. matej bezwladnosei tacho-
metru). Zbadamy jeszeze, jaki wplyw na stateczno$é ma parametr T,
(«czas rozbiegu» silnika). Traktujac lewa strone roéwnania (11.5) jako
funkeje T, znajdziemy przez rézniczkowanie, ze osigga ona minimum przy
2 2
{11.6) L
]
W celu zwickszenia statecznodei nalezy wielko$¢ T, dobraé tak, aby moz-
liwie duzo réznila sie od wartodci (11.6), :
Rozpatrzmy teraz uktad z sitownikiem regulacyjnym bez odwodzenia
{rys. B).
Réwnania ruchu zakldconego maja postaé

{11.7) Tr+ Teptdn=g, Tip=n, Tap+Op=—p.

Oznaczenia przyjeto takie same, jak w przykladzie poprzednim, a po-
nadto T; 1 u oznaczajg parametir 1 argument silownika, '
Rownanie charakterystyczne jest

(11.8)  ToTTi A" + (O TF +TaTh) 2+ Ts (8Ta + O Te) 2 + 36T, 1 +1= 0.
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Warunki Routha-Hurwit=za bedaspelnione, jeiél_i:'itspelm(m"*'
bedzie nierdéwnosé R

(11.9) (BT +TaTh) ¥
X [860Ts(8Ta+OTe)—
 (OTE + TaTa)] —
— & & T Ta T > 0.

Wynikajg =z niej dwa -
wnioski:

{a) aby uklad byt statecz- -
ny, wmusi by¢ koniecznie
T, == 0 1 mozliwie duze,

(b) w przypadku gdy §==0,
.c0 ozhacza, ze silnik nie po-
siada zdolnodcl samoczynnego Rys. 5
wyrownania predkosci kato-
wej ruchu, uktad regulacyjny jest niestateczny przy dowolnych wartosciach

innych parametréw.

Wal
sitnika

-~ Doplyw paliwa

—~—= laph aliwa
__,_M.f_w_ Rys. 6

Przy silnikach, dla ktérych & = 0, jedynie statecznym typem regu-
latora jest uktad z odwodzeniem (rys. 6).
7 réwnan ruchu zakloconego

T3+ Tuii+ 00—
(11.10) Tsp+u=mn,
Top==—p

Rozprawy Iafynicrskie — 3 355
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‘mosna wyprowadzié réwnanie charakierystyczne

. = e s ) 2
(11.11) 3,4_'_(6'1"{‘:2_,_ Tk)33+££(1+ﬂ)22+£ Tk i—l—iku Tw Ty —0

i sl AT\ 6T | 0T 8Ty | ST.STE ST,
oraz Waruhek stateeznodei :
T, T, [Ti( Tk” 5
(11.12) (m+75':r_g.) e\t ST ETET, '
_ (E%, L) L T
8T% © OT,) 6*T T, T,  &'TLTE2 " °°

Jak widaé¢, koniecznym warunkiem statecznodci jest istnienie thu-
mienia T,.

Wszystkie powyzsze rozwazania dotyczace stateczno$ci ukladéw me-
chanicznych oraz wyprowadzone kryteria moga byé rozszerzone na ukla-
dy elektryezne. Rozpatrzmy tu najprostszy przyklad generatora triodo-
wego o sprzezeniu zwrotnym. Schemat generatora przedstawiony jest na
rys. 7. Uklad rezonansowy wlgczony jest w obwoéd siatki.

Charakterystyke lampy przyjmujemy w postaci

(11.13) to = Sug + f{ug),

przy czym | (ug) nie zawiera w swoim roz-
winigeiu wyrazéw stopnia mniZszego mniz
drugi. Zatem przy rozpatrywaniu zagad-
nienia w pierwszym przyblizeniu f(ug)

& moze by¢ pominicte, Potencjal siatki wu,
=5 wyrazamy przez fadunek kondensatora g
I
! q
11.14 Ug = - .
Rys. 7 ( ) # C

Zmiana natezenia pradu anodowego i, powoduje w obwodzie rezonanso-
wym sile elektromotoryczna o wielkosei

diq

dat’

(11.15) — M

Zatem réwnanie drgan w obwodzie rezonansowym ma postaé
dig
dt’

Wykorzystujac liniows cze$é rownania (11.13) oraz zaleznoéé (11.14) otrzy-
manmy

(11.17) L+ (R + I‘fjs) i+ fhq=0,

(11.16) Li+Ri+-E=-—M




Réwnanie charakterystyczne ma postaé

(11.18) - L12+( + )z‘t—l-ﬁﬁ
Kryferia statecznosci stanu g = 0 sg wige
(11.19) R+¥S-->0 CL=0.

Drugi z tych warunkéw jest zawsze spelniony. Zatem, aby uktad byl ge-
neratorem drgan, musi by¢

(11.20) RC + MS < 0.

Stad wniosek, ze musi byé M << 0 oraz musi by¢ M S dostatecznie duze
co do bezwzglednej wartosci

(11.21)

Mg

Rys. 8

Warunek ilustruie rys. 8a i 8b. Uklad na rys. 8a nie jest generatorem,
gdyz M >> 0; natomiast uklad na rys 8b moze byé gueneratorem gdyz
M-<0.
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Peawme
METOABI TEOPHH YCTOHMYMBOCTH NABHMMKEHHA

B paBore nmpmBoAATCA OCHOBHEIC TEOPEMbLI M METOALI TEOPUM YCTOMUM-
BOCTH JIBMIKE€HMH, OTPAHMUMBAACE I[IPW ITOM YCTOMYMBOCTLIO B CMEBICIR
JAnyHOBa M NpUBEIEHMEM 0YCPKA €T0 TEOPVIN.

B otpensHbIx riaBax paGoThl paccMaTpMBAIOTCH CACAYIOLUIME BOIPOCHL:

(1) ocHOBHBIe nomHsTHMS M JeddMHMIDMM, a Takxe obiias XapaxTrepuc-
TUEA METOROB MCCHENOBAHMA YCTOMYMBOCTIH,

(2) reopemrr JIANMyHOBA IMA YCTAHOBMBIIMXCA ¥ HEYCTAHOBHE-
IiMXcA ABMAKEHWT, DTH TeopeMbl IDPUBOAATCH B HEKOTOPOM COKpPAlleHMH,
OCHOERIBAACH Ha (pyHAaMeHTaTbHOM Tpyme Jlanyuosa ¢ 1892 r;

(3) Teopems 06 YCTOMYMBOCTM B NEPBOM NPHOIMIKEHMM, KpUTEepHH
Payca u I'ypsunma u xpurepwit Huxswmcera; IPHUBOIMTCH He-
CEKOJIBKO NPHMEPOR MCCACAOBAHMA yoToHuuBoctu B mepBoM TpHbmMmermim
M Opy nomoum obmmx Teopem JIATYHOB a.

Summary

METHODS OF THE "THEORY OF STABILITY OF MOTION

Basic theorems and methods of the theory of stability of motion are
discussed. The considerations are confined chiefly to stability as presented
by Lyapumnov andto the principles of this theory.

The following'problems are treated in the successive sections.

(1) Basic notions, definitions and general characteristics of investiga- -
tion methods of stability.

(2) Lyapunov’s theorems for steady and unsteady motion. These
are- treated somewhat briefly, on the basis of the fundamental work of
Lyapunov {1892),

(3) The stability theorems in the first opproximation, the eriteria of
Routh and Hurwitz and the criterion of Nyquist are discussed,
Also some examples are given of stability investigations in the first
approximation and by means Ly apun o v' s general theorems.
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