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1. Uwagi ogélne *)

t4. Podstawowe zatozenia teorii no$nofci granicznej piyt znalazty za-
dowalajgce potwierdzenie doéwiadczalne w szeregu przeprowadzonych
dotychczas badan laboratoryjnych. Obserwacje linij zaloméw elementéw
ptytowych, znajdujaeych sie pod dziataniem ztozonych obcigzen, pozwa-
lajs przypuszezaé, ze réwniez przypadki zginania, polaczonego z dziala-
niem sit rozciagajgcych, rozpatrywaé¢ mozna ze stanowiska teorii nogno-
Sci granicznej.

Zastosowanie jednak teorii nognosdei granicznej do plaskich ukladéw,
poddanych rozcigganiu i zginaniu, wymaga wstepnego wyjasnienia sze-
regu zagadnied oraz okreflenia zakresu stosowalnodci teorii.

Zajmiemy sie analizg stanu rownowagi granicznej plyt poddanych
dzialaniu obecigzenia, rozlozonego w sposéb ciggly i skierowanego prosto-
padle do ich powierzchni, oraz sit rozciggajacych, dziatajgeyeh w plaszczv—
Znie tych plyt. Sciglejsze sprecyzowanie miejsca dziatania sit rozma,gam—
cych w przekroju poprzecznym zostanie dokonane pézniej. Co do warun-
kow podparcia nie ma pebrzeby wprowadzania tu jakichkolwiek ogra-
nzczen 7

i.2, Naleiy na Wstepie zaznaczyé, ze nie bedzie tu spelnione, ogélnie
rzgez biorge, zalozenie stato$el momentu tamiacego na jednostke diugosei
linii zalomu, a tym samym bedzierny mieli do czynienia z ukladami nie-
jednorodnymi, charakieryzujacymi sie w kazdym punkcie inng wartoscia
momentu famigcego. Poniewaz jednak przedmiot naszych rozwazat sta-
nowia elementy, zbudowane z materialow ciggliwego i kruchego, przy
czym'zaklada sie, Ze material kruchy zdolny jest przenosié jedynie na-
prezenia $ciskajace, za$ ciagliwy umieszezony jest w spos6éb pozwalajgcy
na wykorzystywanie go dla przejecia naprezefi rozeiagajacych, przeto
niejednorodnosé ta dla elementéw zginanych moze byé Scidle okreglona.
Drzialanie sit rozciggajacych skomplikuje nieco zagadnienie niejednorod-
nosci, nie uniemozliwi jednak analizy stany réwnowagi graniczne;j.

* Praca przedstawiona na Kursie Naukowym Zakladu Mechaniki Oérodkow Clag-
Iych IPPT PAN w Miedzyzdrojach w sierpniu 1954 T,
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Rozpatrywanie ukladéw_niejedn-orodnych ze stanowiska teorii nosno-

fci granicznej narzuca automatyecznie przyjecie sztywno-plastycznego
schematu odksztalcenia, tzn. pominiecie wszystkich odksztalcen sprezy-
stych. Taki bowiem schemat lezy u podstiaw 1tej teorii. Wynika stad réw-
" niez konieczno$¢ rozpatrywania ustroju w takiej chwili, gdy naprezenia
w materiale poddanym rozcigganiu osiggnety na calej dlugosei dinii za-
tomuy, $SciSlej, na diugoSciach wszystkich linij *zaloméw, warto$é réwna
granicy plastycznoSci, niezaleznie od koncentracji widkien rozcigganych
nz odpowiednich odeinkach, a wiec niezaleinie od funkeji, okreslajgee;j
niejednorodno$é struktury (w sensie zdolnosei przenoszenia momentéw
lamiacych). Niejednorodnodé struktury elementu ma duZe znaczenie przy -
traktowaniu zagadnienia wedlug sprezysto-plastycznego modelu odksztai-
cenia, pozwalajgcego na uwzglednienie wszystkich faz, jakie ustréj preze-
chodzi od chwili rozpoczecia dzialania obcigzen az do chwili jego Zniszcze-
nia. W tym przypadku niejednorodno$é budowy ma znaczenie dlatego, ze
sg od niej uzaleznione odksztalcenia sprezyste. Zagadnienia niejedno-
rodnosci nie bedg tu jednak stanowily przedmiotu naszych zainteresowan
‘1 53 one oméwione jedynie ogélnie w zakresie niezbednym do dalszych
rozwazan, a szezegdlnie do okreélenia wplywu 511 podiuznych na wielkosé
jednostkowego momentu tamigeego. .

1.3. Nasuwa sig tu jeszeze pytanie, czy uklady niejednorodne charak-
teryzowa¢ sig beda zalomami prostoliniowymi, czy tez bedzie tu malezalo
rozpatrywaé¢ zalomy krzywoliniowe. Ograniczymy sie do oméwienia przy-
padkéw obeigzed roztozonych w sposéb ciggly na calej powierzchni ply- -
ty. Jest to wazne z uwagi na fakt, ze w przypadku wystepowania sil sku-
pionych badz tez obeigzen dziatajacyeh tylko na pewng eze$¢ powierzchni
plyty, geometrycznie mozliwa siatka zniszezenia nie sklada sie wylgcznie
z samych tylko linij prostych.

Przy naszych zatozeniach i dla sztywno-plastycznego schematu od-
ksztalcenia mozna przyjaé, z taka sama dokladnoscia jak w przypadku
stalego momentu tamigcego, ze zalomy sa prostoliniowe, bowiem jedynie
linie proste stanowia geometrycznie mozliwe formy zmiszezenia dla ob-
cigzen ciaglych.

- 1.4, Teoria nonosei gramczneg piyt, zbudowanych z materiatu ciggli-
wego, rozeigganego oraz kruchego, Sciskanego — opiera sie na zalogzeniu,
ze we wszystkich punktach lezacych na linii zalomu naprezenia w mate-
riale, przenoszacym sity rozeiggaijace, osiggnely granice plastycznosdel op;
1 wyrazaja sie jako funkeje wielkoscl charakteryzuja,cych strukture ele-
mentu oraz momentu, wystepujgcego w liniach zaloméw badz tez przez
jego skladowe, w postaci

(1T4.1) gy = [, (My, 8) = 0,4, 0o = fy (Mu, 8) = opt. -
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Symbole o, 1 Mx oznaczajg odpowiednio skladowe naprezenia i momentu
na osi u w ukladzie wspélrzednych (u, v), za$ oo i M. odpowiednie sktadowe
na osi v; s jest wielkodcig okreslajgca strukture elementu.

W przypadku plyty jednorodnej i stalych naprezef we wildknach roz-
cigganych uzyskujemy moment lamiacy staty; nie badamy przy tym bli-
zej rozkiadu wewneirznego naprezen w materiale przenoszacym cisnienia.

1.5. Podobnie rozpatrujac elementy poddane nie tylko zginaniu, ale
rowniez dzialaniu sit osiowych, mozna stwierdzi¢, ze sily te musza spel-
niaé pewien warunek. Mianowicie muszg one wywolywaé w elemencie ta-
ki stan naprezen, aby w punktach linij zalomu naprezenia wypadkowe
warstwy dolnej posiadaly ten sam znak jak w przypadku zginania. Przy-
padek sil rozeiggajgeych warunek taki spelnia. Mozna tu bedzie nie wni-
kajac na razie w zaleznodei miedzy momentem a sita w stanie wyczerpania
noénogci stwierdzié, ze w przypadku dzialania sil rozciggajacych N, i No,
skierowanych zgodnie z ukladem osi odniesienia, stan graniczny bedzie
osiagniety, gdy naprezenia we widknach rozcigganych przedstawig sie
w postact ' .

Gy — f(M'v, Nu, S) = Upl,
(1.5.1) {
gy =f(My, No, ) = @p:.

Zaleznogei (1.4.1) i (1.5.1) okre$laja naprezenia jedynie w stanie granicz-
nym, nie mozna ich natomiast stosowa¢ dla fazy przejscia od stahu niegb-
cigzonego (przez obszar odksztalcen sprezystych) do stanu wyczerpania
nosnosei.

1.6. Powyisze uwagi pozwalajg na rozpatrywanie problemu nosnosci
elementéw rozcigganych i zginanych na podstawie teorii no$nofci gra-
nicznej, odnoszacej sie do-analizy stanu zniszczenia elementéw zginanych.
Jesli natomiast cheielibysmy rozpatrywat ukiady zginane oraz dodatkowo
$ciskane i rozciggane w kierunkach wzajemnie prostopadiych, to (pomi-
jajac problem statecznodcel) istnialyby ograniczenia w stosowaniu teorii
nognoéci granicznej do takich ukladdéw. Ogélnie biora¢ naprezenia po-
wstajace na skutek zginania musiatlyby byé wieksze co do bezwzglednej
wartosci od naprezen, wywolanych przez sity Sciskajace. '

2, Noéno&é graniczna elementéw rozciagganyeh i zginanyeh

2.4, W przypadku preta, zbudowanego z materiatu elasto-plastycznego,
obciazonego momentem zginajacym i silg podtuzng, stan graniczny osiag-
niety zostanie z chwils, kiedy w calym przekroju naprezenia osiggng gra-
nice plastycznosci (§cisle biorge pozostanie pewien rdzen sprezysty wokol
punktu, w ktérym naprezenia zmieniajg znak; pomijajac ten rdzefi nie
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robimy duzego b'ledu). Sposob narastania naprezen i przechodzenia od
fazy sprezystej w plastyczng dla materialu elasto-plastycznego bez
uwzglednienia ewentualnego «utwardzenia» materialu przedstawiony jest
na rys. 1 (przy zginaniu symetrycznym),

Warunki réwnowagi zastosowane do stanu granicznego przekroju da-
dzg rownania
(2.1.1) Jonda=n, [opyda—m.
. A A

Réwnania te pozwolg wyznaczyé zalezno$é miedzy momentem a sily po-

dtuzng w chwili osiggniecia stanu réwnowagi granicznej, jak réwniez po-

lozenie osi obojgtnej, jesli znany jest ksztalt geometryezny przekroju. War-

G to  przypcmnieé, ie w przypedku przekrojéw

o jednej tylko osi symelrii zmienizé sie bedzie

punkt dzialania sily osicwej; przesuwz¢ sie on

kedzie po osi symetrii i nie zawsze leze¢ bedzie

|

{ L = $'T w frodku cigzkoéei figury przedslawiajgcej prze-

kréj. Utrudnia to rozpatrywanie zaleznoéci mie-

L | dzy sila a mcmentem w stadium granicznym.

L%,_ Dodaé nalezy, e w fazie sprezysio-plastycznej

Rys. 2 nie jest zachowana w ogdlnym przypzdku za-
' sada niezaleznodci dzialania sit'),

Ograniczajge sie do rozpairzenia przekroju prostokatnego o bokach hib
mozna bedzie uwsazaé, ze sile podluing przencsi czedé przekroju, polozona
wokoét .érodka ciezkosei o wysckosel réwnej 24, za$§ moment zginajacy

-reprezentowany jest przez pozostale czefci wykresu paprezen (rys. 2).

Réwnania réwnowagi przedstawiaja sie w postaci

N=2ab Opfy
(2.1.2) {

hZ
M= bﬂ'p,' (4‘_(12).

') Zagadnienia te analizuje np. A. A. Gwezdiew, [5]
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Wyznaczajac z pierwszego wariosc a 1 wstawiajac i3 do drugiego » lp()-‘
wyzszych rownan ofrzymamy ‘
bhz N2

(2.1.3) M = Tob”

Uzyskang zaleznoéc przedstawia rys. 3 w postaci paraboli. Na osi pio-
nowej podane sa stosunki momentu do momentu granicznego, na osi zas
poziome] analcgiczne zaleznosci dla sity niszezace],

W przypadku rozpatrywania jedynie fazy sprezystej warunek na ma-
ksymalng wartos¢ momentu w chwili osiagniecia w skrajnych wiéknach
naprezeh rownych granicy plastycznoéei przedstawié mozna w postaci

’ o tbhz Nh
2.1.4 o TPLORTNR
{ ) M 5 p

Odpowiedni wykres (rys. 3) ma postaé trojkata, ktorego wnetrze charak-
feryzuje faze sprezysia pracy preta.

Dla przypadku zmiany
znaku momentu wykre-
§lié mozna analogiczng za-
lezno$é¢ ponizej osi N/N,.

Tak wiec w przypadku
preta z materialu elasto-
plastycznego mozemy dla Granica spredystosel
kazdej wartoéel sily _ n
N <INy - okredlic odpo- . -1 05 05 1 g
wiednig wartosé- momen~ - Rys. 3
tu, ktéry dla rozpatrywa- :
nego przyktadu bedzie momentem lamigcym; bedzie on mniejszy od mo-
mentu lamiacego w przypadku, gdy sila podiuina nie dziaia, :

Graniea plastyeznoge;

faze_elasty-plostyczna

2.2, Zastanowmy sie, jak przedstawiaé sie bedzie zaleznosé momentu
od sity podtuznej dla elementdow, w ktorych naprezenia rozciagajace wy-
stepowaé moga jedynie we whdknach z materialu ciagliwego, za§ mate-
riat kruchy pracuje tylko na $ciskanie. Znajomosé tej zaleznosel pozwoli
.na sprowadzenie zagadnienia rozciggania polgczonego ze zginaniem do.
zagadnienia samego zginania o innej jednak wartoéei momentu lamigce-
go. Spowodowane to jest zmniejszeniem momentu na skutek dzialania
podiuznych sil rozciggajacych. ‘

Najpierw nalezy sprecyzowaé zalozenia dotyczace rozkiadu naprezen
w przekroju poprzecznym okreslonego wyzej elementu. Choé zagadnienie
to nalezy -— $cisle biorge — do teorii zelbetu, ktora zajmuje sie wilasnie
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ustrojami zbudowanymi z materialéw kruchych i ciagliwych w zalozeniu
wiasciwego ich wykorzystania, to jednak krétkie omowienie tego zagad-
nienia potrzebne jest dla ujecia catoksztaltu rozpatrywanego problemu.
W przypadku zginania bez dzialania sit podiuznych dany przekrs;
materialu kruchego i materiatu ciggliwego (np. betonu i stali) w stadium
zniszezenia zdolny jest przenie$¢ pewna warto§é momentu, ktéra uwaza-

. my za moment graniczny. Tak rozu-
|
% F——

i

miany moment jednostkowy ozna--
czamy przez M. Przyjmujac dla
uproszczenia prostokatny wykres
naprezen fciskajacych w materiale
kruchym *) oraz.prostokatny prze-
kroj elementu, moment lamigey
wyrazimy zaleZznogeig (rys. 4)

Rys. 4 A
e (2.21) M=opmf.r =R, xbr.

Gdy rozpatrzymy przekréj rozeiggany, sily zaczepiong mimoérodOWO,
przy czym mimosréd jest staly (co spotykamy np. w przypadku zbior-
nikéw prostokatnych obliczanych jako ramy poziome), otrzymamy (rys. 5)
zaleznosci ‘

(222) ) Gpi fz —N—R, bﬂ.’.'] = 0»:
(2.2.3) - Ne—R:bx,r,=0,

gdzie R, oznacza wytrzymaloéé ma-
teriatu na sciskanie.

Na podstawie . zaleznosci, poda-
nych wzorami (2.2.1) i (2.2.2), moz-
na uzyskaé zwigzek

N

X, — 1 — -
! R.b
oraz - ® ‘
—_—— -
uTJzT_,__.IL,' . . ‘ N
2R:b Rys. 5

Uwzgledniajge powyzsze zaleznoéei we wzorze (2.2.3) oraz uwazajac
wartod¢ Ne za jednostkowy moment lamigcy dla przypadku zginania tacz-
) Wiadomo, na podstawie np, prac A. F. I__.o'i'ej ta, Ze ksztalt wykresn napre-
zen w $ciskanej strefie belki zelbetowe] przy zginaniu nie ma istotnego wplywu na
wyniki obliczen; por. [5]. ‘ ' ‘
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nie z rozciaganiem (warto$¢ te oznaczymy przez yM) otrzymamy

. N N\ .. Nr, 6 Nzx Ne-
(2.2.4) NM*RC(:’““ Rcb)‘(rﬁ_chb)—Rcm B Tab T IR

~ Biorac pod uwage warto$¢ jednostkowego momentu w przypadku sa-
mego tylko zginania z réwnania (2.2.1) uzyskujemy poszukiwang zaleznogé
na wielko$¢ momentu jednostkowego przy obecnofei sit osiowych

o NM N N

(225) NM*M O'p.ffz+2Rc bz (G,Uf.fz N)_“M M +2R bz(NgJ N).
Powyzszy wzdr przedstawia analogiczng zalezno$é dla elementdw,

zbudowanych z materialow ciggliwego 1 kruchego, do podane} przy po-

mocy wzoru (2.1.3) dla elementdw z ma- - -

M
teriatéw elasto-plastycznych.
Bezposrednio z podanego wzoru wy- ”f; .
. . ‘ G
nika, Ze w przypadku gdy . 4208 il
r -1
(1) N = 0, tO A,rM — Mgr B M; aa \ ﬁ‘%w‘fsﬂm
" A l{)._mz
= — Noy — ag
(2) N =opi ]c_z Ng: s ?10 ~M 0. w ] \\ 02
a4
Hustracje =zaleznogei (2.2.5) przedsta- \\ 4208
wia rys. 6. - 02 0?
Wykres taki dotyczy zwigzanych ze *

Sﬂba wartosci MgrzM, Ngr, N oraz R, 6z uf‘ 08 a8 40Ny

Rysunek 6 zostal wykonany: dla stosunku. Rys. 6
opt/Re =11,5 oraz Ng/M =131 m~t Nie :
nalezy do naszego tematu zagadnienie, w jaki sposéb zalezy moment
graniczny od wartosci R..
23. Z przeprowadzonych obliczen wynika, ze wyraZenie

N

2R, bz(Na’r T )

w przypadkach praktycznych wplywa niewiele na wartos¢ yM. Dla uza-
sadnienia tego wniosku przytoczymy nastepujacy przykiad liczbowy.

Piyta ¢ grubosci h = 10em wykonana z betonu R_ = 200 kG/ecm? zbrojona jest na
metr biezgcy pretami ze stali o graniey plastycznodci 2300 kG/em? o lgcznym prze-
kroju 6 cm?, tzn. 'Ng,. — 13800 kG. Jednostkowy moment lamigcy obliczony dla tego
przykladu wyniesie -

M = 6-2300-0,95{10 — 2) == 105 000 kGem/m.
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Jesli pasmo plyty poddane jest dziatanig sit roz¢iggajageych o wielkodci 4000 kG/mb,
to moment jednostkowy NM wyniesie
4000-1050 4000

NM=1050 == 0.6~ + 57200 100:

{23006 — 4000) = 756 kGm/m.

Wplyw badanego trzeciego sktadnika bedzie tym mniejszy, im bar-
dziej wielko$é sity N zblizaé sie bedzie do wartodei granicznej. Wplyw ten
bedzie réwniez niewielki, gdy N — 0.

Najwieksze znaczenie ma omawiany czynnik, jak latwo sie przekonac
z warunku ekstremum — dla N.=— 1/2 Ngr. Dla omawianego Wyzej przy-
kiadu maksymalna wartosé liczbowa tego czynnika wyniesie 12 kGm/m.

. 24. Nalezy tu zwréci¢ uwage na jedno jeszeze zagadnienie wigzace
si¢ z przyjeciem prostokatnego wykresu naprezen w materiale kruchym
(np. w betonié). Blizsza analiza wplywu wykresu haprezed na wielko$é
momentu yM wykazuje, ze w praypadku nieprostokgtnego wykresu na-
stepuje zmiana ostatniego skladnika we wzorze {2.2.5). Odpowiednia war-
tos¢ momentu zwieksza sie nieznacznie (orientacyjnie dla betonu w sto-
sunku okolo 1,2 zaleinie od stosunku R,,,/R,,;). Mozna uwazaé, ze przez
zastapienie wielkosci R, przez wielkogé R,, korekia ta jest uwzgledniona
nalezycie. '

2.5, Przeprowadzona wyzej analiza wielkosci momentu lamigeego
w przypadku zginania }aeznie 7 rozcigganiem wykazala wplyw wielkosei
sity podluinej na wartosé tego momentu. Odrzucenie ostatniego skladni-
ka w otrzymanym wzorze doprowadza do zaleznosei liniowej migdzy mo-
fentem a sila podiuzna (na rys. 6 linia przerywana). Na pytanie, czy
skfadnik ten istotnie mozna pomingé, odpowiedzie¢ moze jedynie doswiad-
czenie. Pomijajge go dziatamy na korzyé¢ bezpieczenstwa ustroju. Stopien
zwickszenia wspélezynnika bezpieczefistwa waha sie — w zaleznosei od

-parametrdw o,,/R, oraz N,/N — teoretycznie w granicach do okolo 10%,
dla zmieniajacego sie w Zelbecie stosunku ¢,/R. od 9,0 do okolo 25,0.

26. Omawiang zalezno$é (2.2.5) dobrze bedzie dla dalszych rozwazan
przedstawié w nieco innej, nastepujacej formie:

(2.6.1) 1\’M : M Il— id (N7 S)] ]
gdzie przez ¥(N, s) oznaczono wielkosé
N N
4 = (NN
y (N,S) Ng.” 21‘4'1{.g b2 (Né.f N)

Wzér (2.6.1) pozwala stwierdzi¢, Ze moment jednostkowy dla przypad-
ku zginania 1acznie z rozeigganiem przedstawié mozna jako funkeje mo-
mentu jedno'stkowego, obliczonego dla elementu zginanego, przy czym mo-
ment ten nalezy zmniejszyé tak, Jak fo okreSla funkcja ¥(N,s).
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3.  Orlotropia wymuszona

3.4 Przejdimy leraz do rozpatrzénia standéw granicznych uktadéw ply-
towych. Rozpocznijmy od najprostszego ukladu, mianowicie od plyty
o zbrojeniu krzyzowym moey f, w kierunku réwnolegtym do osi v i fo
w kierunku osi v. Moc zbrojenia jest stala, jak to przyimuje sie w zalo-
zeniach teorii noénoéci granicznej, a wiec odpowiednim kierunkom przy-
porzadkowane sg skladowe momentu tfamiacego My 1 M,.

Zalbzmy, ze plyta jest swobodnie podparta oraz Ze na mimosrodzie e
liczonym od osi zbrojenia dolnego na podporze (to znaczy, ze pomijamy
zmiane mimoérodu wskufek odksztal-

cenia ustroju) zaczepione sg sity roz- Vi) = tanst
ciggajace n, i n, skierowane odpo- 7 T T T r T T T T H T
wiednio zgodnie z kierunkami osi C ] 4
. . - gfuy) =
wiov(rys 7). w5 - .
Natezenie sit rozciagajacych na %:_m A 4 ::?
i ne jest state, moZzna wiee oznaczyé S @
sity, przypadajace na jednostke diu- i X‘_J AN
gosci obwodu odpowiednio, przez - o=
Ny i Na(rys. 7). p ? , HIHHH“ M)
Na plyte dziala prostopadle do e W)
jej powierzchni obcigzenie ciggle Rys. 7

o natezeniu g (v, v) = const.

Zakladajac z kolei, ze odksztalcenia w plaszczyinie prostopadiej. do
powierzchni plyty sa rzedu pozwalajacego pomingé je w stosunku do mi-
mosrodu e, mozemy napisat odpowiednie wyrazenia dla pracy przygoto-
wanej sil -zewngtrznych i wewnetrznych (rozpatrywanyeh jako funkeje
parametréw x, y, 2 na mozliwym przesunieciu dw odcinka AB linii za-
fomu. B Y

Roéwnanie pracy sit zewnetrznych bedzie tu takie samo, jak dla przy-
padku plyty zginanej, natomiast sity podiuzne pojawia sie w wyrazeniu
dia pracy sil wewnetrznych przez wprowadzenie zamiast momentéw
M; 1 My odpowiednich momentow M, oraz xM, na podstawie wzoru
(2.6.1). Tak wiec zagadnienie noénosci granicznej w przypadku stalych sil
rozciggajacych ny i ne, zaczepionych na obwodzie elementu, dato sie spro-
wadzié do przypadku noénoéci granicznej elementéw zginanych.

3.2, Aby omowi¢ dokladniej ten wniosek, napiszmy odpowiednie skta-
dowe momentu jednostkowego w przypadku dziatania sit rozeiagajgeyeh
przy-uzyciu wzoru (2.6.1) w formie nastepujacej:

NM.'L: Mu [1 7 -yjrt (N‘v; S)] ¥
}\,MTJ = Mﬂ [1 - ll-Uny (N”,S)] .

{3.2.1)
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Piyta zginana charakteryzuje sie;AWskaéhikiem ortoiropii
M,

{3.2.2) =

Dzialanie sit rozciagaja}cych zmienilo wyrazenie dia jednostkowych
momentow, ktére przyjeto obecnie postaé podang w (3.2.1); zmienilo wiec
tym samym jak gdyby ortotropie struktury elementu, dajac w wyniku
clement o innej strukturze. Ortotropie tej struktury nazwiemy ortotropia
wymuszong, rozumiejac przez to, ze wywolana ona zostala Przez wspom-
niane sily rozeiaggaiace.
Wskaznik ortotropii wymuszonej, oznaczmy go przez yK, wyniesie

. _ wMy 11—, (N, s) . '
@23 MM, T T (N, 9 F W M)

L wyraza sie przez wskaznik ortotropii dla zbrojenia w kierunkach pokry-
wajgcych sie z kierunkami osi odniesienia (u, v) oraz za pomoca pewnej
funkeji zaleznej od sit rozeiggajacyeh N, i Ny oraz struktury plyty s.

33. Dla przypadku réwnomiernie roztozonych sil rozeiggajgeyeh funk-
cja F (N, Nu,s) jest stala i stanowi pewien wepblczynnik. Zachowany jest
wiee w tym przypadku warunek stalosci momenty granicznego na jed-
nostke dtugosci i obliczanie zaleznosei charakteryzujacych stany granicz-
ne tak obcigzonych ukladéw przeprowadzaé mozna w oparciu o znane
wzory z teorii stanéw granicznych ustrojow ptytowych zginanych 3). Wy-
kazaliSmy wiec, ze uklady poddane zginaniu i rozeigganiu za pomoca
przeksztaicenia wskaznika ortotropii rozpatrywaé¢ mozna jako elementy
zginane. Przy stalych wartoSciach momentéw | sit podiuznych jest to
przeksztalcenie liniowe okre$lone przez réwnanie F (Ny, No, 8) = const.

34. Dla ilustracji rozpatrzymy nastepujacy przyktad. Piyta kwadrato-
wa 0 boku a jest obcigzona réwnomiernie i posiada zbrojenia réwnej mo--
¢y w obydwu kierunkach. Sity rozciagajace na jednostke WYnosza
Ny=No=N, a wiec yx=s=1. Przy %=1/, natezenie obcigzenia
granicznego wyniesie '

UMM UM|L- ¥(N,9)] _ 12M

N a®” o at

gdzie M oznacza warto$é momentu granicznego, wyznaczonego dla plyty
zginanej bez dzialania sil rozciaggajacych, '

% Por. np. W. Ols zak, 19}, [16].
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4. Niejednorodnosé struktury clementu

41. W pierwszym punkecie niniejszej ‘pracy stwierdzilismy, ze pray roz-
patrywaniu stanow granicznych ukladéw mimosrodowo rozcigganych wy-
niknie koniecznosé zajecia sig¢ problemami niejednorodnogei struktury
uktadu. Wniosek ten stanie sie oczywisty, gdy wyobrazimy sobie piyte
prostokatng znajdujacg sie w dowolnych warunkach podpareia a pod-
dang poza dzialaniem obcigzen
'q (u, v} rowniek dzialaniu sil rozeig-

. . . - o : Y
gajacych n, i n, zaleznych od miej . ‘%y 3 W&l?i‘/n%"‘i/i 5
-u'__-! \ ) .

4

Il_’ |

;L_i.

sca, Zaldimy jeszeze, ze funkcja 7

i\fj i . /La-

e

okreslajgc_a zZmiane ty’ch si} jest iden- 2 ;gg 4, ® g
tyczna ra obydwu réwnolegtych do M o i e
siebie -boi;g_chrpllyty’ (r.yrs. 2. o _Lf v} ® 'é(u,v) ‘? ® ,?nftf)::
' ~Zalozenia takie ‘dla mteresujg-- | LA | @ N —
cych ‘nas zbiornikéw o rzucié po- é - Fy /A

o . 7 o i o T
ziomym - prostokatnym  dla -celow : ALY ""l"'!“} ¥
praktyeznych sg spelnione w przy- " Rys. 8

padku symetrii’ uktadu i obeigzenia. : o . .

- - Bi1y jednostkowe rozciggajace N, i N, dziztajgee w kierunku réwno-
legltym do osi ukladu odniesienia, sg odpowiednio funkejami zmiennej u
i w; oznaczaé je w dalszym ciggu bedziemy BT

o411 )
Ng; — f 'n.(’u)d?),

(4.1.1) ' ”H '
-"-N-n = f n(u)du.

B . i - . ..

Tak wigc na podstawie zwigzkow (2.2.5) oraz (3.2.1) mozemy napisaé
wyrazenie okreslajace moment jednostkowy na odeinku {v 4 1) — v oraz
(v + 1) —u w formie : ' -

’ U+1 -

‘M o4+ - : _J n('v) db' i 'a‘.i R i
— oK r _
v My = M, Ngr ﬂf 7 (v) dv\ﬂ‘"‘ TR, E {Ngl' ) ﬂf e ('B} d'B‘! '
‘ (4.1-2) : - o1 o .
M a1 ' f n(u}du' Tooadl

My = My -~

Ngr

u

f n(u)’d-u+ 2 EY [Ng-r'-——f n ) dul ..

- o

4.2, Bezposrednio z podanych wzorédw wynika, ze { wartogei odpowied-
-nich momentdéw yM, oraz yM, nie 53 stale, mimo iZ zbrojenie plyty jest
rozlozone réwnomiernie, dzieki ezemu My, Mo i N, s3 state,
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Zapisujac powyészé wzory w skroconej postaci otrzymamy

NMu= Mﬂ [1 - !p(u: 8)] >

w20 WMy =M [1— (0,9,
gdzie np.
?-i1
o+t f n(’u) dv o1 ‘
(42.2) Y¥v,8 = grﬂf n(v) dv—i_—vZ—Mﬂf [Ngr'—! n{v)dov],

przy czym y (v, s) jest inng funkejg niz poprzednioc wystepujaca o (N,s)

Og6lna postat wzorow ulega odpowiednim uproszczeniom zaleznie od
kszialtu funkeyj n (u) i n (v},

Badanie ukladéw o jednorodnej strukiurze, poddanych dzialaniu sit
rozeiggajacych, moze by¢ zastgpione badaniem ukladdéw niejednorod-
nych #). Jak juz wyjaséniliémy, niejednorodnosé t¢ nazwiemy wymuszons.

43. Ponlewaz zagadnienie stanéw granicznych ukladdéw niejednorod-
nych nie jest jeszeze w pelni opracowane, pofwiecimy nieco uwagi temu
tematowi. Nawiazemy przy tym do prac [18] oraz [9]). Wedtug tych prac
stan graniczny ukladu niejednorodnego osiggniety bedzie wowczas, gdy
w kazdym punkeie linii zalomu naprezenia w materiale ciggliwym (stali)
osiagna granice plastycznosel, zag w materiale kruchym (betonie) wystg-
pig odpowiednie naprezenia réwne granicy wytrzymaloei na #ciskanie
(rys. 4 i 5). Szczegbly dotyczace wymiarowania takiego przekroju pormi-
jamy,

Stosujac do ukiadu w chwili jego przeksztalcenia sie w mechanizm
przez wyczerpanie nofnofci zasade zesztywnienia mozemy rozpatrzyé wa-
runki réwnowagi poszezegblnych platéw. Ograniczmy si¢ na razie do plvty
prostokginej o siatce zniszezenia podanej na rys. 8.

Zastosowanie réwnan réwnowagi zmusza do uwzglednienia po-
za momentami zginajacymi rowniez wystepujacych w rzeczywistych ukla-
dach sit poprzecznych 1 momentéw skrecajgeych, kidre dzialajge w fazie
sprezystej majg wplyw na uksztallowanie sie siatki zniszezenia (w tej
sprawie por, prace [14], p. 4 i 5). Dzialanie tych uogdlnionych sit zastgpié¢
mozna dzialaniem pewnych umownych wielkosci, zwanych silami wezlo-
wymi, ktére uwazamy za zaczeplone w miejscach zbiegania sie linij zato-
moéw. Odkladajac do nastepnego p. 5 oméwienie tych zagadnien ograni-
czymy sie tu jedynie do stwierdzenia, ze w punktach, gdzie linie jedna-

%) Podstawy teorii plastycznogci cial elasto-plastyeznych niejednorodnych wylo-
Zone sg w pracy W. Olszaka, [13].
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koWego znaku zbiegajg sie, zad obclazenie jest ciagle, te sily weztovwe row-
ne sg zeru. Ma to wiec miejsce np. w przypadku przedstawionym na rys. 7.

Odpowiednie réwnania réwnowagi przyjmuja dla plata pierwszego
i drugiego odpowiednio postaé nastepujgca:

1

M. (0) + M, (v)] du—ffq{uvvdudv,

(]

i)

|
(431) {I
i

E=L N ¥

[ Mo (w) + My (u)] dv= jj g u,v)ududy

oraz anaiogicznie dla pozostalych pratow.

W podanych wzorach przez M, i M, oznaczono momenty w pewnym
przedle, za§ przez M; (i = 1, 2, 3, 4) odpowiednie momenty na podporach.
Na podstawie (4,3.1) uzyskujemy 4 =zaleino$ci, z ktoérych przy zna-
nych stosunkach momentéw M, M, i M, wyznaczy¢ mozna juz bezpoéred-
nio interesujgce nas parametry x,y, 2, charakteryzujace siatke zniszeze-
nia. Poniewaz jednak uktad otrzymanych roéwnan jest na ogdt zawily,
wygodniej jest przyjaé odpowiednie wartoéci parametréw, a nastepnie
znalezé wartoéci odpowiednich stosunkéw (por. np. [11]).

Zilustrujemy przedstawione postepowanie przykiadem (rys. 9). Wyobrazmy so0-
bie plyte prostokatng, zginana, swobodnie podparta, kidrej zbrojenie f réwnolegle
do osi u oraz zbrojenie ., réwnolegle do osi v zmieniaja sie wedlug zaleznoscl

= const - T

(4.3.2)

w
= C. [ t
g fﬂo @ ! g =const i
. ‘ i ® | i
Ponlewaz M, = F (f,), olrzymamy na s | @ 1‘ const
podstawie (4.3,2) ol |
| |l @ Ay
u Nzl |
My =My, | i
(4.3.3) . o
M, = const. Rys. 9

Rownania rownowagi sg nastepujace:

’pblﬁ% pbxg :

(4.3._4) M,b= =

S ou pb?
A, : M, Eagu=P% 30 a4
{4.3.5) w | Tdu="o (@3 4a)

0
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2 rownania (4.3.4) bezpodrednio wynika, ze X, = X,. Przyimujac M, = M, i przyrow-
nujae odpowiednie wyrazenia dla momentdw, otrzymamy

E(L’.a*fl:)c)
8

T =

Stad x# 0,415 ¢. Dla przypadku jednorodnej piyty izotropowej (M, = M, = const)
odpowiednia odlegloéé wynosi x = 0,325 a.

* 4.4. Teoretycznie jest rzeczg obojetna, czy mamy do czynienia [z nie-
jednorodnos$cia wywolana, jak w rozpatrywanym wyzej przykladzie, od-
powiednim ulozeniem zbrojenia, czy tez dzialaniem sit rozciggajgeych,
a wiec niejednorodnoscia wymuszona.

Warto nadmienié, ze z punktu widzenia teorii standéw granicznych
uktaddéw zginanych obojetnym jest réowniez dla nos$nosel ukladu miejsce
ulozenia. zbrojenia, wazng jest jedynie jego ilost%). Stopien dokladnoéci
tego wniosku sprawdza sie doswiadczalnie- Problem ten jest szerzej omé-
wiony w pracach [9], [14] i [18].

Natomiast niejednorodnosé struktury ma wpltyw na uktad linij zalo-
méw. Wynika to z réwnan (4.2.2).

Tak na przykiad dla plyty prostokginej swobodnie podpartej i obcig-
zonej rownomiernie oraz poddane]j dzialaniu sit rozciagajacych wyraze-
nie na odleglosé daszku x jest funkcjg odpowiadajgcs niejednorodnosci.
Gdy weimiemy pod uwage plyte o niejednorodnosci wymuszonej, dla
kiérei na przyklad wielkosé yM, dana jest przez (4.2.1), odlegtosé daszku
linij zalomow bedzie

- . b — - e ———— e
/Gf Myx[1— ¥ (u,s)]do
(4.4.1) x:] (. 3 o

Warto zaznaczyé, e powyzszy sposdb pozwala wyznaczyl szereg zaleznofei po-
.migdzy parametrami w funkeji momentéw tamigcych, Tak na przyklad bardzo zmud-
ne rachunkowo rozwigzanie piyly prostokatne] swobodnie podpartej wzdluz trzech
bokéw i zamocowanej na ezwartym boku mozna znacznie uproéei¢ korzystajgc z ana-
logicznych zaleznogel do podane] w (4.3.4) i (4.3.5). Gdy mamy do czynienia ze stalymi
{nomentami M, 1 M, w polu oraz M, na zamocowanej podporze, stosunek odleglosei -
daszk-u :i:2 od krawedzi zamocowanej do odlegioéci x, oraz od krawedzi swobodnie
podparte] do tejze odleglosei x; jest

(4.4.2) , ﬁ_]/M”Jr—M;’_\h + 2.

Ty

Poniewaz warto$é¢ stosunku momentu MM, =2 jest zawsze okreélona, zagad-~
Nienie prowadzi do réwnania z jedna niewiadoma, znacznie prosiszego od réwnad

% Pochodzi to stad, Ze o zachowaniu sié ustroju decyduje pewna wielkosé wy-
padkowa. ' :
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znalezionych na innej drodze. W przypadku obeigzen nie rozlozonych réwnomiernie
stosunek tych odleglofci wyraza sie wzorem bardziej skomplikowanym na skutek
wystepowania funkeji rozkladu obeiazen. N1emme1 jednak podana metoda i w tym:
przypadku moze byé zastosowana.

45. W przypadku ukladéw o niejednorodnej strukturze mozna réwniei:
postugiwaté sie wyprowadzonymi réwnaniami stosujgc zasade prac przy-
gotowanych. Parametry siatki zniszezenia znajdujemy z warunku maksy-
malnego oporu plastycznego:

7di\-’Mu __aNMu — - aNMll
dx,  Ox, 0 x4

(4.5.1) =0.

Poniewaz wyrazenia dla yM, sg czesto funkcjami zloZzonymi, droga ta
okazaé sie moze dluzsza niz przy stosowaniu réwnan rownowagi., Dobre
wyniki daje kombinowanie obydwu sposobéw. Korzystanie z rownan
réownowagl wymaga wziecia pod uwage tzw. sit wezlowych.

To zagadnienie oméwimy dokladniej, gdyz wymagaja tego podane
dalej metody obliczania stanow granicznych zbiornikéw prostokainych.

5. Zagadnienie sif wezlowych

5.1. Zagadnienie sit wezlowych wiaze sie z dziataniem git poprzecznych
wzdtuz linij zaloméw oraz momentdéw skrecajgcych na odecinkach mie-
dzy sasiednimi punktami przeciecia sie kilku takich linij. Rozpatrywac
hedziemy uklady, znajdujace sie pod dziataniem obcigZzen ciggiych. Po-
stepowanie przedstawione tutaj opartie bedzie na rozwazaniach K. W.
dJohansena, [6], [7], dolyezacych zagadnien plyt o strukturze jed-
norodnej z zastosowaniem do uktaddw niejednorodnych,

52. Siatka zniszezenia ukladu jednorodnego i izotropowego o stalej
wartosel momentu granicznego jest wektorowym obrazem momentow
zniszezenia. Na odpowiednich odeinkach linij zaloméw miedzy poszeze-
golnymi weztami, w ktérych zbiega sie wiecej niz dwie linie zalomow,
procz momentdéw zginajacych wskutek przechodzenia ustroju przez faze
sprezysta mogg dzialaé sily poprzeczne i momenty skrecajace (por. np.
[4], [6]). Dziatanie ich na danym odcinku zastapi¢ mozna przez dwie sity
zaczepione w weztach, Zgodnie z K. W. Johansenem, {6], oznaczat
bedziemy te sily przez @ i @', przy czym sity skierowane ku gbérze oznaczad
bedziemy kropks, zas dzialajace ku dolowi krzyzykiem.

Rysunek 10 {por. [6]) przedstawia wiasnie taki fragment siatki zniszeze—
nia, gdzie platy oznaczone sg literami A, B,C, za$ odpowiednie odeinki
linij zaloméw miedzy wezlami przez a, b, ¢c. Sirzalki oznaczajg kierunek
wektora momentu. Poniewaz ukltad jest w rownowadze granicznej, wie-
fobok momentdéw jest zamknigty.
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Ustali¢ mozna nastepujace zwiazki (rys. 1_0):'

Qi=&r—Qc,
{5.2.1) Qs = Qe—Q,

Qo= Qo— Qs
Poniewaz w rozpatrywanym obszarze nie dziala zadna sita zewnetrzna, to
{5.2.2) _ ) Qs+t Qo+ Qe=0,

Aby wyznaczy¢ sity wezlowe w zaleznodei od uksztalttowania linij za-
toméw, wezmy pod uwage wezel o ukiadzie linij przedstawionym na
rys. 11. Ponlewaz mamy ukltad niejednorodny i anizotropowy, wprowa-
dzimy skladowe momentéw granicznych, przedstawione w postaci pew-
nych funkeyj, kidérych tu nie precyzujemy. W sgsiedziwie linij zalomoéw
momenty te sg bliskie wartofciom granicznym.

Bfuig,vg)
be dg B
,[‘q—'
/
/
/ & AB=a
/If AC=h

& A Al
N A s de \umVa). -
o gd"i \d&i\\ i
\ \ ®
i} \
A\
A
3
\
Cfue,)
Rys. 10 Rys. 11

Aby wyznaczy¢ wielkost sity wezlowej zalozmy, Ze przesuniecie we-
zia A”o wspdlrzednych (0, 0) do punktu A (u,, »,) jest takim przesunie-.
-ciem, dla ktérego momenty wzdiuz linij zaloméw oznaczonych na rysun-
ku kreska przerywang nie ulegly zmianie.

Kierunki zaloméw AB i AC sg dedatnie, zas kierunek AD jest ujemny.
‘Wektory momentdéw majg wiec kierunki przeciwne. Wskuiek przesunie-
-¢ig wezla do punktu A" zaobserwujemy przyrost sily poprzecznej. Przyrost
fen mozemy pominaé, gdy ds-— 0. Rownoczefnie wzdiuz linii 44" dzia-
1a pewien moment skrecajacy d N,

279




Réwnanie sumy momentéw wzgledem osi AB jest nastepujace:

'UB

(5.2.3) @ dssina=d¥:N sina + waSll’léd'U“”wa sinddv -+

Y

¥ dp i,

+ JMvsmrde—kancosédu—|—JM,, cosédu +_]Mucos6du—

e

,

—"dm(mna—l—va-l—Mg)smﬁdv +f M+ My) cos ddu.

Poniewaz odcinek AA’ jest rowny ds mozna wielkoSci du i dv przed-
stawié w zaleznodel od ds. Gdy ds— 0, wartoéé sily wezlowe]j, zwigzane]
7 linig zatomu AB, wyrazi¢ mo#na jako funkcje skiadowych momentu
lamigcego, chowiazujgcego w rozpatrywanym wezle A. Tak wiec sila we-
zlowa @, jest nastepujaca:

M B _
(5.24) Q1 = (_1__1 + (Mﬂ + Mgu) 5111 5 Sl.rl (a a)
sSina

+

., cosdcos{d—a)
+ (M, + M) SEEEE
W sposob podobny z trOJkata ACA’ u]:ozymy réwnanie momentow wzgle-
dem prostej AC: : -

Sﬂ‘ 3 3 —
(5.2.5) ng—s (Mo, + M) Sm”ssﬁ(g v

_ ,\_Cosycos (f-—y)
{M"o + Mu,,) sin ﬁ .

Na podstawie (5.2.1) otrzymamy wyrazenie na site weztowa Q.

(52.6) Q4= @ — Qu— (M, + My) [Zﬁf{ 'n(é——a)Jrzi;l;Sin(,B—y)l-f-

- (Mg, -+ M) lgf—j—g cos (6 — a) -+ ﬁcos (ﬁw—y)].
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Na podstawie analogicznych rozwazan uzyskaé mozZna wyrazenia na

QB i Qc:

L sm d cos &
Qs =— (Mo, + Mz,)sin {6 — a) sina (Ma+- M) cos (8-—a), sin ¢’
(5.2.7) .
L s . S]_n ?} _ ’ —_ (;gsl
Qo= (Mo, + Ma)sin (b —y) &y — (M M) cos (B—y) o .

We wzorach (5.2.4)-(5.2.7) wielko$ci momentédw oznaczone M,, dotyczg
jednostkowych momentdw w punkcie A (0, 0).

53. Pomijajac obliczenia sit weztowyceh dla przypadku ogdlnego ogra-
niczymy sie jedynie do przykladdéw wainych dla obliczania plyt prosto-
katnych.

Jedli chodzi o linie zalomdéw w polu miedzy podporami, gdy érodkowa
linia zalomu wyznaczona przez kierunek AA’ jest rOwnolegla do osi wu,
to wowczas 6 =0 oraz y —f 1 wzér na warto$t sily wezlowej @4 znacz-
nie sie upraszeza z powodu znikniecia wyrazu zwm,zanego ze sktadowg M ..

Bedziemy mieli

-(5.3.1) Qa== (M, + My,) (ctga + ctgf).

Dla tego samego przypadku, gdy $rodkowa linia jest rownolegla do
osi u, odpowiednie sily wezlowe Qp i Q¢ beds

QB ::_ (M”a + M;[G) Ctg a,

(5.3.2)
Qc=—(Mu, + M) ctg§.

Powyizsze przypadki ilustruje rys. 12
W przypadku rozpatrywanej klasy ukla—
dow nicjednorodnych wazne jest wiec
. rowniez nastepujgce twierdzenie dla ukla-
Rys. 12 déw jednorodnych: jedli =zbiegajgce sie
w wezle linie zalomdw maje ten sam znok,
a nie dziale w nim zadm sita skupiona, to wszystkie sity weztowe sq tam
réume zeru., Stusznofci powyzszego twierdzenia mozna dowie$é wstawiajac
do rownan (5.2.6)-(5.3.2) wartosé M'=—M {momenty M i M’ mialy z za-
fozenia znaki rozme). ‘
Dla rozpatrywanego w poprzednim rozdziale przykladu mozna bylo
na podstawie powyzszego napisa¢ réwnania (4.3.4)-(4.4.2).
Ze wzoru (5.2.6) wynika bezpodrednio, ze gdy e+ ==, Qs=0, co
jest oczywiste dla przypadku swobodnego brzegu lub swobodnego pod-
parcia. Stad tez

(5.3:4) Qs =——Qc.
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Jesli jeszcze przyjmiemy warunek a+f=d=mn, to ze wzoru (5.2.6) (nie-

zaleznie od tego, ktora linia zalomu jest réwnolegta do osi u) otrzymamy

nastepujgcy wzor na wartosé sil weztowyeh w przypadku swobodnego
brzegu zbiornika:

(535) @p = — (Muo + M:‘ca}'Ctg .

Podane wzory, pozwalajace
wyznaczy¢ wielkoéé sil wezlo-
wych dla plyt ze swobodnym
brzegiem, odnoszg sig do przy-
padku, gdy brzeg swobodny
jest réwnolegly do osi u {np.
rys. 13).

Dla bardziej skomplikowa-
wanego podparcia 1 dla plyt
o strukturze niejednorodnej
odpowiednie wyraZenia moga
ulec zmianje, - ‘ . a

Wzér (5.3.5) jest interesujag- Rys. 13
ey, gdyz wskazuje na zaleznose
silty weztowej jedynie od momentu ]ednostkowego na krawedzi; fatwo jg
wobec tego wyznaczy¢. :

5.4. Nalezy zwrécié uwage, i% niezaleznosé sity weztowe] od struktury
plyty (jednorodnej lub niejednorodnej) jest tylko pozorna. Charakter siat-
ki zniszezenia wpltywa na wielkoéé sily. We wspomnianym wzorze zalez-
nosé te reprezentuje kat nachylema linii zatomu do danego ukladu. Jak
wynika z poprzednich rozwaZzan oraz przykiadu, jest to zaleznosé zwigza-
na z niejednorodnoscig ukiadu. :

Gdybysmy zaloZyli, ze momenty jednostkowe wzdluz linij AB 1 AC
(rys. 11) nie sa ré6wne, fo wzory na wielkosei sily wezlowej bylyby po-
dobne do wzordw (5.2.6) z {3 jednak rdznics, ze przed nawias kwadratowy
nie mozna by wynie$¢ czynnika M, , gdyz mieliby$my teraz dwie rbézne
wielkoSel Me, {4 B) i Mo, (B C). SBamo wyznaczenie sit wezlowych nie na-
streczatoby trudnosci. |

55. Dla obliczen jest wazny kierunek dziatania sit weztowych. Na pod-
stawie zaleznosci (5.3.5) dla plyty na irzech bokach swobodnie podpartej.
badZz tez utwierdzonej, a na pozostalym boku swobodnej, przy M, = 0
wielkogé sity, wystepujace] przy brzegu (rys. 13), bedzie

(55-1) Q :”"Mu Ctg amgM”n b
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W placie, w ktérym linia zatomu tworzy z wolnym brzegiem kat ostry,
sila ta jest skierowana ku dotowi, za§ w narozu o kacie dopelniajgcym
do 180° sita ta na podstawie (5.3.4) jest skierowana ku gorze. Pamietajac
" p sposobie znakowania mozemy napisac

(552) ) . : Qs == M!i‘. ;; .

Powyisze wiadomosel o silach wezlowych, ktére koniecznie naleiy
uwzgledniaé, gdy zaleznodel wystepujgce w stadium granicznym cheemy
zbadal za pomocs réwnan réwnowagi, wystarczg do rozwigzywania pew-
nych zadan, w szczegblnodei do opracowania metody obliczania standéw
granicznych zbiornikéw prostokatnych.

Warto zwroci¢ uwage, ze za pomoca sit weztowych mozna badaé wplyw
tworzgcych sie narozy na nognosé ptyly.

a4

6, Stany graniczne zbiornikow prostokatnych

Ograniczymy sig jedynie do podania kilku przyktadéw obliczania sta-
néw granicznych zbiornikéw prostokginych..

Zakladaé bedziemy, ze rozkltad obcigzen prostopadlych do powierzchni
w chwili osiggniecia stanu granieznego jest taki sam, jak na poczatku.
Oznacza to, Ze pomimo powstawania przegubdéw (czy «zawiasow») pla-
stycznyeh, cinienie wewnetrzne w zbiorniku nie spada. Pomijamy réw-
niez wplyw odksztalcen przy wypisywaniu réwnan rownowagi platow.

Przyktad pierwszy. Weimy pod uwage zbiornik o wymiarach w rzucie
poziomym a X a i wysckoscl b, poddany ci$nieniu typu hydrostatycznego.
Sciany boezne zamocowane sg w dnie, za§ u géry podparte przegubowo
(rys. 14).

Na rysunku podana jest jedna ze Scian bocznych zZbiornika. Symetria
uktadu i obciazenia pozwala na rozpatrzenie stanu granicznego omawia-
nego zbiornika na podstawie stanu jednej sciany bocznej. Momenty jed-
nostkowe M. i M, okrelone przez moc zbrojenia sg znane. Sity rozcigga-
jace dziamlaja tylko na bhoki 2 1 4, za§ funkcja rozkladu tych sit wzdiuz
bokow nie jest znana. Znana natomiast moze byé calkowita wartosé sity
,rozciagajgcej, dziatajacej na $cianke na odcinku a. Aby te wartosé obliczyé,
wprowadzimy zastepcza funkeje rozkiadu sit wewnetrznych, okreSlong
na podstawie warunku réwnowagi ptata typu 11.-Z powodu symetrii ukta-
du i obeiazenia oraz niewystepowania sit wezlowych catkowita sita rozeia-
gajaca na rozpatrywang Scianke w kierunku osi w4 jest dana przez obcig-
Zenie, przypadajace na blizniaczy plat sgsiedniej Scianki.
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Funkcja obcigzen Scianek zbiornika jest okreslona przez ksztalf wWy-
kresu obcigzen oraz ksztait plata I1%) 1 wyraza sie wzorem

(6.1) p(v):po(l—*;).

Zastepcze sily rozciggajace okreSlone sg przez zaleznoSeé

(6.2) w (v)y=p)x(v).

Nz odeinku 0,1y, jest

= vVyXU
w¥(v) = 1——)—,
(63 O =n(1— |3
zas na odeinku {1y, b
, vix(b—)
F o) 1——
(6.4) u” (v) = py ( 5 ) "
v
Z - I Ny - wykres Srednigi
i werfosel sil rozcig-
ajacych
& > 2
I
% = x My ~Zastgpeza
= > furkgia rozhiadu
p 11 sil rozciagajaoych
7 7 m
g4 o
Rys. 14

Po okresleniu sit rozelggajaeych znamy funkeje okreslajaca zastepezg
niejednorodno$é momentéw yM, i yMo. Znajomosé dokladnej funkeji nie
jest konieczna, gdyz wystepuje ona pod catky. Funkcja zastepeza musi byé
tak dobrana, aby catka na diugoéci odpowiedniego boku dawata takie same
wartosci, jak dla Scistej funkeji niejednorodnosei. Postulat ten jest spet-
niony przy zachowaniu warunkdow réwnowagi. Mozemy teraz wyznaczyé
paramefry siatki zniszczenia, jezeli dodatkowo znane sq M,, M. oraz M;
(i=1,2734).

% Sluszne jest to jedynie dla zbiornika kwadratowego, gdyz ﬁrzy prostokatnym
funkeja sit rozciggajacych okreslona bedzie — poza obciazeniem — przez kszialt
odpowiedniego plata sasiedriej Scianki zbiornika.
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Wyprowadzimy réwnania réwnowagi rozpoczynajac od ptata IIL
Na pasku o szerokosci d# i diugosei a — 2§ plata I1I dziala obcigzenie

d P, :'po%(a——Z Edy.
Poniewaz & = xyfy,, to réwnanje réwnowagi przy statym M. jest

3 2

. ‘ 3 :
] 2xw y O TE x
(6.5) Mya= 'p—y(a—*) ndy=— 1( ——-1-).
a b Yy b

W sposéb analogiczny napisaé mozemy réwnanie dla plata I, przy czym
wykres obcigzenia w ksztalcie trapezu mozna bedzie uwazaé za sumeg ob-
cigzenia réwnomiernego i tréjkatnego. Pozwoli to skorzysta¢ z wyniku
podanego przez (6.5) oraz z prostych zaleznofci dla obcigzefi réwnomier-
nych. :

Bedziemy mieli

Po U3 Do Y

(6.6) Mat Ma—2"30—dx)— 2a—3x).

Podobnie dla piatéw II i IV znajdziemy réwnania

. b

(6.7) J(Ame;"F.w'Ml)d”:

(b+2y1)- ’

My ‘ K » E‘Z D, 3:-'2
:()f fdn+ Jp(,(l—b);d?}: o1

W powyzszym wzorze sktadowe momentoéw sit wewngtrznych wyste-
puja w rownaniach rownowagi pod caﬂ{ac. Pozwala to zastapié ukiad nie-
jednorodny przez jednorodny, gdzie funkeja ¥, okreslona wzorem (4.2.2),
bedzie statym wspdtezynnikiem na calej wysokosei boku b. Okreslmy
catkowita sile rozciggajaca, dzialajaca na bok b. Z réwnan (6.3) i (6.4)
uzyskujemy

Dot
2b

6.8) Ny [o (1 2)Z?
(6.8) b bfpu(l b)ygdv+

+ ‘ (1___2_ ?C(b;”_)delioffgb_
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i ——— o o ThrmmmEmmmEmmmEm_—————————mmmmreTT

Srednia wartosé sity na jednostke wysokofei $cianki zbiornika wy-
niesie

_ Po®
(6.9) ‘ ) N,= 65

Poszukiwanie siatki zniszczenia, spelniajgcej warunek maksymalnego
oporu plastycznego, jest ucigzliwe, latwiej natomiast przyjaé, ze parame-
try tej siatki sg znane i szukaé zwiazanych z nimi wartosci momentow
granicznych na odpowiednich liniach zaloméw (por. np. [10]). Decydujac
sie na takg zasade postepowania i odkiadajac do innej okazji trakiowanie
zagadnienia z uwzglednieniem twierdzenia o maksymalnym oporze pla-
stycznym przyjmiemy, ze x = ¢y = b/2, @ = 2 b. Wowezas z rébwhania (6 B)
otrzymamy wartesé momentu

. 3
(6.10) M,— Pob (2_3?“5__): B e

8ba 4 192 Po

Podobnie wartoé¢ M, na podstawie (6.6} bedzie

4p, b 5 . 11,
{6.11) MH + Ml 48 192 pob 192 pﬂb
Stad .

. 1 ,
{6.12) Mlzﬁ'poba-

Na podstawie (6.9) $rednia wartoé¢ sity na jednostke wyniesie dla boku b

pb o, b _ 3
2.6020 5 T agPb

{6.13) Ny =
7. zaleznoéei (6.7) przy zalozeniu dziatania sily réwnomiernie rozlozonej
o wartogci podanej przez (6.13) otrzymamy $rednig wartos¢ momentu ta-
migcego

' M. RO by _pt?
(6.14) ~My + M = i24p (b—i—z 2)— T
Zakladajge, ze zbrojenie w kierunku osi » na gorze i na dole jest iden-
tyczne, otrzymamy

. B *ﬁpbz
(6.15) 1\M1‘4‘1\M1— 96 .
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Jesliby przyjaé liniowa zaleznosé migdzy momentem lamigeym a sitami
roz:ciagaja}cymi (linia przerywana na rys. 5), tzn. jezeli pominiemy drugi .
' wyraz we wzorze (4.2.2) okreslajacym wplyw sit rozciagajacych na niejed-
norodno$é wymuszona ustroju, zadanie mozna uwaza¢ za rozwigzane.

Podstawiajac wartoéei liczbowe b = 2m w przypadku cisnienia hy-
drostatycznego przy materiale o cieZarze na jednostke objetosc
y==0,8 t/m? (p,==1,6 t/m?®) znajdziemy

5

_ 2
M= 95 1600- 2,0 167 kGm/m,

M, — 73127 1600 - 2,0% == 200 kGm/m,

wMo = xM, = 91—6 1600 - 2,02 — 67 kGm/m.

W projekcie przéwidujemy ze wzgledu na powyzsze momenty od-
powiednie zbrojenie. Obliczamy je nie zwracajac uwagi na obecno$é sit
rozciggajacych. Poza tym w kierunku réwnoleglym do osi u projektuje-
my odpowiednie zbrojenie przenoszace sile rozciagajaca Ny, kidra na ca-
tej wysokosei $cianki wynosi

_W._Et 2_3 2 __
Np== 1 pb* — 57 1600 2,0° = 800 kG.

Projekiowanie zbrojenia przy uwzglednianiu obydwu wyrazow we
wzorze (4.2.2) jest nieco diuisze, ale rdwniez nie przedstawia trudnosci,
jesli znamy wszystkie wielkoSci wystepujaee w tym wzorze.

Przykled drugi. Okreslimy sily wystepujace w stanie wyczerpania
nofnoédei zbiornika o jednym brzegu swobodnym. Wymiary przyjmujemy
takie same jak w przykladzie poprzednim (rys. 15). |

Zastepcza funkejg rozkladu sit podiuznych na podstawie zaleznoscx
{6.3) oraz (6.4) bedzie

e

15) 7 () =D, (1—%) a2

Sila weztowa jest stala, poniewaz M, *= const, a linia zatomu, docho-

dzaca do swobodnego brzegu, jest skierowana dodatnio; wartos¢ silty wy-
nosi

(617) QS:MH% .
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Réwnania rownowagi sg nastgpujgce:

dla plata [
2‘1:?) uf @ . X
(6.18) 2 M. +M1a+2Mn J LY ndy=p, bg(ﬁ);
. 0 \ 3 2
dla platéw II i IV
i x b, & Y
e
(6.19) f (JVM‘IJ_}"NMg}dv*MH b_:f pu%éi d?]: p‘]s b,
a 0
. . v
ykres obcigien T 3 )
3 © e N+
1 X + B‘ A
] i -n*{v} 05lgprea
v noiz — Ak ol
al 2 - y _ ; ] sil rorciggajacych
r?///y T T T //4;:?7/.
AL R / ‘
#7 /(I A ] u
Rys. 15

Przyjmujac @ =2b, x=—2b/3 oraz M.=M, 1 aMo=yM,==,M, otrzy-
mamy .

4 9 b
(6.20) 5 Mﬂb+Mg2b+ M,,b Pob (3 b—5 27)
’ 2
My = M; = p(]]g ka,"m
oraz
& ’pb3
21 . pdy = e .
(6.21) ZOfNM v— L5 kGm

Tak wiec $redni moment na wysokoéci Scianki b tak na podporze, jak
i w przesle wyniesie '
{6.22) vMy = wMy = vM, = pgfj ka/m

Cheac znalezé calkow1ty moment dzialajacy na calej wysokosci scian-
ki nalezy powyisza warto$é pomnozyé przez wysoko$t b i pdpowiednio
dla tego momentu zaprojektowaé wymiary i catkowite rbrojenie prze-
kroju.
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Przyjmujemy, podobnie jak w przykladzie poprzednim, liniowsg zmia-
ne momentdéw yM, sit rozeiagajacych. Prowadzi to do niezaleznego zbro-
jenia na zginanie oraz niezaleZnego zbrojenia na rozcigganie. Jak wynika
7 rozwazah w p. 3 1 4, takie zalozenie jest dopuszczalne i niezhacznie

wplywa na zwigkszenie stopnia bezpieczefistwa (por. rys. 6).

Catkowita sila dzialajgea wzdluz boku wyniesie

Pa

o 2 2 2 2
623 No—=p, ¢ | (v—%-)dv+M,, LI TL A UL Ly
i

18 8

b

Przytoczone obliczenie opieralo sig na zaloZeniu, ze w punkcie 2biegu
bokéw zamocowanych M, —— M,. Tak wiec sila wezlowa w tym naro-
zu plata tréjkatnego nie wystepuje. Mozemy sie o tym rowniez przeko-
na¢ zestawlajgc rownania rownowagi, ti. rzutujge sily na plaszezyzne
prostopadls do powierzchni rozpatrywanej plyty.

Podane przyklady wskazuja, jak jasny jest tok obliczania zbiornikow
w stanie granicznym. Nadto mamy mozno$é wyznaczenia w sposéb pro-
sty wielkosei, co prawda sumarycznych, sit rozciggajacych. O ile chodzi
o funkecje rozkladu zbrojenia przejmujacego sily rozciaggajace, to kiero-
waé sie nalezy oczywiseie rozktadem tych sit w fazie spreZystej, co nie do-
- prowadzi do naglych przegrupowan sil wewngtrznych.

Blizsze badania zbiornikéw wykazuja, ze istnieje mozliwose uproszczen
wzoréw dla najbardziej typowych funkeyj cisnieh (tnury oporowe, silosy),
i opracowania odpowiednich tablic wspdlczynnikow okreslajacych
wypadkowe sil rozciagajacych oraz momenty jednostkowe. Analiza «eko-
nomicznego» stosunku ortotropii w oparciu o sprezyste stadium pracy
ukiadu pozwoh wyznaczyé parametry, wiazace sie z wymiarami tego
uktadu i okreélajace siatki zatomow. Parametry. te, okreSlone w formie
wspblezynnikéw, ulatwig praktyczne stosowanie teorii stanéw granicz-
nych do obliczania zbiornikéw. Projektowane badania dodwiadczalne po-
zwolg ocenié poprawnosé przyjetych zaltozen. .
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Peawme

BOINPOCK HECYIIEW CHOCOBHOCTH
PACTATHBAEMbBIX H H3ITHBAEMLBIX SJEMBHTOB
¢ IPHMEHEHYEM K TEOPHH NPAMOYIOJRHBIX PE3EPBYAPOB

PaboTa EKacaeTcd BOTPOCOB Hecyluei cnocobiocTu 9JIeMEHTOB, TIOA-
»EPraeMbIX ONHOBPEMEHHOMY M3IM0y ¥ PaCTAMCHUIO. 3peck  yIUTHI-
BAlOTCA CUCTEOMEL, -IIOCTPOSHHLIE M3 XPYIIKOTO ¥ TATYYero MAaTepHAaJos,
TaK IT0 XpymEwit Marepmas paboTaeT Kak CKMMAeMbld, a TAryUMi — Kax
pacTArMBAEMBII, MMEHFO Tak, kak B, Onpurax paccma'rpmaan Hp&}leﬂb-
woe paBHoBecye racTiHok, [10], [11] wr [12].

PaccMOTPeHMe TPEASBLHOTO COCTOAHMA SJEMEHTa TAKOW CUCTeMBI I10-
3BOJIAET YCTAHOBMTH, YTO YYET PACTArMBAIOLIMX CHUIL (MeMBPAHHOTO COCTOMA-
H1E) BegeT K MIMEHEHMIO TIOK&3ATeNA OPTOTPOIIMMA CUCTEMBL, BLIBLIBAA TR
HA3LIBAEMYIO BAIHYIKACHHY!0 OpToTpomdo. OAHOBPeMEHHO (B 3aBMCHMMO-
ctit or popMBl (PYHRIMNM, 3a7a0el pacIpesieNenye PacTATABAIOIINX cn
1O IIEPUMETpPY TWIACTHMHEM) MOXKEeT BOSHMEHYTH M3MEHEHNME CTPYKTYPhi 9716-
MEHTa M3 OFHOPOAHON Ha HEOMHOPOAHYIO. Jra HEONHOPOJHOCTE . TOYHO
oTIpeesIeHa yCIOBMAMIA HATPY3KM U napame'rpaMH n300PaIKAIOIIAMH CTPYR-
TYpy PaCcCMaTpPMBAEMOTO 3JIEMCHTA. :

B cBazy ¢ y4eToM — KpoMe ydera Maruba — JeicTBuA pac'rﬁrmaaro—
MX CHJL, PACCMATPMBACTCA BONPOC Y3JOBBIX €U JJiA HEOAHOPO/HBIX CH-
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creM, moxobaeM ofpasoM, Kak 9710 cpenan K. B. MoranceH ana onmo-
PORHSIX M3THbaeMEIX IJIACTIHOK.

Ilocse BRISICHEHMA TEOPETHMHECKUR BOIIPOCOB HECYINeH CIIOCOBHOCTM pac-
TATHBAEMBIX W M3TMDaeMbIX SJIEMEHTOB, PAcCMATPMBAIOTCH NPENENEHEIE CO-
CTOTHMA ABYX IIPAMOYTOJBHBIX pPe3epBYapoB, OCHOBBIBAHCH HA  CYIIECTBY-
OIMMX PEeUICHENAX AJA M3rHiaeMpIX TIIACTHHOK.

Sﬁmmary

SOME PROBLEMS OF LIMIT ANALYSIS OF ELEMENTS SUBJECTED
TO TENSION AND BENDING AND THEIR APPLICATION TO THE THEORY
OF RECTANGULAR TANKS

This paper concerns the problems of the limit loads of elements sub-
jected to simultaneous bending and tension. Structures made from two
materials, brittle and ductile, are considered, the brittle material being
subjected o compression and the ductile one — to tension on the same
way as W. O1lszak had considered the limit analysis of bending plates,
[10], [11] and [12]. .

An investigation of the limit state of such an element permits tfo
observe that if tensile forces (the membrane state) are taken into consi-
deration, a change of the index of orthotropy of the structure occurs
resuting in the so called «forced» orthotropy. At the same time the phe-
nomenon of change of the homogeneous structure of the element into
a heterogeneous one can occur, depending on the form of the function
determining the distribution of tensile forces on the periphery of the
plate. This heterogeneity is strictly determined for the given conditions
of load and the given parameters determining the structure of the consi-
dered element. | -

Considering the action of the tensile forces, the problem of knot for-
ces for heterogeneous system is investigated in a way.similar to that of
K. W. Johansen for homogeneous plates subjected to bending.

After the explanation of the theoretical problems concerning limit
load of elements subjected to tension and bending, limit states of two
rectangular tanks are considered on the basis of existing solutions for
plates subjected to bending.
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