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Oznaczenia
modul sprezystosei betonu
modut sprezystosel stali
powierzchnia przekroju poprzeczhego be-
tonu '
powierzchnia przekroju poprzecznego stali
moment bezwladno§ci czesci betonowe]
przekroju poprzecznego wzgledem osi po-
zicmej przechodzace] przez je] Srodek cigz-
kosci
moment bezwladnogel c¢zescl stalowej prze-
kroju poprzecznego wzgledem osi poziomej
przechodzgeej przez jej ér-o-d-ek ciezkosei
moment zginajgcy
momenty zginajace w. ukladzie. podstawo—
wym (oznaczenia przejete z metody sif)
moment zginajacy od obcigZenia wyjsciowego
sila normalna :
sity normalne w ukladzie podstawowym

sila normalna od chcigzenia wyjéciowego
stosunek moduléw sprezystosci stali i beto-
nu, we=E;/Ey. '
wspélezynniki w réwnaniach przejete z me-
tody sii

modul pelzania betonu wedlug definicji
Dischingera.

(Pozostale oznaczenia objasnione sa w fek-
Scie).

1. Wstep

W pracy niniejszej podane sa ogélne metody rozwigzania zagadnien
z dziedziny wptywu pelzania betonu na pretowe ustroje zespolone.

Przez usiroje zespolone rozumiemy konstrukcje utworzone z pretéw,
ktérych przekr6j poprzeczny sklada sie z czedci betonowej lub zelbeto-
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wej 1 stalowej, polaczonych w jednolitg calo§é. Rozmaite rodzaje zespo-
lonych przekrojow poprzecznych przedstawiono na rys. 1. Przekroje
pierwszej grupy (a, b), posiadajace mocng czest betonows, sg stosowane
rzadko i to w konstrukejach o bardzo malych rozpigtoSciach, prawie
zawsze statycznie wyznaczalnych. Przekroje drugiej grupy (c, d) maja
bardzo obszerne zastosowanie we wspélczesnym budownictwie mostow
i bywaja uzywane w budowlach duzych, bardzo czesto statycznie niewy-
znaczalnych, wymagajgcych bardiiej precyzyjnego obliczenia; charak-
teryzuja sie one maly w pordownaniu do wysokosel dzwigara stalowego
gruboscig piyty betonowe;j. '
Rozdzial drugi trakiuje o ustrojach statycznie wyznaczalnych,

o b I3 ‘d
s B A |

R . rg— 1.

1

borsimat e

BRys. 1

Teoria i metody obliczeniowe rozwinigte przei autora, przystosowane
sg do wymagan praktycznych; z fego wezgledu poza rozwiazaniami Sci-
slymi odnoszgeymi sie do dowolnego przekroju zespolonego, lecz bardzo
uclgzliwymi rachunkowo, podane sg rozwiazania przyblizone dajgce zu-
pelnie wystarezajacy dokladnose dla przekrojow drugiej grupy, a znacz-
nie latwiejsze w stosowaniu. .

W rozdziale trzecim przedstawiona jest teoria ukladéw statycznie nie-
wyznaczalnych, przy czym ogélne wzory robocze wyprowadzono na pod-
stawie wzoréw przyblizonych rozdzialu drugiego. Opréez tego podano
Sposoby ‘obliczania ustrojéw statycznie niewyznaczalnych na pod-
stawie wzorédw &cistych, co jednak nie ma prawie zadnego. znaczenia
praktycznego. Tak dla ustrojéw statycznie wyznaczalnych jak 1 niewy-
znaczalnych wyprowadzono wzory pozwalajgce na uwzglednienie wply-
Wwu peizania na naprezenia powodowane skurczem betonu.

W~ rozdziale czwartym rozwazane s3 ogblnie niektore problemy spe-
cjalne, miedzy inmymi ustroje sprezone.

Praca niniejsza opiera sie na teorii pelzania betonu podanej przez
Dischingera. Blizeze dane o zalozeniach tej teorii jak réwniez ze-
stawienie literatury znajdzie ezytelnik w pracy [1]. Nie uwzgledniono
w naszych rozwazaniach wplywu zmiennego modulu sprezystesei beto-
nu, poniewaz jest nieistotny. Wszystkie wzory wyprowadzono przyj-
mujgc dla ukladéw pretowych zasade plaskich przekrojow oraz bar-
dzo wazne zaloZenie, ze naprezenia rozeiggajace w betonie nie powoduja
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powstania rys. ZaloZzenie to jednak prawie nie ogranieza mozliwoéei za-
stosowan, poniewaz w praktyce usilnie zapobiega sie powstawaniu TyS
za pomocy sprezenia wstepnego. Priyjmujemy tez, ze caly ustrdj jest
betonowany jednoczeénie (por. rozdz. 4, str. 500). Z powodu bardzo duze-
go praktycznego znaczenia (w zwigzku z rozwojem w ostatnich latach
konstrukeji zespolonych) zagadnienia tutaj poruszane byty niejednokrot~
nie omawiane, zwilaszcza na lamach technicznej literatury i prasy nie-
mieckiej. _

Wszystkie prace niemieckie opieraja sie na schemacie pelzania be-
tonu Dischingera.

Rozwigzanie dla ustrojéw statyczme wyznaczalnych pierwszy podat
Frohlich. Jedli chodzi o znacznie frudniejsze zagadnienia teorii ukladow
statycznie niewyznaczalnych, to pierwszg i oryginalng pracg w tej dzie-
dzinie jest artykul K16 ppela, [2]. Réwnania, ktére podaje K1éppel,
nie s3 jednak wyprowadzone Scifle z zalozenh Dischingera; poza tym
sg to réwnania rézniczkowe o wspotezynnikach funkeyjnych i autor nie
podaje matematycznie zadowalajacej metody ich rozwigzania, za8 wyni-
ki liezbowe uzyskuje w sposéb przyblizony. Inni autorzy, np. Buse-=
mann i Satler, nie wnosza nic istotnego lub wprowadzaja daleko
idace upreszczenia.

W niniejszej pracy s3 wprowadzone réwnania ukladéw statycznie
niewyznaczalnych, odpowiadajace &cigle teorii Dischingera Sa to
réwnania catkowe typu Volterry z jadrami szezegélnego rodzaju,
mianowicie zaleznymi tylko od réznicy zmiennych i dajacymi sie spro-
wadzi¢ do réwnan rézniczkowych o wspélczynnikach statych, zatem z te-
oretycznego punktu widzenia nie nastreczajgcymi trudnoéei w rozwiaza- -
nin. Poza tym dla celéw praktycznych podano metodg pozwalajaeg na
obliczanie wielkogci nadliczbowych przy uzyeiu jedynie dzialaf arytme-
tycznych.

Nalezy zaznaczyc 7e teoria ukladow statycznie niewyznaczalnych,
rozwinigta przez autora, daje sie uog6lni¢ na dowolng liniows teorie pel-
zania, dopuszezajacy superpozyceje zjawisk zachodzaeych w czasie.

2. Uklady statycznie wyznaczalne

Przed przystapieniem do dalszych rozwazan podamy kilka uwag
0 praey przekroju zespolonego. Rysunek 2 przedstawia przekrdj po-
przeczny oraz element preta. Punkt Cz oznacza $rodek -ciezko$ei
czefel stalowej, Cy Srodek ciezkodei czesei be‘to-nowej, za$ C jest «frodkiem
cigzkosci» calego przekroju zespolonego. Polozenie punktu C naleiy obli-
czaé mnozac pole powierzchni czesci stalowei przez n = E,/E,. Przez Fe.
bedziemy okreflali sprowadzone pole powierzchni calego przekroju ze-
spolonego, F. = Fy + nF;, za$ przez J. sprowadzony moment bezwlad-
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nodci catego przekroju zespolonego wzgledem osi przechodzace] przez
punkt C. Dla znakow sit wewnetrznych ustalamy, ze dodatnie sity nor-
malne Sciskaja pret, dodatnie momenty zginajace Sciskajg widkna po do-
datniej stronie osi y. Niech na opisany element. dziala sila normalna N
: moment zginajacy M. Odpowiedni wykres naprezen ¢ mozna otrzymaé:

|

(a) obciazajac caty element sita N i momentem M, przy czym do
wzoréw wytrzymalosci materiatow nalezy podstawiaé powierzchnie F
oraz moment bezwladnosci J; _ ,

(b) obliczajac skladowe wypadkowej naprezen dzialajgeych na czgié
betonowa lub stalows; skladowe te oznaczymy symbolami Ny 1 M, lub
N: i M.; mozna je wyliczyé z nastepujacych wzorow wyprowadzonych
na podstawie elementarnych rozwazan: -

Fy Fev Jo
2_}_ jeramna) —_— —_— = o
(2.1) Ns VNFc 4 M 7. M M.L:’
{2.2) N,=N—N,, M,=M-+N{y.—v)—Me— Noye.

Zgodnie z tymi wzorami nalezy obciazy¢ czest betonows lub stalo-
wa przekroju. _ o o

Pierwszy sposob obliczania naprezen jest powszechnie stosowany
w obliczeniach statycznych; sposéb drugi bedzie potrzebny przy oblicze-
niach pelzania. W dalszym ciagu tego rozdzialu wyprowadzone sg Wzory
dla obcigzen zewnetrznych i skurczu betonu. Obok wzorbw Scistych, wy-
magajacych duzego nakladu pracy rachunkowej, podano wzory przybli- -
#Zoné dla przekrojow z cienka plyta betonowa.

2.4. Rozwiazania éciste. Naprezenia dzialajace na beton powodujg od-
ksztalcenia plastyczne, ktore pociagaja za soba odksztatcenia calego
przekroju zespolonego i w konsekwencji zmiany naprezen tak w betonie,
jak 1 w stali. W ustroju statycznie wyznaczalnym sity wewnetrzne N i M
ukladu sa niezmienne, zatem procesy pelzania zachodza w kazdym prze-
kroju poprzecznym preta njezalezmie. ‘

Niewiadomymi naszych obliczei bede zmiany ANy, AM, oraz
AN, AM. w silach wewnetrznych ukladu dziatajacych na czesé betono-
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wag lub stalows preta. Wskutek wspomnianej poprzednio niezmiennogei
pelych sit wewnetrznych wymienione wielkogei muszg sie ‘wzajemnie
réwnowazy(, zatem spelniaé beda réwnania:

(2.3) . ANz=—AN,,  AM.=—(dMs~+ AN, y.).

Niewiadome te okreslaé bedziemy w zalernodécei od obciazenr wyjscio-
wych N} i MY czeSci betonowej elementu belki, tzn, sit wewnetrznych
dziatajacych w chwili poczatkowej procesu pelzania, ktorej odpowia-
da ¢==0. Odksztalcenia czefci- betonowej lub stalowe] powodowane
pelzaniem bedziemy okreslali dwiema skltadowymi: odksztalceniami
jednostkowymi &, lub e, mierzonymi w punkcie Cp lub C, oraz krzy-
wizng ¢, Iub ¢,. Ustalamy, Ze dodatnie odksztalcenia jednostkowe
skracajg pret, a dodatnia krzywizna powoduje skrécenie wlékien leza-
cych po dodatniej stronie osi y. _ ,

Zaleznosci miedzy przyrostem odksztalcen czgéei betonowej a dzia-
tajacymi na nig obeciazeniami przedstawiajg sie w sposéb nastepujgey:

ds, = (N AN dg+-dAN,|- 1

EyFp’
{2.4.1) . L
do, = |(M}+ AM,)dg+-dAM,) .
_ . : Epdy
Cz:—géé stalowa podlega jedynie _ odksztalceniom sprezystym:
' ' ‘ 1 1
(2.42) | dbz——deNzﬁ;, d@z—dAMzEz—Iz

Zalozenie plaskich przekrojéw daje dwa réwnania o charakterze
geome_trycznym:

(2.5) de,==de,+dg,y,, do,==dp,.
Podstawiajac (2.4) do (2.5), korzystajac z réwnafi statycznych (2.3}

~oraz dzielae przez d¢ otrzymamy uklad dwu réwnah rdzniczkowych
rzedu pierwszego o dwu niewiadomych funkcjach AN, (@), AMs(p)

d ANg dAM,

| St S0 ek M Lo,
(2:6) d4AN | dAM
cdi¥s Sy 0.
dg ka%AN?+ do k4+Nb 0,
gdzie .
_Jo =
kl_'ngyc’ kz'l-—-ng_l_}-a
o ﬂ 2 ‘ e
k'a‘_—.an ngyc+1? k4_ngyC




Rozwiazanie tego ukladu przedstawia sig, jak nastepuje:
(2.7) AN, = — N0+ C e=?+ C,e=?, AM,=—M;+C y;e"?+ C;yen?. '
Wspolezynniki o sy zawsze uj-emrie; oblicza si¢ je z réwnania cha-
rakterystycznego
@ (kgley— Kk ky) + alky k) +1=0.

Wspblezynniki ¢ okreslone sg wzorem

12 ka
Y12 o, ky,+1
lub ;
o2 kat1
Nz areks

Wzory na state C (z warunkéw brzegowych ANp= 01iAMp=0dlag=0)
sg nastepujgce:
co ¥y Ny — M} My —y, N}
=t Tt =t
Yo% Yo ™Yy

.Jak widaé, dla ¢ — oo znika
obecigzenie czeSei betonowej,
a caltkowite sily wewnetrzne
przenosi cze$¢ stalowa prze-
kroju.
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"Rys. 3

Przyklad 1. Obliczymy wplyw pelzania betonu w przekroju po-
przecznym belki przedstawionym hna rys. 3. Dane:

E: = 21-107 t/m?, B, = 3-106 t/m2,
F: = 0,068 m?, Fy = 0,8 m?
nF; = 0,476 m?, F, = 1,276 m?,
J. = 0,056117 m*, J, = 0,002667 m?,
nJz = 0,39282 m?, Jo = 0,7766 m*,
v 0,4213 m, _ y. = 1,130.m.
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Obcigzenie wyjSciowe przekroju zespolonege wynosi: M, = 800 tm,
N9 = 0. Wykres naprezen od momentu M= 800 tm przedstawiono na
rys. 4. Obcigzenia wyjsciowe czgSel betonowej obliczamy na podstawie
wzordw (2.1) 1 M%==275 tm, NJ==23471. Wspolczynniki do réwania cha-
rakterystyecznego: k, = 0,007641, k, = 1,0068, k, = 5,2812, k, = 2,3053,

Rowmanie charakterystyczne:

5,29950% 46,2880 a1 =10, 200—2‘!7:
jego pierwiasiki:
a =—0,1892, = a,=-0,9973, 0
wspdlezynniki y:
», = 0,001786, py = — 1,858,
stale C: z
- C,==348,1, C,=—1,15.

Ostatecznie otrzymujemy:
ANp==-—347 + 348,102 — 1 1 e¥,
AMp=—2,15+0,62e %19 2 13 g~ Rys. 5

WartoSci funkeji ANy ==—AN;, AM, oraz AM. obliczone wedlug wzoru
(2.3) zestawiono w tablicy 1, za$ odpowiednie wykresy przedstawia
rys. b .

Tablica 1
g . 1 2 3 4
ANb i — 59,6 o —109,1 —_ 1_50,3 —— 184,2
AM, tm -—1,46 2,04 —231 - —242
AM, tm 68,8 1253 172,1 210,5

Zmiany naprezefi dla ¢ =4') wynosza;

Aopg = — 32,1 kG/em?, Aops = — 13,9 kG/em?,
Aazg = 657,1 kG/em?, A6zq =—115,3kG/em?®.
Zatem naprezenia calkowite dla ¢ =4 wynosza:
oue = 21,6 kG/em?, ooe = 19,2 kG/em?,

02¢ = 888,9 kG/em?®, Gz¢ == 1368,9 kG/em?®,

Wykres naprez-éﬁ dla ¢=4 przedstawia rys. 4. Przedstawiony tok
obliczen jak rowniez ich wyniki sa w duzym stopniu typowe dla prze-

) Wskazniki g oraz d oznaczajg skrajne widkna gérne lub dolne poszezeg6l-
mych czedel przekroju. Znak dodaini oznacza $ciskanie, ujemny — rozciaganie.
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kroju o niezbyt mocnej ptycie betonowej. W tym przypadku zZawsze je-
den z pierwiastkéw o jest bliski jednodci, co powoduje silne zakrzywie-
nie wykresu AM(p), ktérego rzedne ustalaja sie praktycznie biorge juz
dla wartoéci ¢ <74, co oznacza prawie zupelne zlikwidowanie dziatania
momentu MY; w rezultacie wykres naprezen w czeSci betonowej zbliza
sie do prostokginego. Jak widaé, obliczenia wediug podanych wzorow
wymagaja duzego nakladu pracy, a poza tym konieczne jest prowadze-
nie rachunku z duza dokladnosciy. W prakiyce mamy do czynienia pra-
wie wylgeznie z pretami, w ktoérych piyta jest stosunkowo cienka.
W przypadkach tych mozna stosowaé wzory przyblizone, ktérych wy-
prowadzenie jest przedmiotem dalszych rozwazaf.
2.2. Rozwigzania przyblizone. W przypadkach gdy plyta betonowa jest
cienka, wpltyw wielkosci MY oraz AM, na odksztatcenia przekroju jest
bardzo maly i moze byé pominiety, co odpowiada zalozeniu M$ =0
i AMs(p)=0. Pozostaje zatem jedna tylke niewiadoma funkeja, miano-
wicie ANy (p). Schemat elementu belki odpowiadajacy tym zatozeniom
przedstawia rys. 6, zag jego od-
+ kszialcenia rys. 7. Jak widag,
rezygnujemy tu z zalozenia pla-
skich przekrojow dla calego
elementu, zskladamy jedynie
zgodnose odksztalcenn na osi
ciezkosel czesei betonowej z od-
ksztalceniami czefci stalowe].

Réwnanie réiniczkowe uproszezonego w ten sposéb zagadnienia otrzy-

mujemy biorac drugie z réwnan (2.6) i pomijajac w nim wyraz trzeci:

dANs | Fp Fy 0.

g (an + n—Jzyc~!— 1)-{*/1Nb—}—Nb—0.

Rozwigzanie tego réwnania przy warunku brzegowym ANy,==0 dla
¢ =0 przedstawia prosty wzér:

(2.9) ANb:—Iyg(1_ea@),. a‘=_£
® nk;

- Rys, 6 Rys. 7

(2.8)

1

Fy o

—_— 1
-i—ngyc-i—

e

Na cze$t stalowa przekroju dzialajg sily wewnegtrzne
(2.10) AN, =— 4Ny, AM: = — ANy ye.

Wspélezynnik ¢ charakteryzuje w duzej mierze zachowanie sie prze-
kroju w czasie pelzania. Jest on tym wiekszy, im stabsza jest czeS€ be-
tonowa. Wzrostowi wspolczynnika e fowarzysza wigksze Vstrat_y ANp
(w odniesieniu do wielkosci wyjsciowej NJ).

Wzory (2.9) i (2.10) pozwalajg na wystarczajgeo dokladne okreflenie
odksztatcefi elementu belki, jak réwniez naprezen w czeSci stalowej
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oraz w osi ciezkosei czesci betonowej, natomiast nie mogs stuzyé do ob-
liczenia naprezeh w pozostatych punktach czesci betonowej, poniewaz
moment AMp, jakkeolwiek matly, zmienia wykres naprezen Ag, bardzo
istotnie. Pozadane jest zatem wyprowadzenie wzoréw pozwaiajacych
na dodatkowe obliczanie {ych naprezen.

Zaleznost miedzy odksztalceniami jednostkowymi i zmiennymi na-
prezeniami dzialajacymi na element betonowy przedstawia sie jak na-
stepuje 2):
dA J;,

1
dsb ““"E—*(G‘b —§— Aﬂ'b) d(p—l—

gdzie ¢) oznacza napreZenie wyjsciowe dla ¢=0, za§ Ao, jest przyro-

stem naprezenia, bedaecym funkejg zmiennej p. Calkujac obie strony po- '

wyzszego rownania w granicach (0, ¢) otrzymamy
1 g .
(2.11) sbzﬁ(agtp%—fdabd(p—i—dab).
-0

Odksztatcenia elementu belki, w tym rowniez jej czelci betonowej,
mozna okreslié przez odkszialcenie jej czesci stalowej, zatem
AN,  AM,
r TELY

(2.12) . _ £y =

Korzystajac w dalszym ciggu ze wzorow (2.9) i (2.10) otrzymamy

—_ — N© — Ye —_— gt

(2.13) £p N (E2F2+E2Jz )(1 e,

Porownu;ac prawe strony zw1a1,zkow (2.11) i (2.13) dochodzimy do roéw-
naniz rézniczkowego

ddor |, Y N e
a0 +Ae ‘5‘% Ng(an ngy)ae =0,
ktbérego rozwigzaniem przy warunku brzegowym Ag,==0 dla ¢ =0 jest

'funkcla
= e g0 (1 —- e of 24 Y

1 i - (e P —e=¥).

W ten spos6b uzyskaliSmy wzér, kiéry pozwala na obliczenie napre-
zen w dowolnym punkeie czgSei betonowej, okreslonym wspdirzedng y
bez potrzeby stosowania Zzmudnych obliczef na podstawie rozwigzaf
§cistych. Wzor ten zostal wyprowadzony w zaloZenin, ze cze$¢ be-
tonowa podlega odksztatceniom wynikajacym z przyjecia sit wewnegtrz-

Hw ponizszym wyprowadzeniu e, oznacza odksztalcenia j-ednoé‘tlaowe w dowol-
nym punkcie czesei betonowej.
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nych wedlug wzoréw (2.9) i (2.10). Dokladnoé¢ obliczenia tych naprezef
jest tego samego rzedu, co dokladnosé obliczenia wielkosci ANy 1 AM..

Podany powyzej uproszczony sposOb obliczen zmniejsza naklad pra-
ey rachunkowej kilkakroinie. Blad popelniony jest tym wigkszy, im

moeniejsza jest cze$é befonowa.

W celu ulatwienia obliczefi podano w tablicy 2 wartosci funkeji
(e?—e"?)a/(1 +a). Tablice funkcji e™¥ znalezé mozna np. w pracy
Z. Klebowskiego, [Rozpr. Iniyn. 3 (1954)].

Tablica 2. Wartosci funkcji T

23

(e—P— eu¥)
[+4

P 0,5 1,0 1,5 20 25 3,0 3,5 a9
,Wm\ B .
004 00156 00247 00230 00328  0,0343. 00349  0,0350  0,0347
0,06 00232 003656 00441 00480  0,0407  0,0501  0,0498  0,0400
0,08 00308 00483 00577 00623  0,0641 00641 0,631  0,0616
010 00383 0,0597 00708 00759 00774 00768  0,0749  0,072¢
0,12  0,0457 00708 00855  0,0888 00839 00884 00855  0,081%
014 00531 00816 0,085 0,101 0,101 0,0989  0,0848  0,0900
0,16  0,0603 00922 0,107 0,113 0,112 0,108 0,103 0,0870
0,18 . 0,0675 0,103 0,119 0,123 0,122 0.117 0,110 0,103
0,20 00746 0,113 0,129 0,134 0,131 0,125 0,117 0,108
0,22 00816 0,123 0,140 0,144 0,140 0,132 0,122 0,112
024 00886 0,132 0,150 0,153 ' 0,147 0,138 0,127 0,115
026 00054 0,142 0,160 0,161 0,155 0,144 0,131 0,118
028 0,102 0151 0,169 0,170 0,161 0,149 0,134 0,120 .
0,30 0,108 0,160 0,178 0,177 0,187 0,153 0,137 0,121
035 0,125 0,181 0,198 0,195 0,180 0,162 0,142 0,123
0,40 0,42 0,202 0,217 0,209 0,191 0,168 0,144 0,122
045 0,57 0221 0,234 0,222 0,199 0,171 0,155 0,120
0,50 0,172 0,239 0,249 0,233 0,204 0,173 0,144 0,117
055 0,187 0,255 0,263 0,242 0,209 0,174 0,141 0,113
0,60 0201 0,271 0,275 0.249 0,212 0,173 0,139 0,109
Przyktad 2. Rozwiazemy za pomocg wzoréw przyblizonyeh temat

przyktadu 1: e=—0,1893 ~— 0,19,

ANp=— 347 (1— e %1%},

= —1,13 ANy Wartosci funkcji podane sa w tablicy 3.

Tablica 3
p 1 2 3 4
AN, t _.60,0  --1097  —150,8  —-1850
AM, tm 67,8 124,0 170,4 209,0.

AMz =

Obliczenie zmian naprezefn w czgéci betonowej dla ¢ = 4 przedsta-
wia sie nastepujgco: _ 1
Ag,==0,9817 o + 365 (2,101 + 2,877 y) T
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Wlékna gbrne: of = 53,7kG/em?®, y=123m; dop;=— 32,1 kG/cm®

Wiokna dolne: ¢)=33,1kG/em?, y=—1,03m; Aopg==— 14,0 kG/cm?.

Jak widaé, zgodnosé wynikéow jest bardzo dobra. Bez uzycia wzoru
(2.14) mozna obliczyé dokladnie tylko naprezema ‘w Srodku ciezkosci
czgsel betonowej:

1850

- — 2
0.8-10 23,1 kG/em?®.

A6y ==

2,5. Napre¢zenia skurczowe. Pelzanie befonu wywiera wplyw na napre-
Zenla powodowane skurczem. Wzory na wplyw skurczu betonu uwzgled-
niajgce pelzanie otrzymamy Jtdtwc przyjmujac ®) podobienstwo krzy-
wych es(t) oraz @(t}:

&s (t) == &5  ()/ e

We wzorze powyzszym &:(t) przedstawia zmienne odksztalcenie skur—
czowe bedace funkejg czasu, e maksymalne odksztatcenie skurczowe
przyjete do obliczeri, za§ ¢, maksymalng przewidywang warto§é modulu
pelzania.

W celu otrzymania rozwigzania Scistego nalezy pierwsze z réwnah
(2.5) przepisa¢ w postaci

dest fﬁd¢=dsz+y;d92.

Postepujac dale] jak w przypadku chcigzenia zewnetrznego i przyjmu-
jac N% =M%= 0 otrzymamy uklad dwu réwnaf rézniczkowych ana-
locrlczny do (2 6), ktérego rozwigzaniem sg nastepujace funkcje:

ANps == s EsFp+ Cl ew . |- CB e®?,
(2.15) N e -

AMys==Cy y, (€49 — e*#) = C, y, (€9 — %),
gdzie

c, =—~E¢,F,,, i h
Pr YoV ‘ Pk 2 _V1
Roéwnanie charakterystyczn-e i wspblezynniki y wyrazaja sie wzora-
mi podanymi dla przypadku obciazenia zewnetrznego. Rozwiazanie
przyblizone daje :

(2.16) AN z—ifEbF,,u-ew).
k.

Waspélezynnik o oblicza sie jak we wzorze {2.9). Do obliczania naprezeh
w befonie stuzy wzér analogiczny do wzoru (2.14):

(2.17) Acrb—-—;— Ey(l—e 9")-1~ E;,F ( + - Ye (e—““—-—-e“?’)

& Tf--]z )1+

8) Zalozemie to pochodzi od Dischingera.
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Do wszystkich podanych wzoréw nalezy podstawia¢ odkszialcenie skur-
czowe & jako warto§é dodatniz. Dla porownania podamy jeszcze Wzory
na wplyw skurczu betonu nie uwzgledniajgce pelzania:

ANI;s:—‘Bs_' E;b ’
1 1 e o1
¥, TnF, TaL nk
J 1
{2.18) ' . "
: _ _Je
AMeas — ZiNb'chb_i_ng,_
AM:S:_*(AMb—i—ﬂbec).

Przyktad 3. Obliczymy wplyw skurczu betonu na rozpatrywany
w poprzednich przykladach przekréj poprzeczny belki zespolonej;
przyjmiemy ' ' :

,=20-1075, g, =4,  E,=310°t/m".
Stosujge rozwiazanie §ciste ofrzymamy
;TZE,,_ Fy = 120, o) 01154,  Cy=0,2141,
ANps = — 120+ 119,907 0,1 e 7,

AMps == 10,2141 (e— 219 — g %),

Tablica 4

® 1 2 3 4
AN, t — 20,9 — 88,0 —522 ~  —8639
AM,, tm 0,10 0,12 - 0,11 0,10
AM,, tm 23,5 428 58,9 72,1

Wrykresy obliczonych funkeji przedstawia rys. 8.
Naprezenia w betonie dla ¢ —4 wynosza

Aoy =—"T,6kGfem?, Ao = — 8,4kG/em?.
FRozwiazanie przyblizone daje

ANps = —120 (1 — e—019),

Tablica 5

P 1 2 3 4
ANyt — 20,8 —378 & —521 -—63,9
AM,, tm 23,5 498 58,9 72,2
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Naprezenia w betonie dla ¢ = 4 wedlug wzoru (2.14) wynosza:
' Moy =— 14,74 12,62 (2,101 + 2,877 1),
Aoy = — 1,6 kG/em?, Aops = — 8,3 kG/cm?.
Nie uwszgledniajac pelzania betonu Aty
otrzymamy ze wzoréw (2.15): 75 AN,
ANpo=—91,2t,  AMpss==0,70tm,
AMzy —102,3 tm.

50+

Wielkosci te nalezy poréwnywa¢ z od- AN,
powiednimi wielkofciami ofrzymanymi ,|
.z uwzglednieniem pelzania dla @=4;
jak widaé, roznice sg znaczne. Natomiast
réznice miedzy rozwigzaniem Scistym g 2
i przyblizonym sg znikome. Rys. 8

Do -

s
-
b1

3. Uklady statycznie niewyznaczalne

Teoria ukladéw statycznie niewyznaczalnych rozwihieta ponize] na-
wigzuje do metody sil, bedacej podstawowa metods rozwigzywania lego
rodzaju zagadnien w zakresie teorii sprezystoScei. Dla danego ustroju
statycznie niewyzhnaczalnego zakladaé bedziemy odpowiedni ukltad pod-
stawowy; na ktory w dowolnej chwili okreflonej zmienng ¢ dzialat be-
dzie stale obcigzenie wyjsciowe i zmienne wielkodei statycznie niewy-
zinaczalne (nadliczbowe), Obcigzenie wyjsciowe ukladu podstawowego
okre§limy jako sume obcigzenia zewnetrznego i wielkoéci statycznie niewy-
znaczalnych, obliczonych mefodami mechaniki budowli dla ¢ = 0. Stosu-
jac zasade superpozycji rozbijemy rozwiazanie na dwie czegel.

(1) W czesel pierwsze] uwzglednimy wplyw obeigzenia wyjsciowego
w zalozeniu, ze dziala na uklad podstawowy i nie wywolaje wielkosci
statycznie niewyznaczalnych., Obliczenie nalezy prowadzié metodami
'podanymi w rozdziale drugim. Otrzymane skladowe sit wewnetrznych
bedziemy oznaczali symbolami AN, 4MP, AND i AMD

(2) W czesci drugiej obliczymy wielkoSci statyeznie niewyznaczalne
Xr{g), kiore powstaja wskulek pelzania hetonu, oraz zmiany sit we-
wnetrznych powodowane ich dzialaniem, ktdre oznaczymy AN, AMD,
AN i AMD. _ '

W rozdziale niniejszym wyprowadzono calkowe réwnania warunkowe
ukiaddéw statycznie niewyznaczalnych. W dalszej czedei (p. 3.1. 1 3.2)) po-
dano przyklady obliczen wielko$ci nadliczhowych na podstawie rozwig-
zan Scistych i przyblizonych rozdzialu drugiego. Obliczanie wielkosci
nadliczbowych wymaga rozwiazywania ukladéw réwnan rézniczkowych
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wyzszych rzedéw i moze byé stosowane tylko w najprosiszych przypad-
kach. Z tego powodu podano dla celéw praktycznych metode, ktdra dzieki
zastosowaniu szeregbw potegowych pozwala na obliczanie wielkosci nad-
liczbowych przy uzyciu jedynie dzialan arytmetycznych (p. 3.4.). Sposoby
okreglania zmian w silach wewnetrznych ukladu powodowanych wiel-
* koéciami nadliczbowymi omdwione w p. 3.4. Sposoby te jednak majg za-
stosowanie bez zadnych zmian takze i w przypadku stosowania rozwig-
zatr funkeyjnych. Réwniez uwagi ogblne o przebiegu funkcji nadliczbo-
‘wych, stosowalnosci podanych metod oraz inne dane natury praktycznej
wlaczono do p. 3.4. W dalszym ciggu oméwiono naprezenia skurczowe
{p. 3.5.) oraz rozwigzywanie funkcyjne réwnan za pomoca transformacji
Laplace’a (p. 3.6).

3.4. Rownania ukladéw statyczuie niewyznaczalnych. Wezmy pod uwage
najogblniejszy przypadek ukiadu statycznie niewyznaczalnego. W celu
ulozenia réwnan rozwazaé bedziemy -odksztalcenia odpowiedniego ukla-
du .podstawowego, ktére okre§limy biorac pod uwage odksztaleenia czes-
ci stalowej jego pretéw, mianowicie zmiane krzywizny g- i zmiane od~
ksztatcenn jednostkowych na osi ciezkoSci e, W dalszym ciggu wprowa-
dzimy oznaczenia skrécone g=—=g: i s=¢;.

Niech na uklad podstawowy dziala poczagwszy od chwili, gdy ¢ =0,
wielkosé statycznie niewyznaczalna X = 1. W dowolnym punkcie ukia-
du okre§lonym wspélrzedng s wywotuje ona odksztalcenia plastyczne
czesei betonowej, powodujace zmiane krzywizny czefci stalowej g, (¢, s}
oraz zmiane jej odkszialcen jednostkowych s,(p,s). Okreslimy teraz na-
stepujacy funkcje zmiennej ¢

@.1). Sin(p)= [ M@ (s) e, (@, 9) ds+ [ N (s)e, (p, s) ds.

Oznaczenia M; i N: przejeto z metody sil, réwniez 6_”2 (o) jest funkeig
analogiczng do wspélezynnika 6 majacego zastosowanie w tej metodzie
z ta tylko rdinica, Zze przedstawia ona wplyw zmiennych odksztalcef '
plastycznych cze$ei betonowej. Pierwsza catka przedstawia wplyw zmia-
ny krzywizny, za$ druga wplyw zmian odksztalcen osiowych czesci sta-
" lowej pretow %), Wskaznik z przy symbolach momentéw zginajacych MB,
oraz sit normalnych N¥ oznacza, ze wielkosci te nalezy obliczaé na ukla-
dzie podstawowym, ktérego siatka geometryczna pokrywa sie z osiami
ciezkoscl. czefei stalowe] pretow.

. 1) Nie nalezy utozsamiaé drugiej catki z tzw. wplywem sif normalnych znanym
w mechanice budowli, co upowaznialoby do pomijania jej w wickszoéci przypad-
k6w, Odkszialeenia osiowe czedci stalowej istniejg réwniez, gdy jest N=01 w ty-
powych przekrojach odgrywaja zasadnicza role. Dlatego zawsze konieczne jest
uwzglednienie obu wyrazdéw we wzeorze (3.1). To samo odnosi sie do wzoru (3.2).
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Wiér (3.1) wazny jest dla stale dziatajgcej wielkosci statycznie niewy- .
znaczalnej X = 1. Analogiczny wzér dla zmiennej wielkosel Xz (p)
otrzymamy sumujge wplywy elementarnych obeigzen dX,:

w» . P

‘ e d Xk. ry !

[ka (1) Bunlp— ) = f o i {p— @) do; .

b b

W dalszym ciagu okreS§limy funkeje zmiennej ¢ ‘ analogiczng do

wspblczynnika &, metody sil, a przedstawiajaca wplyw odksztalceh
plastycznych wywolanych obcelgzeniem wyjsciowym:

13.2) di0 (p) = f M; 2 (5) go (g, 5) ds -+ f N(Z) 5) g4 (g, 8)

Wyrazema o oraz & wystepujgce pod catkami wzorow (3.1) i (3.2)
otrzymamy sumujgc wplywy momentéw zginajgcych i sit normalnych
wzbudza;acych odksztalcenia plastyczne!

(3.3.1) { 0 (09 =My 5) 05 0 5) + Ny (5 0y (),
£y (tp, 5= Mkb (s)lsm (99:. s) + Nkb (s) eN((P; ) s

{3.3.2) { 00 (g,8) == M3(8) 0,1 (9, 9) + Ni(s) o (),
& (s 5) == M (s) e (9, 8) + N3 (3) £,y (9, 9)-

" Funkcje p,(s) lub p,(s) przedstawiaja zmienno$é krzywizny czeSci
stalowej elementu preta pod wplywem stalego momentu zginajacego
M, =1 albo stalej sily normalnej N, = 1. Podobnie funkcje g, (¢}
i &,(p) przedstawiajg zmiane odksztalcen osiowych czeSci stalowej.

- Wskaznik b we wzorze (3.3.1) wprowadzono ze wzgledu na to, ze wiel-
kosci statycznie niewyznaczalne dzialaja na usirdj zespolony, zas§ funk-
cje p oraz £ okreslaé bedziemy na podstawie rozwigzan rozdzialu drugie-
go w zalezno$ci od obcigzet wzbudzajaeych odksztalcenie plastyczne,
ktorymi sa wielkosei My, i Np. Przy konstruowaniu wykreséw My 1 Ny
nalezy postugiwat sig wzorami (2.1):

F{,U

{3.4) o M!ﬂ&:Mk%, Nip== k — + Me
Wykresy M, i Ny do powyzszych wzoréw nalezy konstruowaé w ukladzie,
ktérego siatka geometryczna pokrywa sie z osiami ciezkoSci pretéw ze-
spolonych. A

Obecnie mozemy napisaé réwnania dla dowolnego ukladu n-kroinie
statycznie niewyznaczalnego. Otrzymamy je stosujac znane rozumowanie
stosowane w metodzie sil: niewiadomymi beda funkeje statycznie niewy-
znaczalne X, (p), zwigzane z petzaniem betonu:
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e .
X (g} + -+ Xaly 51::+J X‘ﬁu(qv-"%)d%Jr-“-l-

{3.5) | + J 5111 —p}dg, + 519(‘}’) =0,

I

g;zi(fp—“%)d% + et

- ®
" dX,
Xy (‘P)6ﬂ1+"‘+Xi:(q))aitn + J X

do,
+f

Wyrazy typu Xi dix prrzedstawiajg wplyw odksztalcen sprezystych,
catki okreslone — wplyw odksztalcenn plastycznych wywolywanych
wielkoéciami statycznie niewyznaczalnymi, za§ wyrazy typu dio ()
wplyw odksztaleepr plastycznych wywolywanych obcigzeniem wyjscio~
wym. Wspolezynniki du nalezy obliczaé ze wzoru
M;: Mx N;Ng
"B T EE

& &

5rm (fP fPi) d /2% 4+ —Snl) (‘P) ={.

6[},2: = d

przy czym podealkowe wykresy momentow zginajgeyeh i sit normal-
nych nalezy konsiruowac jak dla ‘wzory (3.4).

Calkujac przez czedei calki okreglone w rownaniach (3. 5) i biorge pod
uwage warunki brzegowe zagadnienia

X, (0)=X,(0) :‘_'-‘:Xn(o) =1,
mozna otrzymaé inng postaé rownan warunkowych:

¢ —
' dd -
X, ()8, + -+ X,,(gu)al,,#j Xl((pi)___l%:ﬁid%_... _

. - ¢ =
’ déalp— —
(3.5.1) ﬂj Xn (@1)—1'%“&d¢1+510(‘?)30>
¥ d8i1(p—g2)
Xl(‘p)afﬂ’l""+Xn(‘P)fsms—J ( 1);1-1?;]1——%(1@1_...__

0

P _
* dafzu . sy
_j Xn(%)“"“ﬁgq;—%)—d% + ano(‘i'?) =0.
0
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Jak widaé, w ogélnym przypadku potrzebne sg do obliczef trzy rodzaje
wykreséw momentdéw zginajacych i sit normalnych. Pierwsze dwa rodza-
je, mianowicie My i Ny oraz M® i N% konstruuje sie z obliczen sta-
tycznych na dwu réznych ukiadach; nalezy jednak podkresli€, ze uklady
te roznig sig jedynie siatka geometryczng osi pretéw, natomiast warunki
podparcia oraz polozenie wewngirznych przegubow lub wigzéw musza
byé¢ identyczne. Trzeci rodzaj wykresow M, 1 Ny, oblicza sie za pomoca
wzordw (3.4).

W uktadach, w ktérych nie wystepuja sity normalne, zatem praktycz.-
nie Biorac tylko w belkach c1a;g1ych 0 poziomo przesuwnych podporach,
mamy

(3.6) s MP=M,, Ngfiszzo.

Prugi z powyzszych zwigzkéw upraszeza znacznie wzory (3.1) i (3.2),
w kiérych pozostajag wowczas tylko pierwsze calki. Warto jeszcze zau-
wazyé, ze w ogdlnym przypadku dix 7 §p. Natomiast w ukladach, dla
ktérych zachodzg zwigzki (3.6), spelniaja . sie, jak latwo  stwierdzig,
zwigzki analogiczne do znanych w mechanice budowli Sin =0tz

3.2, Obliczanic wielkosei nadliczbowych mna podstawie rozwigzan Scislyeh.
Korzystajac ze wzorow {2.3) i (2.4.2) otrzymamy

(3.7) Qz: (AMb'!_ycANb) gz = ANb

1
Esz ~ E.F,
Uwzgledniajge w dalszym ciggu roéwnania (2.7) z odpowiednio obli-
czonymi stalymi dochodzimy do wzoréw okreflajacych funkeje olp,s)
oraz & (g, s):

1 v + Ye ® . Ve —I—.yc
\ ey 12 10 pep ,
QM((P E Jz( Yo V1 Yo—™ P
' 1 1 1
, 8= P20 — g ,
SM((‘U 9 E:;F. (’}’2—3’1 Ya— V1 )

(3.8)

1 VivetYe¥s oo o Y1Vet P1Ye )

,8) = —— — 145 P8 ath @ —}- LN L Ay L ,
((P ) E.J; (yc Y2 V%1 Ye— V1

. 1 Ve 2!
g, (g,8) = P L P s S
N(‘p EZFZ( Ye™¥1 . Y2 h

W ogdlnym przypadku, gdy przekroje poprzeczne -pretow zmieniaja
sie w sposoh ciagly, wszystkie wspodlczynniki we wzorach (3.8) sq funk-
cjami zmiennej s. Funkcyjne rozwigzanie zagadnienia mie jest wowezas
praktycznie mozliwe. W przypadkach, gdy przekréj pretéw jest staty
lub zmienia sie skokami i jest staly na poszezegdlnych odcinkach, to
przy uZzyciu wzoréw (3.8) mozna uklad réwnan calkowych (3.5) lub
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{3.5.1) sprowadzi¢ do ukfadu réwnan rézniczkowych liniowych o wsp6l-
czynnikach stalych, Liczba réwnaf odpowiada liczbie niewiadomych,
natomiast rzad ich jest réwny podwojonej liczbie odeinkéw, ktére po-
siadaja réiny. przekréj poprzeczny. Np. w przypadku stalego przekroju
poprzecznego ofrzymamy réwnania rzedu drugiego. Zasadnicze warun-
ki brzegowe zagadnienia sg nastepujgce:

Xl(())ﬁXg(O):---, )I{n(o)zo

PoniewaZz réwnania rozniczkowe sg rzedu co najmniej drugiego, przeto
konieczne sg dalsze warunki brzegowe, ktére otrzymuje sie w toku prze-
ksztalcania rownan calkowych na rézniczkowe. Warunki te odnosza sig
do wartosci kolejnych pochodnych funkeji nadliczbowych dla ¢ = 0.

Jako przyklad rozwiazemy ukiad jednokrotnie niewyznaczalny o sta-
iym przekroju poprzecznym.

Korzystajac ze wzoréw (3.8) mozna funkeje &y (¢) oraz S10 () przed-
stawié w postaci %)

{ 311 (p) = Ay + By e9+ Cj, e™7,
10 (@) = A+ Bjpe™? 4 Cpe™?,

Podstawiajge powyzsze do réwnania warunkowego

do,+ E1(3 (‘}0) =0,

X ((P) 611_\[\X1((p1) dau(‘ﬂ - )

olrzymamy

@ ‘ ¥
{3.9.1) 4 Xi(p)+By, a],ea‘qofX1(W1) e "Pdg+Cyy 0 ea’q’fxﬂ%)e_%gp‘d P+
0

0

+ A Bye*?|-Chem? =0,

W dalszym ciggu podzielimy - (3.9.1) przez ¢*? i zrézniczkujemy
wzgledem ¢:

- dX :
{3.9.2) _di;(?—) 1€+ {(Byy— 84y} oy +Cyy 0] Xy () e

p
+Cyyay (e — al}e(“=“"“"°"fX1 (e udp — A ,a, e %%+
.

+ Ciolag— o) ela—mlr =0,

%) Poniewaz.dla ¢ — 0 jest 4,, —0 oraz é,=0, zatem powinny by¢ speinione
réwnania: A; By + Cyy =0, A+ By + Cip=0.
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Dzielage kolejno (3.9.2) przez e=—%¥ i réiniczkujac po raz drugi
otrzymamy réwnanie rézniezkowe rzedu drugiego:

d® X, (p) dX1

(3.93) =75

(7) [(Byy—4,1) o +(Cyy i) @] +
+X1( )(611 Ciy— 11)‘11 a2+A10a1 oy == (.

- Pierwszym warunkiem brzegowy'm jest X, (0} = 0. Dodatkowy wa-~
runek brzegowy okrefla réwnanie (3.9.2)
Alo-&l —Ciolos—ay) i
Ut

oy ‘I‘

Xi(0)=

Rozwigzanie réwnania (3.9.3) przedstawia sie w postaci

(3.10) X (¢)=—X,+C em? +Cyen?, a 8
4 : 1 A 7%

A
gy
gdzie 40,0 wo__ ]

A | |
ot A | & o=
pty Xy~ X1 (0) o - 349 .

Ho— iy WQU“M %‘1 ! Ji My

c,=Xi0)—p Xy 1,20

s — ft ’ ‘W@ : -\ Ny
~ .

Ciz

Réwnanie charakterystyczne do ob-
liczenia wspélezynnikéw g jest naste-
pujgce: ' . ]

3y .“2 -+ {(Bn_ dy1) )+

— _
. 1 1 ) B : { . W M=,
-G — 8;4) az] nt (An +d55)0; a3 =10. Wjﬁ £ J»U

Przyktad 4. Obliczymy wielkosé T M
nadliczbows dla belki przedstawionej L 003454
na rys. 9, ktorej podpore $rodkowsg ob- L - Mo

nizono w chwili 9 =0 o A=8 cm. \% ﬂ MU
Przekr6j poprzeczny staly przyjeto P ‘
z przykladu 1, E, = 3 - 10° t/m?. Wykres
momentéw wyjéciowych M? obliczamy
za pomocy wzoréw statyki, nastepnie ze wzoréw (2.1) otrzymujemy wykre-
sy M} 1 NY  Wielkosé nadliczbows przyjmujemy jako moment zginaja-
¢y na podporze §rodkowej; wykresy M1y i Nip obliczamy ze wzoréw (3.4).
Ze wzoréw (3.8) otrzymujemy

04 () = (0,84861 — 0,51697 g% — 0,33164 e%¥) 10—5,
oy (p)=(0,95893 — 0,95952 e= % + 0,00059 e ?) 10—¢,

7
(=]
2
N

Rys. §
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Funkcje 5, (p) 1 610 (¢) obliczamy ze wzOréw:

b (¢’):9Mf MP M, ds+ QNJ-M(f)NwdS,
: 5 - . 5
Bio(p) = oy [ MPIMds ¥ oy [ MPN}ds.
b ’ 5

Wartoscei catek okreflonych wjrnosza {przy calliowaniu wykorzy-
stano symetrie ukiadu) :

[ MM, ds=0,04578, . [ M Ny, ds = 5,789,

[ M Myds=16, [ M NG a5 = 2026.
Ostatecznie otrzymamy: '

6_11 (p) ==(5,58904 — 5,57728 eny — 0,01175 e%=¥) 10~¢,

8o (g) = (1956,4 — 1952 3e“=‘¥’——- 4,1109 « %) 10~5.
Wspotczynnik 8,y wynosi

‘ 8y = 5,721 1076,
Rownanie charakterystyczne:
5,721 u® -+-.7,8508 p -1 2,1308 =0;

jego pierwiastki:
= —0,9997, s =—10,3726.

Catka szczegélna: -
' X, =—1730.

Dodatkowy warunek brzegowy:
X, (0)=—165,20.
Rozwigzanie przybiera postaé
X (g)=—173,0 & 1,187 -+ 171,82 =037

Tablica 6 33. Obliczanie wielkogei®
e _ nadliczbowych na podstawie

® 1 2 3 4 rozwigzan przybliZonych.
X, tm- —543 913 - —1168 —I344 Stosujae rozwigzania przy-

blizone pomijamy odksztat-
cenia sprezyste i plastycz»—
ne, wywolywane wyjéciowymi oraz powstajqcyml wskutek pelzama be-
tonu momentami M,; zatem wzory (3.3) upraszczajg sie w sposdb naste-
pujacy:

(311-1) i (% S)ZNkb (S) QN(fP: S), gy (']'7; S):Nkb (S) SN((P, S).
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oraz ‘ :
(3.11.2)  eolp,s)==N}(s) enlp, s), &y (9, 5) = Ni (s) ey {p, )
Podstawiajac powyzsze wartosci do wzoréw (3.1) 1 (3.2) otrzymamy:

(3.121)  G,00) = [ MP(O) N, () ey e 9} ds + [ NP 6Ny, (e () ds,

s

(3.12.2) gm(rp)=fM£-z’ (s) NY () op (o, ) ds + f"NE-z' (S)N)(s) e (s 8)ds,

gdzie’ ‘ _ A
' 1
(13 enpd = uel—e®),  ey(p9)= 1 —e®).
zdz . -

W przypadkach gdy przekréj poprzeczny preta zmienia sie w sposéb
ciggly, wszystkie wspolczynniki w rdwnaniach (3.13) s3 funkcjami zmien-
nej s i funkeyjne rozwigzanie zagadnienia jest praktycznie niemozliwe:
Jezeli przekrdj pretéw jest staly lub zmienia si¢ skokami, wowezas przy
'uZyéiL; wzordéw (3.13) moina uklad rownan catkowych (3.5) lub- (3.5.1)
sprowadzi¢ do ukladu réwnan rézniczkowych liniowych o wspblezynni-
kach statych. Liczba réwnan odpowiada liczbie niewiadomych, za§ ich
rzad jest réwny liczbie odeinkéw, kibre posiadaja rézny przekréj po-
przeczny. Np. w przypadku statego przekroju otrzymamy réwnania pierw-
szego rzedu. Spostb otrzymania dodatkowych warunkéw brzegowych
niezbednych, dla rozwigzania réwnan wyzszych rzqdow jest 1dentyczny
z podanym w punkcie 3.2.

Jako przyklad rozwigzemy uklad jednokrotnie niewyznaczalny o sta-
tym przekroju poprzecznym. Korzystajac ze wzordéw (3.13). mozna wiel-
kosci d;, (¢) oraz &, (@) przedstawié w postaci:

(3-14) 611 (‘P) Ay (1 - eugﬁ) E10 (P)=Ay(1-—ev?),
gdzie

Y
A”“Eszszszder th N,,ds,

Ay fM‘z'N"ds—i- ~—*fN‘Z'N“ds

ME,z Jx

- Podstawiajac te wartosci do réwnania warunkowego otrzymamy
g
X (@) dy— An a eagofX1 (e wde, + A, (1 — e“?) = 0.

.Dzielge to rownanie przez e"? i rozmczkujqc je wzgledem ¢ otrzyma—
my rownanie rézniczkowe rzedu plerwszego

dX, (p) -
Twﬂ 611'_X1((P)(An +511) a—Ajgo=10;

479




jego rozwigzaniem jest funkcja

Ao g At
o=

3.15 X 1 -——et®
( ) i (fp) A11+ 611( e ) 613

Przykled 5. Rozwigzemy przykiad 4 na podstawie wzoréw przyblizo- -
nych: .
a=-—0,19, o= 0,9589-10—6(1 —e*¥).

Korzystajac = wartosm catek obliczonych w przykladzae 4 otrzy-
mujemy

8, (@) == 5,551-10—5(1 — ex?),
810 (0) = 1,943-10~6 (1 — e9),

Stad _
p=—0372, X, (p)=—1727(1 — e 079),
Tablica 7 '
v o1 2 3 4
X, tm . —536  —906  —1161  —1337
A 1 8 1 A Jak widaé¢ z porownama powyz—
AN, £ szych liczb z wynikami przykladu 4,
30,0 104400, 300 bledy rozwigzania sa minimalne, co
i - jest zupelnie zrozumiate w Swietle
. o P N
W T M rozwazan rozdziaty 2.
mmﬁ L i Przykiad 6. Obliczymy wielkose
" J 349 " statyeznie niewyznaczalng dla belki
it i b-
i W |
il .
L4 4,00
13,6 535, \AM2 ot e B!
: ST ] -
10- 1960
=
|

T T

Rys. 11

przedstawiohej na rys. 10. Przekr6j poprzeczny jest staty na odcinkach
A-1 oraz 1-B. Na odeinku A-1 przyjeto przekrdj z przykladu 1, za$ prze-
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kréj na: odeinku 1-B przedstawia rys. 11; jego dane charakierystyczne
przedstawiajg sie nastgpujaco: _ :

. F,=0,0096m? -  F,=08ms nF, = 0,6972 m?,
F. = 1,4972m?, . J. = 0,08709 m*, Js = 0,002667 m*,
nf, = 0,6096 mt, J, = 1,088 m?, v = 0,5262 m,
¥, =113 m, a = —0,2616 == — 0,26,
Na odcinku A-I mamy a=— 0,19.

Wykres momentéw poczatkowych MY przyjmiemy z przykladu po-
przedniego, bedzie on zatem odpowiadal pewnemu obnizeniu podpory
Srodkowej. Wykresy N} i Ny, przedstawione sg na rys. 10.

Na odeinku A-1 mamy

oy = 0,9588 (1 — e 0199) 10-6,
a na odeinku 1-B )
0, ==0,6179 (1 — ¢—0.269) 106,

Catki pomoenicze: dla odcinka A-1
ME N, ds=2442,  [MENds=852,1,
d!a odcinka 1-B '
I N, ds=2892, M NYds=10406.
- Stad otrzymujemy
811 (p) = (4,1842 -~ 2,3416 1% — | 8426 e—0267) 106,
810 (p) = (1460,1 — 817,1 e—0199 - 643 0 e—025¢} 109,
Wspélezynnik 8, = 4,753 » 10—%.

Jak widaé, funkcje 8,,(¢) i S10(e) wyrazaja sie wzorami iypu (3.9), za- .
tem rozwigzanie zagadnienia okreflone jest rownaniem (3.10). Po prze-
prowadzeniu odpowiednich obliczert otrzymamy (tabl. 8)

X, (p) == —163,3 -+ 154,3 04279 | g gg—0218¢p

Tablica §

¢ 1 2 3 4

X, tm’ — 55,4 —918 = —1158 —181,5

3.4. Ogdlna metoda obliczania ukladéw statycznie niewyinaczalnych pPrzy
utyciu szeregéw pofegowych na podstawie wzoréw przyblizonych. Za pomocs
metody sprowadzenia ukladu réwnan catkowych do ukladu réwnan roz-
niczkowych, podanych w punktach 3.2 i 3.3, rozwiazuje sie zagadnienie

i
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‘tylko pod wzgledem matematycznym. W praktyce inzynierskiej moze
ona znalezé zastosowanie tylko w najprostszych przypadkach %), miano-
wicie: _ o '
(1) gdy ukiad jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalny o stalym
przekroju poprzecznym lub sklada sie z pretéw o co najwyzej dwu-roz-
nych przekrojach poprzecznych; dla obu wymienionych przypadkéw wy-
prowadzono w p. 3.2 i 3.3 gotowe WZory;

(2) gdy uklad jest dwukrotnie statycznie niewyznaczalny o stalym
‘przekroju poprzecznym, co wymaga rozwigzania ukladu dwu réwnaf
rézniczkowych rzedu pierwszego. _ '

Dla bardziej zlozonych konstrukeji otrzymuje sie réwnania roéznicz-
kowe rzedu wyzszego niz dwa lub uklady wiecej niz dwu réwnan roz-
‘niczkowych, ktérych rozwigzanie jest klopotliwe. '

Podkre€lié' nalezy, ze praktycznie rozwiazania zamknigte nie daja
zadne] mozliwodei §cistego obliczania uktadéw skladajacych sie z pretow
o przekroju zmieniajacym sig w sposob ciagly, stosujac bowiem caltko-
wanie numeryczne otrzymaliby§my réwnania rézniczkowe bardzo wyso-
kich rzedow. : _

Metoda oparta na zastosowaniu szeregbw potegowych, kiéra obecnie
przedstawimy, pozwala na tatwe uzyskanie dowolnie dokladnych wyni-
k6w dla wartogei ¢ zawierajacyeh sig w przedziale 0 < p < 4. Wieksze
wartodci ¢ nie wchodzy praktycznie w rachube, do rzadkich przypadkow
nawet nalezy przyjmowanie do obliczen modulu pelzania przekracza-
jacego ¢ = 3. ' .

Niewiadomych fukeji X{g) bedacych rozwigzaniem ukladu réwnan
catkowych (3.5) szukaé bedziemy w postaci szeregdw potegowych

(3.16) K (@) == Xp1 @ + Tasg® + o+ Terg” T
Podobnie 'funkcj.e Sin {p) i dio (?7)_ rozwiniemy w szerégi poteg.oWe

(3.17.1) Bir () = Sru1p + Sinae® + - Fomrg oo,

(3.17.2) Biolp) =dioap 4 iagt + - S+

W celu otrzymania wzoréw na koleine wspdiczynniki Sinr 1 3_50; mu-
simy. przedstawié w postaci szeregéw funkcje o (@, 8) oraz eyl s) poda-
ne réwnaniami (3.13): : :

{ QN(fP,S)Za1¢+a2¢2+J-_--+@,q;".;_...’ ‘

(3.18) .
EN(QD,S) zb-1¢+b2q22+ et br‘f’r—l_"'!

%) Oczywicie .znajac przebieg funkeji o, (p) mozna je przedstawié w sposib
przyblizony za.pamocy wzoréw typit A--Beme-}-Cen? lub Al —er®), co
" pozwala wykorzystaé wzory (3.10) lub (3.15) w celu przyblizenego obliczenia funkeji
nadliczhowych.
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gdzie wspdlezynniki a, 1 b, s3 funkecjami zmiennej s:

' 1 a’ -1 a
(3.19) =T Ve br—_EzeF!-'

Podstawiajge szeregi (3.18) z uwzglednieniem wzoréw {(3.19) w pra-
we, za§ szeregi (3.17) w lewe Strony rownan (3.12) ofrzymamy wzory na
Wspolczynmkl Sipr 1 Bio,r

- (3.201) it r = f MW N, a,ds + f NP N,, b, ds,

(3.20.2) am,_fM(Z>N°a ds+J N NUb, ds.

w przypadku ogolnym wszystkie wielkosci wystepujace pod catkami
~ we wzorach (3.20) sg funkcjami zmiennej s. Jezeli przekréj poprieczny_
pretéw uktadu jest staly lub zmienia sig skokami i jest staly na diuzszych
odeinkach, wéwezas wspolezynniki a. 1 b, mogyg by¢ wyprowadzone przed
znak calki, a calkowanie iloczynu'dwu pozostatych funkeji najwygodniej
mozna przeprowadzi¢ metodami stosowanymi w mechanice budowli, Je-
zeli przekroj zmienié sie w sposob clagly, calki nalezy obliczaé nume-
ryeznie,
Przy uzyciu szeregow (3.16) i (3.17. 1) oraz wzoru

@

ool (n_l)
f"’l(iii R T T (n+m+1)
0

r!+m+1

otrzymuje sie rozwinigcie w szereg catek okreslonych wystepujacych
w rownaniach (3.5):

. dX.:_
{3.21) [d ’(Sm(rp %)d(plngkzqﬁ +Z:k399 + ot 2t -

przy €zym Wspélczyhniki zirr Dodaja nastgpujgce wzory:
g _
Zir2 =5 Tk Bird,

1 - 1 _
Zika = o LeiGine + = Trodipi,

3 3
szziwmgiks-i——xkzgzkz-klxkagim
: g ThA Ok, g Tr2 et 4 Tug dina,
i ogolnie ; '
. r—1-
Zikr = Zxkp(sxky—p L
M
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3

Podstawiajge szeregi (3.16), (3.17.2) oraz (3.21) do ukladu réwnan cal-
kowych {3.5) otrzymamy

251k(xk,1q5+ ‘|"3'-'er0 + )+ Z(zmw 4otz )
k=1 =1

- Sr0ag -+ dorg =

D bulteag+ T )+ D) Curag® F o Zawrd o)
h=—1 fe=1

Fwap A Guoeg + =100

Uklady rownan dla ‘wyznaczenia wspolczynnikéw @, otrzymane
‘przez grupowanie wyrazéw przy kolejnych potegach ¢, przedstawiaja sie
nastepujaco:

dla wspolczynnikdéw .:cm

. 13
Z i Tt - 10,4 == 0,
foe=i : .

"
2 Our et + Baog == 0,
k=1

i og6lnie dla r =2

Z 01z Zt,r + ZZHer-f—ﬁwr-—O

k=1 k--

" n
2 B Zrp + 2 Znkr + 3;10,1': 0.

Jak Wldac do obhczema Wspolczynmkow T T-go rzedu potrzebne sz
wspotezynniki d.0, rzedu v-go oraz dimr rzedu {r-1)-go.

Zbieznodé szeregéw (3.16) jest bardzo réina; w wielu przypadkach,
szezeg6lnie dla warto§ci ¢ nie przekraczajgeych 2-2,5, wystarcza obli-
czenie dwu lub trzech, a nawet wyjatkowo jednego wyrazu X, co za-
pewnia wystarczajgcg dokladnosé rzedu kilku procent. Czasemn jednak
zbieznoi¢ moze byé bardzo wolna i dla ¢ = 4 konieczne byloby oblicze-
nie nawet kilkunastu wyrazéw. Wiedy rzecza bardziej celows jest przed-
stawienie rozwigzania w postaci

(322)  Xu(p)=(1—e"") wro+weip+ - + wire! + ).
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- Wzory na wspotezynniki wy,, przedstawiaja sie nastepujgco:
1 .
wk,O e xk,l ]
2
Wes = Ty o w
1= P 2 5 e Wi,
w ﬁix 1 Ay 2w
k2 h— !j,k k3 2 ﬂk k,i g 6 ‘uk k,ﬂ,
w I SO § RN N SN S SO
LF P [ X:3 2#1’2 (] Bjuk --‘?.1 24'”’1 k0,
ogblnie dla r =1
1 1
W, =~ — — e W W
RF ‘ e ke, r+1 pg; (p ¥ 1) ] L Wheorp r .
Najszybszg zbieznosé uzyskuje sie na ogdl przyjmujge

‘ ' ' 220
(3.23) fe e

Wowezas wyraz we1 jest rowny zeru, a nastepne mozna czesto pomingé
- {przy wymaganej doktadnosci rzedu kilku procent);  w przy‘padku tym
wielko$é nadliczbowsg przedstawia wzor

(3.24) X () = weo (1 — e!7),

‘Obecnie podamy ogolne uwagi dotyczace przebiegu funkeji X, {0}
w mteresumcym nas przedziale 0 <Tg <4,

"{w a

Rys. 12

Wykres typowy przedstawia krzywa @ na rys. 12. Stopien zakrzywie-
nia moze by¢ rézny i zalezy (w przypadkach gdy wyjéciowe sity normalne
N} maja w calym ukladzie ten sam znak, za§ przy Wykresach zmieniajg-
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eych znak, gdy przekrdj poprzeczny pretow jest staty) od charakteru prze-
kroju poprzecznego. W przekrojach plyt moenych wykres moze byé zbli-
sony do.linii prostej, natomiast gdy ptyia jest bardzo slaba, rzedne wy-
kresu moga ustalaé sie jus przy wartosciach ¢ <4 (rys. 12b). Decydujaca
role w tych przypadkach odgrywaja zatem wspélezynniki o wiekszym
wspblezynnnikiem « odpowiadaja silniej zakrzywicne wykresy. Wykresy
znacznie odbiegajace od powyzej opisanych mogg powstac, gdy przekro;l
poprzeczny pretéw jest zmienny (zwlaszcza, gdy jego wysoko§é jest zmien-
na), za§ wyjéciowe sity normalne NY sa czeSciowo dodatnie, czesciowo
ujemne, np. przy obceigzeniu belki- c1agke] clezarem wlasnym. W tych
przypadkach wykresy wielkodei statycznie niewyznaczalnych mogs mieé
maksimum (rys. 12¢) lub przeciwnie, moze wystgpié stabe zakrzyw1en1e
odwrotne (rys. 12d). W przypadku skrajnym mozliwa jest nawet zmiana
znaku wielkosci statycznie niewyznaczalnej (rys. 12e) 7).
Podane powyzej zaleznodci wynikajace z oméwienia wzorbw (3.10)
i (3.15) wystepuja wyraznie w ukladach jednokrotnie niewyznaczalnych.
‘W ukladach wielokrotnie niewyznaczalnych moga sie zatrze¢ z powodu
wzajemnego oddzialywania wielkoéel nadliczbowych.

Txrw a T*rw b Ixfw c

i . )

|
;T 7
’ Rys. 13

Uprzednio zaznaczyli$my, ze podane uwagi odnoszg sie do przedziatu

-0 << p << 4, Wykres wielkoéci nadliczbowych przy nieograniczenie rosng-
cych wartosciach zmiennej ¢ asymptotycznie zbliza sig do pewnej
wartosci koficowej, przy czym typowy jest wykres a na rys. 13. W przy-
padkach bardziej skomplikowanych mozliwe sy wykresy b i c¢. Oczywiscie
dane powyizsze nie majg zadnego praktycznego znaczenia. :
Jak juz wspomniano, wystarczajaca dokladno$¢é daje zazwyczaj
pierwsze przyblizenie znalezione za pomocg wzorn (3.24). Jedynie
w przypadkach, gdy wielko&¢ nadliczbowa ma ‘przebieg typu ¢ lub e
{rys. 12), zbiefnoéé moze by¢ wolniejsza, poniewaz funkcje drolp) skladaja
sig wtedy z dwu sktadnikéw odpowiadajacych dodatniej lub ujemnej
czedei catek (3.2) lub (3.12.2). Szeregi dinor przedstawiajace oba skladni-
ki funkeji dro(p) sg zawsze szybko zbiezne, lecz ich réimica moZze byé
wolo zbiezna. Dlatego w tych przypadkach czgsto korzystne jest prze-

7y Przebieg wykresu Ng -der:yduje w belkach ciaglych; w przypadku og(zlnym
fuklady ra}r_novme) decydujacy wplyw na wykres ma oczywiScie przebieg funkejl dyq (ph
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prowadzenie obliczen osobno dla obu wymienionych sktadnikow funkeji
dro (@), po czym wyniki nalezy do siebie dodaé. Przyktad 8 zapozna czy-
telnika blizej ze strong rachunkows tego zagadnienia. Nalezy zaznaczy¢,
7e nawet w przypadku stabej zbieznoSci szeregu wystarcza uwzglednienie -
Wyrazow Wpy Ora4Z We3. Obliczone wielkosei nadliczbowe drziatajg na
pelny przekréj zespolony. Momenty zginajgce i sily normalne przekazy-
wane do poszezegolnych przekrojow podane sg w postaci:

{ M(X):Xl M1 -+ XzMz + - + XRMH!
NY — X, N, + X, Ny + -+ + XNyt

Momenty zginajace i sily normalne przekazywane na czest betonows
_ ofrzymamy ze Wzor6w:
{ M) = X5 M1p -+ Xo Mop+ - + XaMus,

N = X1 N1p + X2 Nop + -+ + Xa Nos.

Na czeéé stalows przekroju dziataja sity wewnetrzne MX i NIY, ktére
mozna obliczyé za pomoes wzoréw (2.2), jezeli znane sa wielkosei MW,
N3O M i N9, Jednak znajomosé tych sit wewnetirznych nie jest po-
trzebna poniewaZ naprezenia w czeSci stalowej obliczamy bez ich uzy-
cia (por. przyktad 7).

Wielkogei M) oraz NIX powoduja odksztaleenia plastyczne betonu
i w rezultacie zmieniajg skladowe sil wewnetrznych czeScl betonowe]
o d M) oraz d N{¥. Na podstawie wzoréw przyblizonych mozemy okre-
§lié jedynie zmiany sit normalnych'

{3.25)

(3.26) .

) (*) ; :
{3.27) 8 N () = _f an, (1 —ele—od)d @,
dg,

WyraZzajge funkCJe podcaikowe szeregami potegowymi mozna uzy-
skaé nowe szeregi przedstawiajgce funkeje 6 N, ktorych zbieznosé jest
jednak mewystarcza]aca lecz moZna jg polepszy¢ przez wydzielenie od-
powzedmch funkeji, podobnie jak to uczyniliSmy dla wyznaczenia wiel-
koSei nadliczbowych. Opisany powyZej sposéb obliczenia wymaga
jednak zbyt duzego nakladu pracy; z tego wzgledu podamy metode, za
pomocy kidrej mozha otrzymac wyniki Sciste w przypadku stosowania
rozwigzan zamknietych lub przy rozwijaniu rozwigzania w .szereg potg-
gowy — wyniki przyblizone o duzej doktadnofci.

Zalézmy, ze nadliczbowa k okre§lona jest jako

-(3.28) o Xk(qa)=Xi(1we”k'P).

Podstawiajac wyrazenie (3.28) do réwnania (3.27) otrzy:mamypo scal-
kowaniu _
(3.29) SN (@)= — N (g) P (e, 0, ).
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Funkcje Py, e,¢) okrefla wzdr

# eal}l —— e'qu

leﬂym—a 1 — ety

za$ w przypadkach szezegblnych dla a= g

o e”?’(p
P=ttey o
dla p=10F%)
. | o
p—is 1%
a P

Wartoscei funkeji P (u, a,p) podano w tablicy 9.

Tablica 9. Wartosci funkeji P (g, o, ¢)

g

¢ N 005 010 015 0,20 025 030 0,35 040 045

# N

0,50

0,55

0,60

—1,20 0,03 006 009 011 014 016 0,18 021 023

- 0,80 003 005 008 0,10 013 015 017 020 022

1 —0,40 003 005 007 0,10 012 014 0,17 0,19 021
0 002 005 007 010 012 0114 0,16 0,18 0,20
+040 002 0,05 007 009 01f 013 015 0,16 0,18

—1,20 0,07 0,13 018 024 028 033 037 041 044
—0,80 0,06 0,12 0,17 022 026 030 03¢ 0738 041

2 —040. 005 0,10 0,15 0,20 024 027 030 035 0,38
0 005 010 014 018 021 025 028 031 034
+0/40 004 0,08 0,12 0,15 0,19 0,22 025 027 0,30

—120 011 o020. 028 036 042 048 053 058 0,62

0,80 010 0,18 026 033 039 044 049 054 058

3 —040 009 0,16 023 0,29 035 040 0,44 048 0,52
0 007 014 620 025 030 034 038 042 045
+040 006 0,11 036 020 024 028 032 035 038

—120 015 027 039 047 054 061 066 071 075
—0,80 013 025 035 043 049 057 062 066 0,70

4 —0,40 0,12 022 030 0,38 044 050 055 0,60 0,63

0 010 017 025 031 037 042 046 050 054
+ 0,40 0,07 0,13. 0,19 0,24 029 033 0,36- 0,40 043

0,25
C 0,24

0,23
0,21
0,20

0,48
0,45
0,41
0,37
0,33

0,66
0,61
0,55
0,48
0,41

0,78
0,74
0,67
0,57
0,46

0.27
0.26
0,25

0,23

0,22

0,51
0,47
0,44
0,40
0,35

0,69
0,64
0,58
0,51
0,43

0,81
0,77
0,70
0,60
0,48

0,29
0,27
0,26
0,25
0,23

0,54
0,50
0,46
0,42
0,37

0,72
0,67
0,61
0,54
0,46

0,83
0,79

{,72

0,62
0,51

Jak wida¢, przy stosowaniu rozwigzan zamknietych wzoér (3.29) daje
wyniki $ciste?). Réwniez przy stosowaniu rozwiazan w postaci szeregdw,

) W tym przypadku zaklada sie Xglp) = X7 {p).

®} Np. w rozwigzaniu przykladu 5 jest Xy ==—1Y2,7, w innych przypadkach
rozwigzanie mozna przedstawié jako sume skladnikéw typu (3.28). Np. w przykla-

© dzie 6 otrzymamy X, (@) = — 154,3 {1 — e—0.48p} — 9,0 (1 -— ¢—0.229).
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gdy poprzestajemy na pierwszym przyblizeniu (3.24), obliczone przy uzy- .
ciu réwnania (3.29) wielkosci & NX beda $cisle odpowiadaly przyjetemu
. przebiegowi wielkoSci nadliczbowe], poniewaz woéwezas X3 == wyq, za$
wspolezynnik p. przedstawiony jest wzorem (3.23). Jezeli konieczne jest
uzycie dalszych wyrazéw szeregu we,r, réwnanie (3.29) okrefla wartosci
przyblizone, Wspdtezynnik gz nalezy w tych przypadkach dobieraé w taki
sposob, aby zasiepeza funkcja :
(3.28) mozliwie dobrze przyblizala TM"’W a 1Moty b
rzeczywisty przebieg funkcji nad- :

liczbowej. W rza-dkicﬁ wypadkach, L - |
gdy funkcja Xi(p) zmienia znak,’ 1 e

nalezy ja zastgpi¢ dwoma wyraza- - @
mi typu (3.28) stosujac do kazdego  Rys. 14
z nich wzor (3.29). '

Przebieg funkcji 6 NX przedstawia rys. 14. Wykres typu @ powstaje
przy malych, zas Wykres typu b przy duzych wartesSciach wspblczynni-
kéw « i p. Pochodna dla ¢ =10 jest zawsze réwna zeru. Wielkosé o NI®
moze przy duzych wartosciach wspblezynnikow a i g wynosié do kﬂku—
dziesieciu procent wielkosci wzbudzajgeych NV

‘Na czeSé stalows przenosza sie sily wewnetrzne wskutek odksztalcen
plastycznych betonu:

{ SNX = — s NI,

{3.30 L
( ‘ ) SMM) = —dNXy .

Pstateczng wartose sit wewnetrznych powstaltych pod wplywem wielkogei
nadliczbowych otrzymaé moZzna. zatem ze wzordw ‘

(3.31) ANP=N{+ N, ANDP=NX—sNP, AMI=MH—NMy,.

Wzory powyzsze nie maja jednak zastosowania, poniewaz naprezenie
wygodniej jest obliczaé osobno dla obu sktadnikéw. Naprezenia tak
w stali ot jak i w betonie ol wywolywane wielkoSciami M¥X i N
[wzory (3.25)] nalezy obliczaé za pomoca wzordw wytrzymatoSei materia-
ow przy uwzglednieniu momentéw bezwladnosci J, i powierzchni prze-
kroju poprzecznege F.. Naprezenia del¥) w stali powodowane dziataniem
skladowych § N&¥) i (SMLX’ nalezy oblicza¢ zgodnie z zasadami ogélnymi,
przenoszge wymienione skladowe na przekrdj stalowy. Natomiast napre-
zenia dop w betonie powodowane odksztalceniami plastyeznymi mezna
okresli¢c dokladnie tylko dla osi ciezkosei czefei betonowej:

(3.32) RV Sl

- Oczywisdcie okreSlenie dM{¥, a zatem dolX! w dowolnym punkcie
czgéci betonowej nie nastrecza Zzadnych trudno$ei, konieczne jednak by-
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loby korzystanie w tym przypadku z rozwigzan cistych rozdzialu dru—
giego. Mozna by tez wyprowadzi¢ wzér analogiczny do wzoru (2.11).
- Wzér fen jednak zawieralby nowe, skomplikowane funkcje. Poniewaz
z drugiej strony naprezenia te nie sa duze, mozna dla celéw praktycznych
zadowolié sie przyblizeniem wediug wzoru (3.32). : :

Przykled 7. Rozwigzemy za pomocy szeregéw temat z przykladu SZ6~
stego. Poza obliczeniem wielkosci statycznie niewyznaczalnej okreslimy
zmiany sit wewnetrznych ukladu w kilku punktach oraz zmiany napre-
zen w przekroju nad podpora $rodkows. Przykiad ten zawiera zatem .
w skrocie pelne: przeliczenie prostego uktadu statyczme niewyznaczal-
nego. _

Naprzod za pomocg wzorow (3.19) obhczymy wspblczynniki a, dla obu
przekrojéw poprzecznych. Odeinek A-1

_— 6 0 19)’ —6 — ‘ —b
a,==—0,9589« 10— , a,=—0,1822:107%,  ay=—0,01731-10"".
Odcinek 1-B _

——0,6179 " (=0 26) y Gy =0, 1606-10—°, a,==—0,02088- 10*5.

Korzystajge z Wartosc1 calek obliczonych w przyk?adme € otrzymamy
[wzory (3.20]:

S11 = (2,442 - 0,1822 + 2,982 - 0,1606) - 10—° = 0,9238 - 10,
S101==(852,1 - 0,1822 + 1040,6 - 0,1606) - 10—* = 322,3 - 10—,
b102 7= (— 852,1 - 0,01731 — 1040,6 - 0,02088) - 10—° = — 36,48 - 10~°,

W dalszym ciggu obliczamy wspélczynniki i,

322,3
X4 = 4,753 == _67,81,
211,2-=.-'—%67,81 +0,9238 - 10~ = — 31,32- 105,
T gga—— 1 (- 36,48—31,32) =14,26
2 4,753 ma T e
Stad o '
2-14,26 ' 67,81 \
T e UA206 W= goge < 1612
Zatem pierwsze przyblizenie (tabl. 10):
X, (p)—=—161 2(1-~e*° 2l

440




Tablica 10

o 1 2 3 4

X, {p) tm — 554 91,8 —115,6 —131,3

Jak wida¢, blad pierwszego przyblizenia nie przekracza nigdzie 0 ,20/y.

Obecnie przeprowadzimy tabelaryeznie 3
~obliczenie zmian sit wewnetrznych ukiadu g i 2 1.8 i.
W czterecl} p?.;nktach “(por. rys. 15) dla L 42100 B J
p==4, przyjmujac X(4)==-—-131,3 tm (tab-
lice 11 i 12). ' _ Rys. 15
Tablica 11
B 1L 1P 2 3
@ o —0,26 0 —0,26 —0,19 —0,18 " — 0,19
Nt 135 101,2 1136 7 379
AN ¢ —87,3 — 65,4 — 60,5 —40,3 - 20,2
Nt — 508 —38,1 .—43n 284 —142
Plg) 045 0,45 - 0,36 03 - 036
sNUS ¢ Y 17,1 15,4 10,2 B
AN ¢ 27,0 210 @ —273 182 —91
“AN, t - 115,2 —864 °  —81,8  —585 — 29,3

N, ot 19,8 14,8 25,8 17.2 86

Dwa ostatnie wiersze tablicy 11 nie sg konieczne do obliczenia na~
prezen; podano je tylko dla orientacji ogdlnej w przebiegu zjawiska.

Tablies 12 ST

AND + oD ¢ 64,4 48,3 45,1 30,1 15,1
AM® + s ml tm 72,8 546 51,0 34,0 17,1
M tm —181,3 984 984  —656 328

Zestaw1eme naprezenn w.przekroju nad podpora, B. Naprqzema poczgt~
kowe

0%, = 95,7 kG/cm?'_, % == 20 kG/em?.
o), =--367,6 %G/em®, = of,=13,5kG/em®..
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. Zmiany naprezen w §rodku ciezkosci czedei betonowe;:
' ' ANy=—87,3—050,8 + 22,9—— 115,21,
Aossr = — 14,4 kG/em?.
Zmiany naprezefi we widknach gérnych:
od AN® Aol = — 14,3 kG/fem?,

od M o =— 17,5 kG/em?,
od JNX dol) 2,9 kG/em®,
razem - Ao, ~—19kG/em® .

Zmiany naprezen w czesei stalowej :
A0zg = 115,2 kG/em?, Aoy = 117,2kG/cm?,

Przyklad 8. Obliczymy obecnie wielkosé nadliczbows, - jaka po-
wstaje pod obeigzeniem stalym w ukladzie przedstawionym na rys, 10.
ObciaZenie réwnomiernie rozlozone g=3t/mb. Wykresy M° oraz N) s

przedstawione na rys. 16, za$ pozostate potrzebne wykresy na rys. 10.
' Wartosé callii [ M N9ds na odeinku A-1
wynosi 910,8, a na odeinku 1-B — 1160,8.

Jak widaé, funkcja 6,,(p) jest suma
dwu funkeji o rzednych przeciwnego zZna-
kui, co moze byé przyczyng wolniejszej
zbieznoéei rozwigzania. Dlatego rozdzieli-
my &,,(p) na funkeje skladowe odpowia-
dajgce dodatniej lub ujemnej czesci calki
[ MP NYds. Szeregi ofrzymane w ten spo-
s6b bedy na pewno szybko zbiezne, ponie-
waz jednak (jak sig¢ okazuje w toku obli-
czen) wynik jest réiznica dwu liczb bli-
skich siebie, jest rzecza konieczng dla uzyskania dokladnogci rzedu 1%
uwzglednienie wyrazéw ws, do wis wlacznie. Zatem polrzebne jest obli-
czenie czterech kolejnych wyrazéw xi., co wymaga z kolel obliczenia
czterech wyrazéw i, oraz trzech wyrazow dir. '

OBbliczenie podajemy ponizej w skrécie. Wspdiczynniki @, (por.
przykiad 7): na odcinku A-1

Gy, = 10,1822 107, @y 5 ==0,001096 - 10,

Ay, = —0,01731-107%,  a,,=-0,00005206 - 10—°;
na odeinku 1-B

ayq=0,1606-10—°, Gy = 0,001810-10%,

Qyy=—002088:107%,  ay,=—0,0001176-10"".
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Wspolczynmkl 611, obliczamy jak zwykle dla caloSci uktadu (por.
przykiad 7):

11,1 == 0,9238 - 10~°,
b11.2 = (— 2,442+ 0,01731 — 2,982 - 0,02088) - 10~ = ~-0,1045- 10—,
d11,3=(2,442 - 0,001096 -}- 2,982 - 0,001810)- 10~ = 0, 008073 - 105,

Wspblezynniki di0,- obliczamy osobno dla obu czesei uktadu: odeinek A-1
S104 = 910,8-0,1822- 16— = 165,9- 10¢,
d102 =~ 910,8 0,01731 - 10~ =~ 15,76 - 10—,
d103=910,8-0,001096 - 10~* = 0,9982 - 10"*,
S04 == — 910,8 - 0,00005206 - 10~ ® = — 0,04741- 10~,

odcinek 1-B
S101 == — 1160,8 - 0,16060 - 10— == — 186,4 10~
Si0s = 1160,8 - 0,02088- 10~% — 24,24 10,
S10.5 =— 1160,8- 0,001810 - 10~% ——2,101 - 10~,

104 = 1160,8 - 0,0001176 - 10" = 0,1365 - 10°°,

Jak widaé, w wyniku sumowania Wyrazow dodatnich i ujemnych
otrzymaliby$my szereg bardzo’ wolno zbiezny.

Wspélezynnik d;;=4,7563-107° (wedlug przykladéw 6 i 7). Teraz mo-
zemy obliczy¢ funkcje X, (¢): odcinek A-1

1659 -
Ly == _4—’753 = 34,90,
1 - - o
Ry "y 34,90 0,9238- 107% = —16,12- 107,
: 1
= s — =670
E 4’753( 16,12 — 15,76) = 6,707,

2y — (% 34,90-0,1045 + 3 6,707- 0,9238) 107" —3,281 - 10,

1
x e

» {755 (3,281 + 0,898) = —0,9003,

_ . |
Y e (—— 7 24,90-0,008073 — 0 6,707 0,1045 —
—-i 0,9003 - 0,9238)- 1076 = —{ 0,3951-10—°,

Rozprawy Inzynierskie - 5 493




er WI -
4,753

13,414
fLi —““—3'&',90 = — 0,384,
34,80

e T
1
1,2"%

. . 009310 1
1377 0,384 2

Ty =— (~~0,3951 — 0,6474) = 0,0931,

— 90,89,

0,9003
0,384

2

w 0,1475+ 90,89 — —0,1102,

0,384.0,1102 — ~2}4 0,05664 - 90,89 == 0,00679,
Nz podstawie analogicznego obliczenia dla odeinka 1-B ofrzymujemy:

py=—0,454,  w ;—86,39,  w,,=—00890,  w,;—0,00493.

Zatern trzecie przyblizenie funkeji nadliczbowej bedzie
X, () = — (90,89 + 0,1102 ¢* — 0,00679 *) (1 — e 03547) |-
+ (86,39 — 0,0890 ¢* 1 0,00493 ¢*) (1 — e~ 0454w,

Wyniki drugiego i trzeciego przyblizenia zestawione sa w tablicy 13.

Tabliea 13

P 1 2 3 4
X lp) (I tm 248 2,37 0,81 -—1,57
X (p) () im 2,48 2,42 1,04 — 0,96

Rozwiazanie zamkniete prowadzi do rdwnania (por. tablica 14)

X, (@) = — 17,46 — 38,89 ¢ 04572 | 56,35 ¢ 218w,
Tablica 14
v 1 2 3 .
X g} 2,48 2,42 . 1,04 —0,94

Wykres funkeji X, (p) przedstawia rys. 17.
' Jak latwo stwierdzié, oba skladowe szeregi wir sa szybke zbiezne
i pierwsze przyblizenie wio daje wyniki z bledem ponizej 1%. Obli-
czenie dwu dalszych wyrazéw konieczne jest tylko dlatego, ze rdznice
miedzy warto§ciami dwu funkeii, ktére od siebie odejmujemy, sg rzedu
zaledwie 1-2%b, ‘ . :
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Szereg wn,, olrzymany przy uzyciu pelnej funkeji E;O(Q'p) jesf stabo
zbiezny i trzy wyrazy dajg dla =2 wyniki obarczone Znacznym bledem.
Warto tez zauwazyé, ze cztery obliczone WYTazy szeregu i, moga daé
dostatecznie dokladne wartosei X, () co najwyzej dla g=1,

Podany przyklad przedstawia wypadek skrajny, ktéry Wymaga sto-
sunkowo duzego nakladu pracy. Nalezy jednak pamiegtaé, Ze w prakty-
ce przyjmowana do obliczed warto§¢ modulu pelzania wyjatkowo tyl-
ko przekracza ¢=25, poza tym za$ wystarczajgea jest dokladnoge
wynikow rzedu 10%. Dlatego bardzo rzadko (nawet w przypadku
zmieniajgeej znak wielkosei nadliezbowej) zachodzi koniecznogé uzyeia az
trzech przyblizen. &

Na zakoficzenie podamy jeszeze kilka uwag natury praktycznej.
Przedstawiona powyzej metoda szeregdw potegowych jest ogdlna
1 umozliwia rozwigzanie nawet skompli-
kowanych probleméw w sposéb stosunko- ]
Wwo prosty i, co najwazniejsze, przy zasto- |
sowaniu dzialan arytmetycznych. Zakres
praktycznej stosowalnosdci rozwiazan zam-.
knietych okreélono na poczatku p. 3. Na-
lezy jeszeze podkresli¢, ze w wyliczonych
tam przypadkach rozwiazania zamkniete
powinny by¢ stosowane '%). Powstaje py- - Rys. 17
tanie, w jakim stopniu mozna zastepowaé
rozwigzania szeregowe zamknietymi (w celu uzyskania przyblizonych
wynikéw orientacyjnych) wbelkach o zmiennym przekroju poprzecznym,
obliczajge wielkosci nadliczbowe z gotowych wzoréw przy upraszczajg-
cym zaiozeniu, ze przekrdj poprzeczny jest staty. Jest rzecza konieczng
rozroznienie dwu zasadniczych przypadkéw obliczen pelzania, przy czym
wnioski ograniczamy do belek cigglych.

Jednym z bardzo waznych zastosowan obliczen pelzania jest badanie
zmian w silach wewnetrznych, powstalych wskutek obnizenia podpdr
{(dokonanego sztucznie w celu spresenia plyty). Wykresy momentdw
wyjsciowych, zatem takie wyjsciowych sit normalnych NY, majg wéw-
czas w calym ukladzie ten sam znak. Z tego powodu nieduze régznice
w - charakierystykach przekrojéw poprzecznych nie majg decydujgeego
wptywu na rozwigzanie, co jest dobrze widoczne, gdy poré6wnamy wy-
niki otrzymane uprzednio w przyktadach 5 i 6. W dodatky trzeba réwnies
pamigtaé, ze wplyw N9 wielkosei nadliczhowych na sily wewnetrz-
ne jest z reguly mniejszy (w punktach niebezpiecznych) niz wplyw ob-

? Xitor

) Co prawda, gdy rozwigzanie zarmknigte posiada jedng wartoss wilasng {czyli
w przypadku réwnania rézniczkowego bierwszego rzedu), wowezas plerwsze przy-
blizenie za pomocy wzoru (3.24) daje od razu scisly wynik {(dalsze wyrazy Wy, 58
réwne zeru). ’
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ciazeh wyjsciowych na ukladzie podstawowym 4N Dlatego w prost-
szych konstrukcyjnie belkach ciggtych o stale] wysokosci przekroju po-
przecznego ( w ktérych moment bezwladnoSei ro$nie w bliskoSci podpo-
ry, lecz réznice migdzy maksymalnym i minimalnym momentem bez-
wladnogci nie przekraczaja kilkudziesigeiu procent, za$ skoki osi cigz-
kogei czefci stalowej nie sg zbyt duze), moina przeprowadzaé przybli-
zone obliczenie wielkosci nadliczbowych jak dla belki o statym -
pirzekroju poprzecznym. Natomiast jezeli zmiennodé przekroju poprzecz-
nego jest wyraZniejsza (przede wszystkim w belkach o zmienne] WYyS0o-
kosei), obliczenie przyblizone jest niemozliwe; wlasnie w tych przypad-
kach szczegodlnie uwydatniaja sig korzyéci rozwigzah szeregowych.

Innym zastosowaniem obliczen pelzania jest badanie zmian w silach
wewnetrznych ukladu, powstatych pod dziataniem ecigzaru wlasnego..
Z budowy wzoru (3.2) widoczne jest po uwzglednieniu rownan (3.3.2), ze
w uktadach, w ktérych nie wystepuja sily normalne (zatem, praktycznie
biorae, tylko w belkach ciggtych) petzanie nie powoduje powstania sta-
tycznej niewyznaczalnoéei, jezeli przekréj poprzeeczny wszystkich pretéw
jest staty i jednakowy ).

Wplyw ciezaru wilasnego w op1sanvch powyzej belkach ciagiyvch
o stosunkowo niewielkich réznicach w przekroju poprzecznym nie jest
zbyt duzy (por. przyklad 8) i nieraz moze by¢ pominiety. Natomniast
w belkach o wyraZniejszej zmiennosci przekroju poprzecznego, przede
wszystkim gdy ich wysokos¢ jest zmienna, wielkosci nadliczbowe, ktore
zostaly wywolane ciezarem wlasnym, moga byé bardzo istotne dla obli-
czen. Obliczenie funkeji ds0(p) lub wspolczynnikow 8:0r nalezy w tych
przypadkach przeprowadzié dokladnie, poniewaz otrzymuje sie je (wskuo-
tek zmiany znaku funkeji NY) zawsze jako roznice dwu bliskich sobie
liczb. Wszelkie uproszezenia moga zupelnie znieksztaleié wynik.

3.5. Wplyw skurczu betonn. Wielkoéei nadliczbowe, kiére powstaly
pod wplywem skurczu betonu, obliczamy z uwzglednieniem pelzania roz-
wiazujae uklad réwnaf (3.5), przy czym zamiast funkcji die(g) nalezy
podstawié funkcje

(334) 6!3 f M(z, Qs (99; dS -+ f N(Z) CS (% s)ds.

Dla obliczen na podstavme rozwigzan sc1slych rozdziatu drugiego wiel-
kosci os{g,s) i &s(p,s) obliczamy za pomocy nastepujacych wzorow:

. AMbs—]—ANbs’yc)
QS (‘p’ S) - . E J ; H
(3.35) . zee
( ) — Z].Nbs
& (p, 8) = EZFZ .

11y QOczywiscie tylko wtedy, gdy caly uklad zabetonowano je.d_nocze-énie; zaloze-
nie to towarzyszy wszysikim naszym rozwaZaniom.

406




(3.36) P e
e 9) = 1y, o (1)

Jezeli przekrdj poprzeczny pretéw jest staly, woéwcezas wzdr (3.34)
mozna napisa¢ z uwzglednieniem (3.36) w postaci

(3.37) Bis (i) = Ass (1 -—e9),
gdzie '
A[_s = F £S M(z] -3 + Fb 83 NIZ) ds.
nw Jz Fz (pf-! :

Przy uzyciu wrzoru (3.37) rownania te mozna sprowadz'\f’(": do rownan
rézniczkowych w sposob podany poprzednio. Np. dla ukladu jednokrotnie
statycznie niewyznaczalnego otrzymamy wzoér analogiczny do wzoru (3.15)

Ay

1— et¥
Ali—i—all( )

X (p)=—
Dla ukiadu Jednokrotme statycznie niewyznaczalnego o ‘dwu rodza-
jach przekrojow poprzecznych lub o stalym przekroju poprzecznym, obli-
czonego- na podstawie rozwigzan Scistych, réwnanie nadliczbowej okre-
glone jest wzorem (3.10), przy czym zamiast wielkoSci Ao, By, Cyp nale-
zy podstawia¢ odpowiednio obliczone wielkosei Ais, Bis, Cis.
Rozwigzania funkeyjne réwnan maja praktyczne znaczenie tylko w naj-
prostszych przypadkach. Dla znalezienia rozwiazania w postaci szeregow
nalezy funkcje dis(p) rozwingé w szereg

&S(QD):&S,IQJ -+ 51'3,2_992 + 4 &s,,(pf e

gdzie . _ .

;s_is’r = f Mfz] Gs,r ds + f N,(_.z, bs,r ds;
s §

Fo 85 o Py &s a’

T e e — b = —
Qs,r ng qjky rl? 5r an 7 1"

'Dalszy tok obliczen jest identyezny z podanym dla przypadku obcigze--

nia zewneirznego.
Przyklad 9. . Dla be1k1 z przykladu 5 przyjmujac g=20" 10—5 otrzy-

mamy
A =2301-1075,

X, (p) = — 2045 (1 — e~077¥),
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Jak wida¢, wielkosé nadliczbowa, powstala wskutek skurczu betonu,
jest bardzo duza i musi byé z tego powodu uwzgledniona w oblicze-
niach, tym. bardziej Ze naprezenia w betonie, ktére wywoluje na pod-
porze frodkowej, nakladaja sie na naprezenia of!. Warto zauwazyé, ze
7z obliczenia przy uzyciu wzoréw statyki budowli (bez uwzgledniania
pelzania betonu) ofrzymuje sie nadliczbowsg réwna X; =—303,4 tm.
Zatem uwzglednienie pelzania daje w tym przypadku wyraZzne korzysci.

Tablica 15 .

P 1 2 3 4

Ky} tm ~— 63,5 — 107,3 — 1375 — 138,3

5.6. Rozwiazywanie réwnani za pomoea transformacji Laplace’a. Podany po-
peprzednio sposéb rozwigzywania funkeyjnego rdwnan, polegajacy na
kolejnym ich rézniczkowaniu, jest niewygodny, peniewaz wymaga sto-
sunkowo duzej liczby przeksztalcen; przy czym konieczne jest okreslenie
dodatkowych warunkéw brzegowych. Trudnodci tych moina czesciowo
unikngé stosujge transformacje Laplace a.

Weimy pod uwage uklad réwnan w postaci (3.5.1):

1

@
‘ ' ) ddy {g—
Xidy + 4 Xa 5111'_j X (‘P1)"”“1}“é%_@dfpl -
0

7 B
. dﬁ " - o
. _u._an ((pl)ﬁ_l_z(i‘}”%_‘i’l.).dqjl 4 830 () =0,
0 7 .

P _ ‘
| d 8t (p— oy
Xi0m 4 - + Xa aszJ'Xl (QJ;)%Q?I)“dQJ;—
1
[i]

@ — :

) d Sun(p— ry

—_— ‘”"jsz(W])‘%pL}dq)J + 6/:0(99}:0.
- 5 P

Niech x:(s) oznacza transformate funkeji X (p): £2{Xe (p)} = x4 (s).
- Kazda z calek wystepujgeych w réwnaniach (3.5.1) stanowi splot dwuy
funkeji, ktéry transformuje sie, jak wiadomo, na iloczyn odpowiednich
funkeji zmiennej s zgodnie ze wzorem

! .
B{(}J’Fl(r)m(t——ﬂdr}=f1(s)-fa(s), "

gdzie

FE=R{F@L =2 ).
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Zatem po transformacji otrzymamy ukiad réwnan:

£1(980 + 00+ (9020

do

T (S) On 1 + + Tn (S) Orn + Xy (S) £ {d'éé“;_)@)} _}H

} + 2 {Saolg)} =0

dﬁ,m((p
+ -+ n()Q{ dp

i ostatecznie, po wprowadzeniu oznaczen

raty—2fTO) e 2 Bt
ukiad rownan .
1 () [0+ yua (s)} + -+ @2 (8) [0 A y1n (3)] + 10 (8)==0,
{3.28)
20 (5) [81 £ 7t O]+ + 20 (5) 1mn -+ 720 (9] + 7m0 (8) =0
Rozwiézanie tego ukladu zapiszemy w postaci wyznacznikowej

Xp (S) = % .

Okreélenie funkcji yie (s)_oraz y0(s) nie przedstawia trudnosei, po-
niewaz funkeje 8w {p) oraz d:0(p) przedstawiaig sie, jak wiadomo, w po-
staci wykladniczej. Dlatego obliczenie x(s) jest bardzo latwe. Dla zna-
lezienia poszukiwanych funkcii Xx(p) konleczne jest jeszcze przeprowa-
dzenie transformacji odwrotnej, przy czym nalely =zawsze rozwiazaé
rownanie algebraiczne analogiczne do rownania charakterystycznegﬂ
unktadu rownan rdézniczkowych.

Jak widaé, strona formalna rozwigzania przy zastosowaniu {ransfor-
macji Laplace a jest prosta i, co najwazniejsze, nie ma potrzeby
okreslania dodatkowych warunkéw brzegowych [warunki zasadnicze,
mianowicie X,(0)=X,(0)="+- =X,{0)=0 tkwig w samym zapisie réw-
:nan (3.5.1)].

Jako prosty przyklad rozwigZzemy réwnanie dla ukiadu jednokrotnie
statycznie niewyznaczalnego o staltym przekroju poprzecznym

@ B .
) dd = -

Xy (‘P) Oyq [ Xy (Wl) '“"Ll“g;_liﬁd% + 1o (‘P) = 0.

0
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Wediug (3.38) mamy
Yia (3) )
a1+ piq (8)

X (s)=—

Poniewaz [por. wzory (3.14)]
5—1“ (p)= A, (1—e™), 811 (@) = Ay (1 —e),

zalem
: 1 1 a
?l‘?(s)zAm(?_shﬁ_a), ?’11(3)=_'Aus__a§
- stad

1 1

Aig (:s:_s—a)

Xy (8) = — v :

a

Oy — E —

Fo krotkich przeks.ztalceniach oirzymamy
A]Q 1 A10 1

X == e ﬁ +
19 Ay +6y s Ayt 6y s—u
gdzie
S AH + 611
== a e
61
Transformacja odwrotna daje wynik
' A
X (g)=———"T0 (1 — ero),
=g, e

identyczny ze wzorem (3.15).

4. Inne zagadnienia

Uwzglednianie zbrojenia betonm. Uwzglednianie tego czynnika nie przed-
stawia Zzadnych trudnodeci. Przekréj zelaza zbrojeniowego nalezy uwa-
zaé za czedé przekroju poprzecznego dzwigara stalowego i w takim
charakterze powinien byé uwzgledniony w obliczeniu wielkosei geome-
trycznych. W przypadku réznych moduléw sprezystosci mozna stosowaé
odpowiedni wspélezynnik analogiczny do wspolczynnika n. Jest rzecza
oczywista, ze wplyw zbrojenia belonu tak na odksztatcenia, jak i na na-
prezenia jest w typowych przekrojach bardzo matly.

Ukiady sprezone kablami. Uklady sprezone nalezy obliczaé za pomoca
wzordéw podanych w rozdziatach 1 i 2. :

Uklad sprezony jest po naciggnieciu kabli statycznie wewnetrznie nie-
wyznaczalny, przy czym kazdy kabel daje jedng niewiadoms. Niewiado-
me te, jak réwniez niewiadome przyjete w pretach zespolonych, mozna
obliczy¢ rozwigzujac uklad réwnan (3.5). Przyklad zalozenia uklady pod-
stawowego przedstawiono na rys. 18. Wielkosci 6z dla niewiadomych
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przyjetych w kablach naleiy oblicza¢ z uwzglednieniem odksztatcen osio-
wych kabli, a czasem réwniez pretéw. _

Obciazenia pézniejsze. W dotychezasowych rozwazaniach przyjmo-
wali$émy, ze wszystkie obcigzenia wywolujgce pelzanie beionu przylozo-
ne sa w tej samej chwili, mia~-
nowicie t = 0, kidrej odpowia-
da wartod¢ modutu pelzania
p =0, tzn. w chwili rozszalo- ;
wania konstrukeji. W prakiyce Rys. 18
niejednokrotnie znaczna czest
obcigzen statych moze byé przytozona dopiero w pézniejszym okresie (np.
przy ukiadaniu jezdni mostéw). Obliczenie dla tych obcigzef nalezy prze-
-prowadzaé na zasadach ogolnych, przy czym konieczne jest odpowiednie
zmniejszenie modutu pelzania; dla obcigzenia przylozonego w chwili
t = t, modul wynosi ¢, =gp(t}—e{t).

X, Xz

Betonowanie nicjednoczesne. Betonowanie odeinkami ma zastosowanie
przy budowie kazdego wigkszego obiektu. Jezeli proces ten trwa krétko,
wowezas mozna przyiaé, ze wiek betonu i szybkosé narastania odksztateen
plastycznych sg w catym ustiroju jednakowe. Jezeli przerwy miedzy be-
tonowaniem poszezegélnych czgsel ustroju sg duze, to odksziateenia pla-
styczne betonu w réznych punktach beda w danym okresie czasu rdzne.
Sciste obliczenie wymagaloby wyprowadzenia wzordw uwszgledniajacych
zalezno$é modutu pelzania od czasu. Przyblizony i wystarczajaco doklad-
ny sposdb ohliczenia objasnimy na prostym przykladzie. Przypusémy, %e
w chwili ¢t = 0 zabetonowano pierwszg czesc¢ ustroju, zas w chwili t = 1,
drugg. Obliczenie dla t<{t, nalezy wykonaé na zasadach ogdlnych.
Obliczehie dla t, <t <{t, nalezy nawigzaé do modulu pelzania betonu
© plerwszej czeSci z tym, Ze przy obliczaniu wielkosci &0, O calki pe

g drugiej czg$cl ukladu nalezy pomnozyC przez
© wspodlczynnik

_plts =t}

x 1 Plta) —@(t)’
iy t b t g‘d;ie t, oznacza chwile odpowiadajgca mak-
.syrnadpej przyjetej warto$ci modulu pelza-
nia dla pierwszej czefei ukladu (rys. 19).
Oczywiscie, obcigzenie ukladu betonem
1, éz 3 w chwili t = t, powoduje powstawanie no-
Rvs. 19 wych obcigzenn wyjsciowych, kiore w sumie

ys. ’

z juz istniejgcymi sitami wewnegtrznymi sta-
nowig podstawe do obliczenia dla t,.>>t >t,, Obliczenie dla t > t, nalezy
robié w zalozeniu, ze beton pierwszej czesel podlega tylko odksztalceniom
sprezystym.
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Wplyw pelzavia betonu ma sily rozwarstwiajace mipdzy plyta i diwigarem
stalowym. W ustrojach statycznie wyznaczalnych zmiany sit rozwarstwia-
jacych powodowane pelzaniem betonu otrzymamy ze wzoru

d AN,
{3.38.1) AR="0

Roézniczkowanie we wzorze (3.38) na ogdét przeprowadza sieg numerycz'nie.
Dia ukiadéw statycznie niewyznaczalnych mamy analogiczne wzory
d A NP AN d 8 NI
ARM—"""0  p. "% spx) 70
! R_ ds E ds ds_ _
Zatem mozna oblicza¢ réwniez sumaryczne zmiany w silach rozwarstwia-
iacych
d AN
AR="5s"
gdzie .
ANy = AND -+ AN,

‘Poniewas pelzanie zmme;sza sity normalne Ny, zatem zmniejsza row-
niez sity rozwarstwmmce
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Peziome

B/HAHHWE JI0JISYYECTH BETOHA
HA HOMIIWIEHCHBIE CTEPH(HEBEBIE CHCTEMBI

Meropel, manaraevble B HacTOAuUIeH paboTe, OCHOBAIBAIOTCH Ha TIOO-
FEEHNAX Teopun monzydectn Geroma ImmuETep A,

Criocobr1 pacuera BIMSHMA nonMzydecTH GeToHa B CTATHHECKU onpe-
OENMMMEIX CHCTEMaX DaCcCMATPIBAIOTCA BG BTOpOH ruase. Toumnie pemre-
HMS RAaHBL ypaBREHUAMM (2.7); ANA NPaKTHYECKMX Helell IpUBOJATCA TIpH-~
bivennnie pernemva (2.9) u (2. 11), ofJgamaronmye ﬁomamom TOMHOCTLEOD
D TOHEMX CeYeHMAX,

Tperssa raasa moceamena TEOPUM CTATHHECKH HEOTPeAeMIMBIX CHCTEeM.
B KadecIBe HEM3BECTHRIX IPHHMMIIOTCS nepeMeHHble M30BITOUNLIC Beau-
bl Xi(p). IlpuMenss paccysKAeHMA METONA CHUJI, TIONYYACTCH CHCTEMA
METETPANBHLIX ypabHeHmit (3.5). O0osHaveHmsa 3amMMCTBOBAHBI M3 METOXA
CHUII, nNpuyYem 810 (p) npencrapnser coBoit mMAEMe mIacTMIecKMx medop-
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Malyii, BEI3BAHHBIX MCXOAHON Harpy3koi (feiictryiomeri o7 ¢p==0), a 3:};({?)
— BJMAHWE ILIACTMYECKWX AeOpMaIusdi, BEIZLIBACMEBIX IIOCTOAHIO meii-
cTRyIONE m3bnrrogrolit Xp=1. 3amxuyToe peHleHMe CcHeTeMbl ypan~
HeHui (3.5) UPUMHIMOIMANLHO BO3MONKHO ¥ FOCTIIKMMO, IyTeM Ipu-
BefleHuA K cucreme audrbepeHIManbHEIX ypasHeHML. ueno ypaBHCHMH
COOTBETCTBYET YMCIYy HEM3BECTHRIX. B ciydae ‘TIOCTOAHHOTO IIONEPEeuHOTOo
CCHEeHMA BCEX CTEPIKHEN, 3TO YPABHEHMA BTOPOH CTemeHM (OPM MCIIOMRZ0-
BaHMY TOYHLIX (POPMYJ BTOPOI IIIABBI} MJN TEPBOIl CTen€syu (TpH IpHMe-
Henuy WpHOMOKeHHbIX Qopmyan). B clygae KycowHO-IIEDEMEHHOTO HONE-
PeUHOrO Ce4eHMA PHA YPABHEHMI DABEH HHCIY PA3IMYHLIK I0NEPEYHbIX
ceuenyii. Ilo ymoManyTeIM npPMUMHAM 3aMKHYTHIE DEUCHMS IpuMe-
HMMBI JOMIOL B Haubozee IPOCTBIX caywasx [dopmyis: (3.10) = {3.15);
HMCNIOBEIE HpuMephl 4,5 1 6]. MeToz, 1103B0AMIOINMIE PelIaTh caMble CJ0K-
HEI€ BOIPOCEH], NPM HPUMEHEHMY JMITL PAacYeTHRIX fAeiicTeMii, AaH cTe-
TEeHHBIMY Psjavu, 37ech HeM3BeCTHhIE IPHMHMMAIOTCS B Buae (3.16). Ilo-
caemoBaTeNbHBIE HYMEHDI DAJA Xp,r NOJIYUAOTCH M3 cueTeM anreSpan-
JecKkux ypasuenmit, Pap (3.16) wamre mcero cxopmress memmeHHo. Jia
YAYULIEHKA CXOXMMOCTY PHIOCE CJEAyer peHieHyMe HPCACTABMTL B BUAE
(3.22). Caman JyHiiaf CXOAMMOCTE JIOCTMTACTCH, €CJM IPHMHATL Kos(du-
nmenT 4, coraaceo (3.23). Torma Boobue noc'ra'roqeﬂr OBMHE UJICH paga
M pelieHMe MOXKHO BBIPA3HTE C YHOBJAESTBOPHTENBHON TOYHOCTRIO (hop-
myaoit: Xe(p) = wpe (1 — e ¥). Bonee MenjienHas CXOAMMOCTE PAZA Wk, r
* MOXKET BBICTYNSGTL B PEIKMX CAyHAAX, KOrza M30nLITOouHAA HeMsSBeCTHas
NEPEXOOUT Yepe3 MaKCHMMyM MAM W3MEeHseT 3Haxk (pme. 12¢ u 12e). Op-
Haxo BeeTAa (Ana ¢<74) ZOCTATOYHO BBRIYMCACHME TPeX WICHOEB. JHMCIOBLIE .
nprmepel 7 un 8§ obeHCcHAKT ¢Hocob BRIUMCIEHME [P TOMOLIM DALOB;
Pe3YIBTATH COMOCTABIAIOTCS ¢ TOYHBIMIM PEIIEHMAMIA. '

a

Summatry

THE EFFECT OF CREEP OF CONCRETE ON COMPCOSED BEAM -
STRUCTURES

The methods discussed in this paper are based on the assumptions
of Dischinger s theory of creep of concrete.

The caleulation methods of the influence of creep of concrete in
statically determinate structures are discussed in the second Article.
Accurate solutions are given by Egs. (2.7). For practical purposes, however,
approximate solufions, (2.9) and (2.11), are proposed the approximation
being good for cross-sections with thin slabs.

The third Article is devoted to the theory of statically’ indeterminate
structures. Using the well-known virtual work method we obtain the
system of integral equations (3.5) in which the unknown functions
X () are the redundant forces, The notations are taken from the stress
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method; diw(p) represents the influence of plastic deformations due to
the initial load (acting from ¢ =0) and & (p) that of plastic deformations
due to the constant action of the redundant force X, = 1. The solution
of the system of equations (3.5) is, in principle, possible, the number
of equations being equal to that of the unknowns. This may be achieved
by: transforming (3.5) into a system of differential equations with
constant coefficients (or by using the L aplace fransformation), In the
case of constant cross-section of all members the differential equations
are of the second order (if the accurate formulae of the second Article
are used), or of the first order (if approximate formulae are used). If
the cross-section is sectionally variable the order of the equations is equal
to the number of different cross-seclions. In view of the above, solutions
can easily be obtained only in the most simple cases [Egs. (3.10) and
(3.15); numerical examples 4, 5 and 6]. A method enabling the solution
of most complicated cases by the use of arithmetic operations only is
obtained with the aid of power series. The unknowns are taken in the
form (3.16). The successive terms of the series &, are obiained from
systems of algebraic equations. The series (3.16) is usually slowly
convergent. In order to obtain rapidly convergent series the solution
should be represented”in the form (3.22). The best convergence is
secured by the assumption of the coefficient B according to (3.23).
Then, one term is usually sufficient and the solution can be represented
with a sufficient accuracy by the equation Xi (¢} = wro (1 — e¥),
A slower convergence may appear in the rare cases where the redundant -
force passes through its maximum value or changes the sign (Figs. 12¢
and 12e). Three terms, however, are always sufficient for ¢ <4. The
series calculation method is illustrated by the examples 7 and 8; the
results are compared with accurate solutions.

Praca zostale zlozone w Redakcji dnic 20 peifdziernika 1955 r.






