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ODKSZTALCENIA I NAPREZENIA TERMICZNE
W PEYTACH NA SPREZYSTYM PODLOZU

i. Réwnanie ogélme. Rozpatrzmy plyty prostokaine i kolowo syme-
tryczne na sprezystym podiozu, w kidrych powstaje niejednakowy roz-
klad temperatury. Metoda réznic skonficzonych moze byé uzyta z powo-
dzeniem do obliczania narazonych na termiczne wplywy plyt kolowych,
prostokatnych i innych, wzdluz krawedzi wolno podpartych, utwierdzo-
nych, swobodnych lub o mieszanych warunkach brzegowych.

Rozwazmy plyte na sprezystym podiozu, dla ktérej rézmica tempera-

tury pomiedzy doina a gorng powierzchnig wszedzie- jest stala i wy-

nosi At.

Oznaczmy sztywnosé¢ plyty na zginanie przez D = Eh?%/12 (1 — ),
gdzie E jest modutem sprezystosei Younga, » liczha Poissona,
za§ h grubosdcig plyty. Wspotczynnik fermicznej rozszerzalnosei liniowej
OZNACZIYY przez &, a wspdlezynnik pionowe] podatnosci podloza przez
e (kG/cm?®).

W mysl zalozeh W in k]l e r a oddzialywanie podioza r jest pro-
porcjonalne do ugiecia w o.dpowie-dniego punkiu plaszezyzny Srodkowe]
plyty. Mamy zatem
(1.1) : T =cw,

Srodek i osie x i y prostokgtnego ukladu wspolrzednych obierzemy
w plaszezyznie $rodkowe] plyty. Przy powyzszych zalozeniach funkcja
ugigeia plaszezyzny srodkowe] plyty w (x, y) pod wplywem réznicy tem-
peratur At spelnia roOwnanie rogniczkowe

0\ Fw ¢
(1.2) (W+ay)(axg o )—f-Bw:O.

W biegunowych wspoirzednych (r, @) powyzsze réwnanie przyijmuje
postac 1) _ _

0* 0 1 02\ {FPw 1 dw 1 FPw ¢

(13) (0w2+r aﬁr—zw)( —'*F‘a‘z,;f)*ﬁ

=5 T — w == {).
Jdr* + r Or
Y Por, [1], s. 646 i 647. W danym przypadku p=—r= —cw.




Liczba At okreslajaca roznice temperatury nie wystepuje w samych
rownaniach rézniczkowyeh ugiecia (1.2) 1 (1.3}, lecz kryje sie w warun-
kach brzegowych zagadnienia.

2. Plyty prostokatme. Dla rozpatrzenia plyt prostokatnych wychodzi-
my z réwnania réiniczkowego ugiecia w prostokatnych wspélrzednyeh,
tj. z rownania ?)
0w C0tw dtw | c

oot ooy T oy TV

2.1)

Powyzsze réwnanie napiszemy w -postaci. réznicowej dla punktu k
(rys. 1) piyty w postaci

&y
r A% w A w
T T e et
L ——— __.Imifl, —— — ’
; T ETT T b e
. o -+ we=0.
_f,_T__E_ju_%f_“?u# Ayt T D
i )
I Jr___}{r-_ et 4%Ir__1:,1fgf k2 |y Jezeli podzielimy ptyte kwa-
I ‘ ,

Lo | [ dratows siatkag o boku dx—
T JV*T_O'{’I'-L‘IF - Tﬂ_j_ —= —Ady= s, to réwnanie réznico-
b, we (2.2) mozemy przeksztalcié

do postaci 3)

| | (2.3) (20‘ + 1‘;s")um—8('wk1Jr

j + wrgr + we + wi) + 2 (i +
LS | a1 Wit Wir) - {wr—s +
Rys. 1 . + ween + wp + wm) = (},

Powyzsze rownanie odnosi sie do kazdego wewngtrznego punkbu we-
zlowego siatki podzialu. Otrzymany uklad nie jest oczywidcie zlozony
tylkeo z rownafn jednorodnych wzgledem niewiadomych wy, gdyz rdznica
temperatury A, wystapi w wyrazeniach na fikeyjne ugigeia punkiéw
poza piyts, ktére otrzymamy z warunkow brzegowych podparcia plyty.

Z rozwiazania ukladu réwnan (2.3) otrzymamy wartosci ugicé ptyty
w punktach wezlowych siatki. Wartosei momentéw zginajgcych, skre-
cajgeych, sit tngeyeh i reakeji podporowych (w przypadku dodatkowego
podparcia wzdluz krawedzi) ofrzymamy z nastepujgeych wzordow 4):
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4 Por. {1}, 5. 6382,




(2.4)

4* A%
M.xu.’e?_“D( U;k +’V’*“%)—‘D(1 + 'V)Bt%j’:

- D £
- "qu {wk._1——2wk+wk+1 —+p (w,-—zwf.,+w;)J (1 +?’) é‘,t %E y

D At
= {wi—2we Wiy (Wee 1 — 2wn 1) —D {1+ ) & 5

Ay —D{l—-»)

Mxy.fe:—D(lu'V)mg"'."—'Zfs = (W = W — Wi 1 W),
(A Ay —D
Qu.r= D(A:C:* Ayg'dx) Y3 {lwr 2 + weia) +
4 (2w0rg 1+ Wigr) — ('wifl"lﬁ Wi} — & (We s 1— Wa)],
o é’ Wy Aa ’wfu‘ L — D
Q= D( Ay Ayzl:cz) = g (m =)

+ (Wit 4 wl—;i)"‘ (wis 1+ wimy) — 4 (w——wy)],

_ éﬁwkv A Wy o
R”‘AD'A;ﬁ HE— A:czlyl
—D.
Nair e fwe 2 4 (6 29) (W pt——wr—t) +
T2 —w) (Wi 1 Wit — Wy W) — Wwe 2],
o 'As&” o A% 1wy ;ﬁD
Rv.k—D{A’yg }(2 ?)A$2Ay| 95 [wn-F—(ﬁ-——2v)><

Flwe—wi) + (2 — ) (Wit + Wiif — W1 — Wiy 1)~ Wal.

Wzory f)owyisze otrzymamy ze znanych wzordw teorii plyt. przez zasig-
pienie pochodnych ilorazami réinicowymi.

Warunki brzegowe dla réwnania typu (2.1) wykorzystujemy w naste-
puja-cy sposéb (biorae pod uwage rowniez fikeyjne ugiecia punktéw leza-
cych poza plyta): _ :

(1) W punkcie swobodnej krawedzi plyty rownoleglej do osi Yy musi

byé

M, .=10, Ren=10.

5




Stad znajdujemy

wpa1=2(1+v}wp—Wrs—7 (w;+w;)—(1 4-») &y é;—tsz,
(2.5) { _ '
Whpy == Who2-— (3 — v} Wes + 2 (2 — ) (wi—y -+ wi—1) +
+6(2 42y — »¥) o — 2(2 + 49— 39%) (wi -+ wih+
(o ) — (1 e g2
W narozu swobodnym warunek brzegowy 2 My n =0 prowadzi do réw-
nania

(2.6) Wiy 1= Wi—t + Wit Wi

(2) Jezeli plyta. jest dodatkowo podparia na 'l;réwédzi rownolegle]
do osi y (krawedz wolno podparta), to mamy

> (2.7) wp=wi=wW =0, Mer—=0.

g - |

| P Warunek ostatni pozwala napisaé rownanie

1 y

3 , t .
g T"i B R sy = — wi—t— (L vl e o st

(3) Dla plyty utwierdzonej wzdiuz brze-

— , gu réwnoleglego do osi y jest

T (2.8) Uy — Wi = Wi — 0, W= We—1,

Rys, 2

, gdyz Awk/'dsc =0.
7 powyiszego wynika, Ze ptyta utwierdzona wzdkuz wszystkich kra-
wedzi nie odksztatea sie pod wplywem dzialania réznicy temperatury:

w]:wz:...:wk:...:w,,:(].

Otrzymany uklad réwnan (2.3) bedzie ztozony tylko z rownan jedno-
rodnych,

W dowolnym punkcie piyty wadtuz wszystkich krawedzi uiwierdzo-
nej momenty zginajace wynosza ‘

At
M,\',k:My.k:—D(1*}*1’)8(7;.
Przyklad. Wyznaczyé¢ ugigeie i momenty zginajgce zelbetowej piyty
fundamentowe] zasobnika na sprezystym podiozu, jefli rbznica fempe-

ratury wynosi At. Wspblezynnik . termicznej rozszerzalnodci liniowe]
;= 0,00001, modut sprezystosci plyty E =210 000 kG/em?, liczba Pois-
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sona r="1, wspblczynnik podatnoci podioza (z uwzglednienia odporu
pali) ¢ = 10 kG/cm?, bok plyty kwadratowe]j a réwna sie 8,00 m, wysokosé
h=10_80 m.

Siatke podziatu przyjeto jak na rys. 3.

Obliczmy

cst 10-1125*-12-35
"D 210000-80°:36  r1o80T:

Ze wzgledu na pionowe' sclany zasobnika ugiecia punktow lezacych
-wzdluz obwodu plyty beda jédnakowe:
Wyq = Wig == Wy == Wyy = Wiy == Wy,

Ugiecia punktow wie ~ Wi 'leZaC-
cych poza piytg otrzymamy z wa-

runku
H_L YWl §.60m
Mett = Mee = My s = Myu = 0. .

R —— -
| — e —

Stad znajdziemy:

Wi =—wy+2w,—{1 ey %E s?,

Wy == — Wy 2w, — 18457 - 107 At

- _ .10—7
K w18-—ﬁw9+2w0 18457 10 At ﬂ%"f ,fﬁ ﬂriﬂfg'
Wyge=— Wi+ 2We—18457 - 10748 N y 113' ly s
—d
Wspdlezynniki przy niewiado- ‘ S ﬂif',‘,i:"' J@ .
mych uktadu rownan (2.3) zesta~ | | ‘ ! | J
wiono w tablicy 1, rozwigzania 3 \ SN SR N NN (A
w-tablicy 2. " ; Fj gﬁ l? .,
 Ugiecia  punktéw  leigeych S e (L
wzdluz obwodu plyty w, wyzna- 13 _ifﬁ X

czymy z warunku rownowagi ca-
Yego zasobnika:

frdF:cfwdF: 0.
F F ) Ry's.3

Objeto$¢ zawartg miedzy powlerzchnig ugiecia a plaszezyzng odnie-
sienia x, ¥y wyznaczymy metoda przekrojéw (korzystajge z reguty Sim p-
sona): :

T




e X T | | B B
mﬁzw Emi 98012 | gzror ! gagzz | 92THT | 16091 NENJ TegHz | 668592 ‘q .
148180 wmsm.o _Emﬁ.o Tmm%.o ”fmmﬁm.o Mmﬂmﬂ 0 [egeege  @ELE0 28600 _mﬁmc 0 In
) ) L o i , |
| W_ | T _ , ﬁ _ o
01 : i, ! fn, : m : 9m, m i : Y S | a2 i iy _ m
_ _ i | | i _ |
1y,_01 g+ °mip ='m geumol NPREER pIuRZRINIOY g vRilqRl
. | _ _, ﬁ. _, | _ | ! |
17, 0131698 ‘@ o = T8ELIT | oer— 0% 0z | | _ | _ _ lot
17, 0151698 + M T = C o'oT—|TeLeTy 7 ohﬁi_ peT—| | 09 _, ooz | i 8
mg—=" 07 , cnﬂl,_ﬂmms,ﬁ 0% odHJ 0% ! o2 | g
1y, olplsee - tmy = o't | 09l 0% orpgiey . 08— 0% 3:}”7 0% _ _1
g = T I e e 091~ 19178 0Y | goT— 0% . g9 0% i
, , ! : | _
0= | |0 7 0T . o,ﬁl_ﬁwmsnmm S 0% ger— 0% g
"L , : i ﬂ i |
17, QL LEF 8L M = P 0 |  ogr—i 0% 188LT°6T 7 o'g— 0'1 _ _w
_ | ” : _ o i _ |
S — = 0T 0% oot 0% 09— |18ELL'DS bopee o1 e
0= | | _ os | oel— 0T 0'e— 18LT'ET 7 0 [z
0= | A oo I o oose m@qum ,
H i H i H .
[ —— i ! ! — S| [ T S U S _
[T b “ el _ m wm | s | | o | m
oM £Z2IEM U R , ; L R
yoAdwoperimaiu fzaid 1qtuun£z2310dsm 7

7 EolgRL

|78




powierzchnia przekroju x = 0:

3 (w, + 4w, + 2w, + 4w, + wy),

F1=3

powierzchnia przekroju & = s:
Fy,—= % {wy + 4wy - 2w, + 4wy -+ we),

powierzchnia przekroju x = 2s:

V]

F, == #(v)q 4 4wy, 4 2wq -+ 2wy + Wyt
powierzchnia przekroju x = 3s:

Fy= _(wé+4w7+2wn+4wm +wy),

e

powierzchnia przekroju x = 4s:

Fy=4sw,.
Stad z'najdziemv

i,
—4—J wdeE(F A 4F, - 2F, F4AF, - Fy) =
F

? [231.1)0 }“w1+4(w3+w8)+8{w2+'w4)+16(w5+wﬁ+wq i me—SZw?}—WO

a nastepnie
82,15162 w, - 2228 607- 107" At=0,

w, = — 211281077 At,

Ostateczne rzedne ugiecia punktow 1-10 piyty (cm) podane sg w ostat-
nim wierszu tablicy 3

_ Tablica 3
l i . | = !
w0, wWe oy iy l Wy wy | Wy Wy \ wy Wi
A b — | =3 S -
—103 Wzssé 744 | —1581 405 | —860 !—--1646\—122[} 1848 | —2207-107° At
2450 | 2432 | 9277 | 1880| 2412 | 2256 1843 2104} 1537 ’ 1144.107% 4t
2347 2173? 1533 791 2007 | 1396 —3% 8g4! 311 | —1063-107° At

79




wiartki ptyty przedstawiono na Iys. 4,

Powierzchnie uglecia ¢ .
ch. Zgodnie ze WZOrem {2.4)

Wyznaczmy wykres momentow zginajacy
w punkeie wezlowym k mamy:

] .
— Mk %— = {Wpt - 200k + W1 T y{wi — 2wr + wi)]

+(1 +1’)£:—Aﬂtsz

Tub
2

8
- Mx,tt T

1
il P79 ) .10-8 At.
D 6 {wi + w) - 1846 109 At

7
= We—1 Ty Wk + We+1 +

Rys. 4

Rzedne wykresu momentow przedstawionego na rys. 5 zestawiono

w tablicy zawierajgcej warfosci

52 .
M"'kﬁd—f}mb'
Tablica 4
k-\l\z‘slz;lﬁ]e\"?\s-\g
Mx,re%gmﬁ 1440 | —1324 | —986 | —481 H1325? —997 | —446 | —1048| —560
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Ekstremalny moment M, otrzymamy wzdtuz krawedzi plyty y = 4s:

extr M, = — 1538 3—2 10% 4t =—112 At kG cm/em .

Stad odpowiednie naprezenie normalne wynosi

extr o, = 1,05 AtkG/em?.

Rys. b

3. Plyty kolowe. Ograniczymy sie do rozpatrzenia plyt kolowych
o podparciu i obeigzeniu koltowo symetrycznym.

Przy tych zatozeniach roéwnanie rééniezkowe ugiecia (1.3) uprosci sie
do postaci (Por. [1], s. 667)

diw 1dPw 1d°w  1dw ¢

3.1} S a2l SOV ST =,
@1 drt rdr* ¢ dr? +'r"‘ dr T D
Tablica 4
10 ] 2! 3! 4 ' il L 9t 13/
L . _
799 —1437 —1436 —1460 ‘ —1340 | —1400 ---1201 —1538
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Przy podzmle $rednicy plyty na (2n — 1) rownych odeinkéw o diugosm s
powyzsze réwnanie rézniczkowe napiszemy w nastepujacej postaci roa-
nicowej dla punktu k:

{(3.2) ivfam-z (1—ax) — W1 y

Xiz (2 _— alz)+ %(2 -+ ak)]+

4

2 ‘ ,
+wklﬁ+2a + D]"’”wkvl[ (2+ak)+%(2”‘ak)]+wk+2 (1 + ar} =

gdzie ar = s/v..

Nieznane przesunigeia w punktéw podzialu wyznaczymy z rozwigza-
nia ukladu n rownan réznicowyeh typu (3.2). Sily przekroju wyznaczy-
my ze wzoréw ponizszych 5):

- Awe | v Awe At
Mr’k—mD( e Ty Ar) DL A-s) ey =
_-PD 1— ™) 2t (1 0% —D(i-+v)e at
=g ’w.k—j 112 T Wk +1 2 : ¢ R
Awe | 1 Aw 4t
Mg)h—”_D( rch _+1‘ A’r) D14 v)e -

(3.8)

=g lI'LUk1(1“5;)—21Un+wk+1(1+-21’)}—D(1+1,)8r.37
lAswk 1 A%ws 1 Aw\ D

 Wh (2 + 2an - 2) 4y Wy Wi (25 2k + @) == wtal,

MJ‘(p,k = 0, 7 qu,k = 0.
Przesuniecia w punktéw lezacych poza obwodem piyty, a interwenju-
jacych w réwnaniach rozmcowych (3.2), wyznaczymy z nastepujacych

warunkéw brzegowych:
(1) w przypadku swobodnej krawedzi obwodowe3 plyty mamy

Mr,n:(), Qr,n:O,

5 Por. [1], s. 668,
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a stad
1

Wh 1= '_—a:* lr_“ Wn—1 (1 _— ¥ %) + 2wy - (1 + 'l”) St% s? y
=1
(3.4) Lty | |
Wn 42 == Wiy~ Wa—t (22 00+ a,.&,)+ dag W+ wWap (2 — 2a,+ ai) ;
(2}. dla wolno podpartego obwodu plyty spelnione sa warunki
W — 0, Mr, n— 0,
z ktdrych wynika réwnanie
1 ' At
PR R A [ L
. I i _I_ v !
(3) iezeli dbwod plyty jest utwierdzony, to

Awn:
Ar

Wy == 0, 0.

Wynika z tego, ze w dowolnym punkcie plyty bedzie
wy =0, - Mrgr=0, Qr =10,
(3.6) Qe =10,
Mep=Myps——D(1+» af‘%.

Przyktad. Obliczyé zelbetowa plyte kolowa na gestym ruszcie palo-
wym, poddang dzialaniu réinicy temperatury d4¢ Modut sprezytosci
plyty zelbetowej E = 210000 kG/cm?, liczba Poissona »=",,
wspofczynnik termicznej rozsze-
rzalnodei & =105,

Uwzgledniajge odpdr pionowy G =g10m
_ glowic pali ofrzymano na wspol- ?mm : s—1d0m
czynnik podatnosci podloza war- _Ej - ’

tosé ¢ = 10 kG/em?®. Wymiary i po-
dzial promienia plyty przedsta-
wiono na rys. 7. Obliczmy

cst 10- 140" . 12- 36

st AD- 1807 12799 4 he6505.
D 210000 - 180°-36 . Rys. 7

Wspolezynniki przy niewiadomych ugieciach w; w réwnaniach typu
(3.2) zestawiono w tablicy 5 {(ax == 140/r, = s/7i).
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Tablica 5

k| gy | a |@iel|@-a)| 1-q, WEpCEIIRIE P 1t
- L Tt W} T e !

1020 40 |40 Joo |10 [-80 |1403060 |-80 | 30

2| 0,66667 | 044444 | 2,66667 | 1,33333| 0,33333 |—3,26926| 6,92548 |—5.62963| 1,66667

3lod  |o16 24 |16 06  |-3392 | 635660 |—4928 | 14

4 | 0,28571 | 0,08163| 2.28571 | 1,71429| 0,71420 —3,52187 | 6,19986 |—4,64140| 1,28571

5| 022022 004938 | 2,22222 | 1,77778| 0,77778 |—3,61043 | 6,13536 |—4,48834| 1,20222

61 018182 0,03306| 2,18182 | 1,81818| 0,81818 —3,67243 | 6,10271 |—4,39369 1,18182

71 0,15385 | 0,02367 | 2.15385 | 1,84615| 0,84615 |—3,71780 | 6,08393 | 4,32054| 1,15385

Wypiszemy réwnania

typu (3.2) koleino dla kazdego punktu podziatu

promienia piyty od 1 do 7. Ugigcia punktéw 8 i 9 lezgcych poza plyta,

wchodzace w sktad rownan (3.2), a wypisanych dla punktéw 6 i 7, otrzy-

mamy z warunkéw brzegowych (3.4):
wy = —— 0,97468 w, + 1,97468 w, — 1,25420 - 10— A,
Wy = w, — 4,00390 w, + 4,00390 w, — 2,15233 « 103 A .

Wspbtezynniki uktadu réwnan dla zadania sy zestawione w tablicy 6.

Wyrazy wolne

34 107 ¢

Tablica 6
Wspélezynniki przy niewiadomych

] T Wy 1 w |ows | wy Wy

1] 603660190 | 30 ’ =0

2 [—2,92593| - 6,92548 ?775,62963- 1,66667 =

‘3| 08 —3,392 6,35660 i—4,928 1,4 . =0

4 0.71429 !g3,52187 6,10986 -—4,64140 | 1,28571 =

5 ! 0,77778 —3,61043| 6,13536 {—4,48834) 1,22222!|=¢

6 0,81818/—3,67243 1 4,95081 [—2,05997 |= 1.482

7 2,00000 ]—4,11774 2,15434 I:-"2‘94704'1""df

' szwiazania powyzszego ukladu réwnah podane zostaly w tablicy 7

{wy=a; 107% A1) .
Tablica 7
wy w, W,y % Wy ‘ w, wy I Wy w;
o; 5,465 5,088 4,270 . 2,870 0,706 | —2,411 | —6,631 | 10—34¢

Momenty zginajace M, w punktach podzialu wyznaczymy ze wzoru

(3.3):

5
- Mr'.k e
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2

Qg
12

D = W (1'—

)—Zwk+wk-z-1 (1 +

Qe
12

; ) +.1,27037-103 At




Rzedne — M, (s%/D At) 10 w punktach podziatu | zestawiono w ta-

blicy 8.
- §
| Ugieeis plyty ,w" 5
E . . [
Sl 2 3 4 5 - lE
=1y o <=1
T . & 7
9 L (+)
[
<+
iy -
by =g 1m |
) " il
Rys. 8
Tablica 8
-k L i 2 E 3 4 5 i 6 i 7
— - — i
Mpy oy 10° | 0.832 0,761 J 0.615 0,421 ’ 0222 | 0055 | 0,000
! i

Ekstremalny moment wynosi

extr M, = —.0,832 -—1073,322 At=—4450 /At kG cmjem.

Literatura cytowana w tekseie

[1] K. Beyer, Die Statik im Stahl-betonbau, Benlin 1848,
[2] Z. T h r u n, Termiczne stany odksztalcenia i naprezenie w éienkich ply-
tach, Arch. Mech. Stos. 4 (1954),

PezwomMmae

TEPMHUUBCKUR JIRPOPMAIIMH W HAIPAMEHWA B TLIACTHHEAN
HA YHOPYI'OM OCHOBAHHH

B pabore paccmarpusaeTcss npuMeHeHMe M3BECTHOTO METOZA KOHEYHDLIX
PA3HOCTE K ONPENENEHMI TEPMHIECKUX RedOpMaiMii W HATPAKEHHI
B MBACTUHKAX, a B HACTHOCTW B TNACTMHKAX Ha YOPYIOM OCHOBRAHMWM.
‘TipenmnonaraerTcd, 910 PasHMIOA TeMIlepPAaTyPhI B BEPXBMX M HMIKHMX BO-
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JOKHaX ILJIACTHMHKM [HOCTOSHHA BO Beell ofmacti. BhIBepeHHbIE pPA3HOCT-
geie QOPMYJBl OIS Nporrda, M3THMOAOHIMX MOMEHTOE M CPEeShIBAIOIY
CHJI KaCAIOTCH IPAMOYTONLHBIX [IJAACTHMHOK OIEPTBIX MpUM3BONBHO M KPY-
TOBBIX IIAACTHHOK ONEPTHIX OCECHMMETDPITHO. '

Hna uamocTpallMM Xofa pactueToB NPUBOGATCA IEa liprMepa.

Summary

THERMAL STRESSES AND STRAINS IN PLATES RESTING
: ON ELASTIC FOUNDATION

The application of the well-known method of finite differences to
the determination of thermal stresses and strains in plates, in particular
in plates resting on elastic foundations is considered. It is assumed that
the temperature difference between the upper and the lower layer of the
plate is constant for the whole area of the plate. The differential for-
mulae obtained for deflections, bending moments and shearing forces
refer to rectangular plates arbitrarily supported and to circular plates
on circularly symmetric supports.

- Two examples are given to illustrate the computation procedure.

Proce zostale zlozone w Redakefl dnia 24 grudnia 1954 7,
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O POZIOMYM ODDZIALYWANIU SPREZYSTEGO PODLOZA
NA PLYTY PODDANE DZIALANIU ZMIAN TEMPERATURY

Teoria plyt na sprezystym podiozu ma szerokie zastosowanie w wielu
waznych zagadnieniach technieznych. W pewnych przypadkach znaczny
jest wplyw odksztalcedl i naprezen termicznych na elementy konstrukeji,
spoczywajace na sprezystym podiozu lub na wielu gesto rozmieszezo-
nych podporach podatnych. Jako typowy przykiad moze postuzyé plyta
spoczywajaca na gestym ruszcie palowym. Powstaje pytanie, czy mozna
pominaé wplyw odporu glowic pali oraz poziomych odksztalcen plyty
na wielkosgei sit sprezystych w przekroju piy-
ty. W pracy niniejszej rozwazymy nie tylko
oddzialywanie pionowe podloza sprezystego,
lecz takie oddziatywanie poziome, wywolane
poziomymi odksztatceniami, pojawiajgcymi sie
na skutek temperatury w plycie.

Zalézmy, ze przebieg zmian temperatury
w przekroju poprzecznym plyty jest liniowy,
przy czym temperature w plaszezyZnie $rod-
kowej oznaczmy przez i, a roznicg temperatur ' Rys. I
na dolnej i na gérnej powierzehni plyty przez At.

Przyimijmy nastepnie uklad wspolrzednych prostokatnych x, y, z, kto-
rego poczatek oraz osie x i y niech leza w plaszezyZnie &rodkowe] plyty
prostokatnej. Wprowadzmy nastepujace oznaczenia: h jest wysokoscig ply-
ty, E wspélezynnikiem Y o un g a, G wspolezynnikiem odksztalcenia po-
staciowego, » liczba Polssona, & wspolezynnikiem termicznej roz-
szerzalnodel liniowej, D=Eh%/12(1—+%) sztywnoscia plyty, u, v i w prze-
mieszezeniami plaszezyzny Srodkowej. Wspoélezynniki poziomej i piono-
wej podatnosei podtoza oznaczamy odpowiednio przez cx, ¢, i ¢, kG/em?.

Oprzemy si¢ na tzw. zalozeniu Winklera, tj. zalozymy propor-
cjonalnoié odporéw podioza do odpowiednich przesunigé plaszezyzny
$rodkowe] plyty:

£ h o0
Tx ('T1 y) = Cx %:u‘ (Jf,', y) _E d;u}, .
(1.1} : - h dw Tz(l",y)?ﬂzwfm;y)-
‘ ry (X, Y) = ¢y ’U(:C,y)*w—zm W];
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Z warunkoéw rownowagi elementu plyty ofrzymamy nastepujace row-
nania:

Q. , 0Q,
ox Ay T ‘
0Ny | 0Ny ON, | ONy
24 Gy T = 0r Ty ™
OM,  OMe h OMy , O My h
633'+'“ay ngﬁ_?“’ W_!_ Jx =@t gy

Znaczenie unyych_sym‘boli jest podane na rys. 2,

o
e AL
¥ VA

¥

Rys. 2

Zaleznogel miedzy przesunieciami dowolnego punkiu powierzehni
srodkowej a naprezeniami moZna przedstawié nastepujgco:

g | 3 92 1 | TR
ax(“ ' za::)”“gz“za;i*“ g low—voy) + e, (“th)
L d | ' 2 At )
(-3 a"g(“—z%—z) = 35—2%; — e+ (t +54),
.,9__( aw) 9 ( Cwiy_ du _, Fw v 1y
oy Pl Y an P TR0y T oy ¥ eEoy Tor T ¢
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% powyzszych zwigzkow otrzymamy WZOTy na naprezenia normalne -
1 styezne '

e[ ]
o)
R e A £ A I
=T g; +wg”’ (1 net),
I“'j’""—2Gz6(ii;Uy+G(%+M)'

Skladowe stanu naprezen tj. momenty zginajace i skrecajgce oraz sify
normalne i tngee wyrazajg sie wzorami nastepujacymi:

\‘
hjo

0% w 0w it
Mx:':fg‘Zdz"—_D{dx “f‘“"a—y? F(i -+ ?’)Er/hJ
e J 12
f1;2 'az a“{ J
*w : 4t
Myxf(?yZdZ_‘*D‘"é“?}g“? 'v?‘gf(l%ﬂsr ],
— B2 B
- h’i2 a‘)
Mxy_Lf T.\‘J.’zdz: —D{(1—v) @iaﬂy’
(1.5) —hiz '
f/2 _a a
12D] du v
N,\' fo-\fdz hz ax + T"—(l +'V} &F tJ
— Itj2
12D} o ou
Nyfaydzm heE [0: + —5-53——-(14 1;)5,t
—n2
du . 0
Ny :fzxy deGh(a—Z + _::)

—h2

Podstawiajgc powyzsze wielkoscl do rdwnaf réwhnowagi (1.2) oraz
wykorzystujac réwnania (1.1) ofrzymamy uklad irzech réwnan roznicz-
kowych dla trzech funkcji u, v i w okreslajgcych przesuniecia dowolne-
go punktu powierzchni srodkowej plyty
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Mw M w tw h? 0% w 02w
aﬂ*zéﬁayf+ay4+”5”“‘25( FEIRr I )+
h Ou dv
R T - RN L
(1.6) ax~+“axay* A )(ay'*EEﬁgy‘ |
e P hoow
“12D 2 oz
az 02 G 02. ad
77t ozoy TEO w0x3+6xdy)

—~iﬁkiﬁﬂf&

Z, powyzszego ukladu réwnan rézniczkowych mozZemy wyznaczyé .
przesuniecia u, v 1 w dowolnego punktu dla danych warunkéw brzego-
wych. Tak sformulowane zadanie moze byé rozwigzane za pomocy me-

} tod numerycznyeh (np. metoda roz-

oy

L o=l nic skoniczonych), co jednak wymaga
{VU)S— *_f—— 0T — duzego naktadu pracy.
. N ciea
Jezeli nie uwszgiednimy odporu

poziomego podioza 1 pominiemy

Y przesuniecia poziome (u, v), to otrzy-
mamy jako przypadek szezegdlny
e~ ukladu réwnan réiniczkowych (1.6)
— / — znane réwnanie rézniczkowe ugie-
7 cia plyty na sprezystym podlozu
i1, Ow ""“'--J'
zfw) Z 5y & w &% w 9t
Rys. 3 ax4+ a$23y2+ 6y‘1+ =0,

Rozwazmy pasmo plytowe, kt6rego dwie krawedzie rownolegle do
osi y s3 s-Wo:qune (rys. 4).

W tym przypadku skladowa przesuniecia v oraz pochodna 0w/0y be-
dg rowne zeru, .a uklad réwnan (1.6) snrowadza sig do dwoch réwnan
rézniczkowych ‘

Hw e o dw  h du

dot T DY Tup% dar Tap®an="
(1.7)

&y 2 Rodw_

iz 12D % o p® dx
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Szezegolnym przypadkiem powyzszego ukladu réwnan  jest znane
rownanie rozniczkowe ugiecia pasma plytowego 1)

CWp Ew—y,

ktére otrzymamy nie uwzgledniajac poziomej reakeji podioza i pomija-
jac przesuniecie poziome u.

Uktad dwoch réwnan rézniczkowych (1.7) po prostych przekszialce-
niach moéna sprowadzi¢ do jed- . : .
nego roéwnania rdzniczkowego ! §
liniowego szdstego rzedu: =
ds w h? dtw ” {
azt 3D da T

c: d¥w h?

(1.8)

Po wprowadzeniu zmiennej bezwymiarowej & réwnanie (1.8) napisze-
my w postaci ostatecznej :

d w d*w d?w

(1.9) 7 & +a de + 4 ie + ew==10,

gdzie

| A
[ 52%" L= 40?’

{1.10} | o= — 2 cx%/?;—ﬁ__—% %:(Eli)z —_mgh—:)c_,fLB,
1 A=%.

- Szukajmy rozwigzania réwnania (1.9) w postaci
w=e"5
Rownaniem charakterystycznym bedzie rownanie
) + a0 + 404 +a=0,

Wpi‘owadémy oznaczenia nastepujace:

el ey 1fet 1 [k
b"‘{3 (2 9_) + 3{4 Tyl zﬁg)QJ }d’

Jeql ey 1fer 1 e
d_{s'(z 9) 3 {4’ F3 (az_g)z] } '

1y Por. [1], s. 30, wzbr 29.

(1.11)
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Przy powyzszych oznaczeniach otrzymamy sze$é rozwigzan réwnania
charakierysiyceznego

3
(1.12) ir S [ e R e 3)1|5~-(ﬁ+m),
(e o B L ) U AR

gdzie i oznacza jak zwykle jednosé urojona.
Stad rozwigzanie réwnania r()?nlcszWEgo (1.9) przedstawimy jako
sume ¢ szesciu calek szczevgolnych

w==C, cosh af -+ Cycosh g cos y& + C, sinh f&sin p& + .
+ C,ycosh pésinyé -+ C;sinh f€ cos y€ | C, sinh aé.

Jesh poczatek uktadu wsepélrzednych obierzemy mna osi symetrii plyty
(rys. 4), to biorac pod uwage symetryczna postaé wygiecia plyty znaj-
dziemy, ze state C,, C; i C; muszg hyé réwne zeru.

Rozwigzaniem rownania (1.9) bedzie wiec réwnanie
(1.13)  w(£)=C,coshaé + C,cosh f&cosyé + C, sinh & sin yE,

Latwo zauwazy¢, Ze w przypadku nieuwzglednienia poziomego odpo-
ru podloza z powyzszych ogélnych wzordw otrzymamy

a=0, b=—d == :‘;3— V'3, rye==r, =0, '
S , ‘ i
Ty =y = (2 iJ%:(l + ), 7y = —— 1, = (— 28)2 ={1 — ).
Stad szezegélnym przypadkiem rozwiazania (1.13) bedzie?)
(1.13.1) w(&) == C,cosh £ cos & + C, sinh & sin é.

State C, Cy i €, wystepujace w ogoélnym rozwigzaniu (1.13) wyznaczy-
my z trzech nasiepujacych warunkéw brzegowyeh zagadnienia: wzdiuz
dwbch réwnolegtych krawedzi plyty swoboduej dla x==1 lub dla &=I/.=1
musi byée

d? w At
l M\ [Lz d ﬁ) + (1 “_F Ii’) &f h:J — 01
I dM. h EFw kg h dw
1.14 — A p YW AW
(1.14) iQ‘ Ldé 2= T Puige 2“"‘(” 2Ld-§) ¢,
12D .
iN\: QlLd“ (l—f_l')S;tJ:[}.

3 Por. [11, 5. 31, wzor 30a.
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Z powyzszych warunkow brzegowych otrzymamy ukfad trzech réow-
nan dla wyznaczenia staiych C, C. 1y

Cya*coshal + Cg((pgcoshﬁicos;/ﬂ—2ﬁysinhﬂlsiny2) +

+ Cy(2BycoshfAcosyd + pysinh Bisinyd) = —(1+») sfihsz,

{1.15) Cig,coshald + Cylp coshfAcosy A —g,sinh fAsiny A) -

+ C, (i, coshﬁiicos yA -+ py8inh fAsinyd) =—2(1 4 ) s;th?,

Cig asinhal + Cy (p; sinh f Acos y 41— g, cosh B Asiny 1) +

+ Cy(pssinh fAcosy A + ¢, cosh B isiny A) =
Do rownan (1.15) wprowadzono nastepujgce oznaczenia:
Py = |4 + &’ (a‘*" + % a\” : @ = (i aa’ -4 %) ;
— (=) p(y et 4m)or,
(1.16) ga == 4{1—F" %) + -za%+ 5

p=B14— 1 (Ba—5y" + B la— 105"+ f)],

ge =7 14 + 2 (Ba + 5 %) — 9% (@ + 10 52— )]

Po wyznaczeniu statych C,, C, i C, otrzymamy nastepujace wyraze-
nia na ugigcie pionowe rozpatrywanej plyty oraz na przesuniecia rpﬂzm—
me u dowolnego punktu powierzchni §rodkowej plyty:

8k [Pw 3 dw 3 \dw
=— i bl i _2 e\ owl
W = rpalae itar (4 16“)d5J
_. 8R4 3 s E 3, a .
= 3lag {C;(I((Pn 160:)511’1}16[\-’— CZ((Pa 17;“ ﬁ_4ﬁ +

+;1— ﬁy)+C ((p(; 16&‘7/ + 2 y —Zaﬁgy) sinhf&cos y& +

' 5 .3
He=ntfger— g7 Fae)
3, a . , 3 o\ .
}_CS q).;,*l—éa *-Iﬁ —E—Za,ﬁy cosh ﬁ&smyf .
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- Momenty zginajace i sity nonmalne wyznaczymy Zze WZOTOwW

2w
%—?b@?

At

81‘-}?
——%[Cfa2 coshaé + cosh fécos yE{(Cappy + 20, fv) +

-Huwmajm—bu+m

—+ Sinhﬁf sinyé(—2C, 8y + C, @) .

d?w At
(1.175-3) _ My=— DE"’LTCLEQ + (1 =+ ) g, "}T}:
Mxy:(), .
12DV du ) '
! Nx:—ﬁ—lL—déﬁ(l+v)8itlz
S 6% % [01% cosh « & +(C,p, + Cy ) cosh pé cosy & +

© 12D
+ (Cy s — Cy 5} sinh f€ sin v & ———h?(l + )t

Jesli nie uwzglednimy poziomego oddziatywania podioZa (c; = 0) oraz
jesli przyjmiemy, Ze w plaszczyznie srodkowej plyty t =01 u=10, to
otrzymamy jako szezegélny przypadek réwnan (1.15) uktad nastepujacy %):

. . At L*
C, sinh Asin A — C,cosh Acos A= (1 + v} e, B

(1.15.1)
C, (sinh A cos 4 + cosh Asin 4) + C, (cosh Asin 2 — sinh AcosA)=0.

- Stad wyznaczymy stale

At : At
'GS:'(I%mv)_e!WLzzp], Caz—(1+v}£,—ﬁsz2,
gdzie : | _ o
:.Qoshﬂsin A—sinh Acos 4 . _9_(?shﬂsinl+ sinh 4 cos 4
¥ Snh2itsmn2i  ° ' sinh24-+sin2i

Powierzchnia ugigcia pasma: plytowego wyrazi sie wzorem )
(1.13.2) w (E)=1(1+ ») ét—i—t 1.2 {1, cosh £ cos & — g, sinh £ sin &),

Batwo sprawdzi¢, iz warunek réwnowagi pasma jest zachowany:

! i

f yode=c,L J'w(f)dé-:().
[i] 'H

3 Por. [13, s. 31, réwnania {c).
8 Por. [1}, s. 31, wzor (d).
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Momenty zginajace otrzymamy z ogélnych Wzorow (1
stanmy

C,=0, f=y=1, re=u(@=c¢,=t=0.
Stad . ' .
At . . ERY
M,=D(14+ ) &y 2|y, sinh&siné + ceshfcesf—%g),
(1.19) My=D({1 + ) st—h~2 w,ulsmhésm'f—I—vvpacoshécosEmE , )L%
Mxy'ﬁN,\::Ny:O. . . . ’ J

-‘Przyklad. Wyznaczyé powierzchnie ugiecia oraz wykresy momentow
zgmagacych i sit normainych pasma plytowego na gestym ruszeie pa-
lowym.

.- Przyjmiemy nastepumce dane dotyczgce plyty Zelbetowe;j:

rozpietogé 21 =20 m, E = 2,1-10°% kG/cm?,

_ wysokobé h=2m, e=10"%, D=Eh*/12(1.—+*)=14,4-10" kGem,
~ p==1/6, stosunek wspdlezynnikéw podatnosel podioza ci/c.=1/,.
Ze wzoru (1.10), obliczamy:

2 Fey hZ

3 ye.D

Po wyznaczemu bidze wzordw (1.11) otrzymamy pierwiastki rdwna-
nia charakterystycznego na podstawie wrzorow (1.12)

—0,0222.

4=

rll_.-—_: ———'J"2 —_— 0,0745;
Tsz;r4ﬁ1,002+0,998i, )
Py — — 1, = 1,002 — 0,998 4. ‘

Po przeprowadie-niu dalszych obliczen wedlug podanych wzorow
(1.15) i (1.16) wyznaczymy stale ogblnego réwnania powierzehni 1

C, — (0,604 At —115,3¢) 10~°, Sy L
C,=(2501,6 At— 14,31) 109, ‘
C,—(—864,2 At + 27,61)10-5.

Réwnania poWierzbhni ugiecia, momentéw zginajgcych i‘ sii normal-
nych otrzymamy ze wzordow (1.13) i (1.18): :

w (&) = C, cosh (0,0745 &) + C, cosh (1,002 &) cos (0,998 §) +

) + C, sinh (1,002 &} sin (0 993 &),

95




M 5} 10% = — 14 000 At — (0,00335 At— 0,641 t) cosh 0,0745 &+
+ (1707,4 At — 55,1t} cosh {1,002 &) cos (0,998 &) -+
+ (5010,2 At— 28,8 t) sinh (1,002 £) sin (0,998 &),

hﬁ
Nx? 107 == 1400 t — (7,25 At — 1383,6 t) cosh (0,0745 &) —

(0,065 At + 0,017 ) cosh (1,002 &) cos (0,998 £) -+
1 (2,122 A¢ — 0,019 £} sinh (1,002 &) sin (0,998 &).

Wygiacie plity W - Wykresy ugiecia, momentéw zginajacych

i sit normalnych przedstawiono na rys. 5.
7 kolei wyznaczamy wplyw pozio-

mego odporu sprezystego podloza na na-
prezenia ekstremalne,
~ Niech obnizenie temperatury (lacznie
z wpltywem kurczenia betonu) wyniesie
t— —35°, At=—10".
- Wowezas dla §== 0 maksymalny mo-
ment i sila normalna wyniosa:

/|r7375m+33 ) M
ghres: N, max My—=—(512,2 At+2,271)10 % D =
— — 7376 At—33t—= 13760

+1155 — 74 915 kG cm/cm,

LY

(2634{*594(%

l
l
]
| o —11
max N = — (1,83 At + 4,11 10~ D =
Rys. 5 — —5,91¢—2,63 At=233 kG/em.

Sigd

74915- 6 |, 238
2007 200

Bez uwzglednienia poziomego odporu sprezystego podioza ze wzoru (1.19)

otrzymamy dla &£=0

max M. = - 5,1 - 1078 D At = — 7367 At == 73 670 kG cm/em, N.=0.

max gy — — 12,4 kG/em®.

A wiec )
73670-6

sop7 — 1103 kG/em?®.

max gy =—

7 powyzszego wynika, ze przez uwzglednienie poziomego odporu podio-
7a otrzymali§my naprezenia wicksze o 12,2%.

W ogbélnym przypadku wplyw poziomego odporu podioza na naprq—

zenia bedzie zalezat od wzajemnego stosunku t do At, ezyli od stosunku
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wzrostu temperatury w warstwie obojetnej piyty do wielkosci roznicy
temperatur w dolnej i gérnej powierzchni plyty oraz od stosunku wspot-
czynnikéw e./c,.

Literatura cytowana w tekscie

11 8 Timoshen ko, Theory of Platés and Shells, New York-Lon-
dyn 1841, :

Pezwwme

OB ¥YETE TOPH30HTAJBHOM PEARIMH YOPYIOIO OCHOBAHM
B IINMACTUHEAX TOJ AEMCTBEUEM TEMOEPATYPE!

B mavamre padorsr cocTaBneHbl AvcpdepeHIMaibHEIe YPABHeRS npo-
1uba, m3THGAIOUMX ¥ EPYyTADMK MOMEHTOR, CPESRIBAIOUMX M HOPMAIE-
HBIX CHJL A28 TUIACTMHEM H4 YHUPYTOM OCHOBAHMM, B 3aBUCUMOCTH OT W3-
MCHEHMIT TeMIEPaTyphl, NPUYEM YUYMTHIBACTCA TOPH30HTANBHAA peaknms
YUPYTOro ocHOBanwWA. Kaxk wWacrHoit cayuaji aroro obiero  ypaeHeHwus
fI0JyHaeTes  U3BeCTHOe AMdpepeHIanbHoe  ypaBHenme nporuba mna-
CTMHEW C TOPMBOHTANLHON peakumed oCHOBAaHMA. '

Hanee, asrop sammmaercs NONYYeHHEM TOYHOTO ofmero pemeHHH mmch-
theperLmMaTBEHOrO ypaBHeHMT nporuba s ITACTMHIATON IIONOCHI ¥ BhI-
BOZOM (POPMYJT ANA M3rHGATOIPIX MOMEHTOB M HOPMAaJABHBIX CHIT,

B zakmogeHye moxazaHo Ha 9MCAOROM Ip¥Mepe TOPHUBOHTANBHOH pe-
ARIMM OCHOBAHMA Ha SKCTPEMaJbHLIE HOPMAJLHBIE HANDHKENMA B II7a-
CTHHKE. '

Summary

PLATES SUBJECTED TO THE ACTION OF TEMPERATURE
WIETH HORIZONTAL REACTION OF THE ELASTIC FOUNDATION

The paper begins with the derivation of differential equationg of de-
flection, bending and twisting moments, shear and normal forces for
a plate resting on an elastic foudation, provoked by temperature chan-
ges, the horizontal reaction of the elastic foundation being taken into
account. As a particular case of this general equation the familiar diffe-
rential eguation of plate deflection is obtained; the vertical reaction of
the foundation being the only reaction considered.

Next the author obtains the exact solution of the general differential
equation of deflection for a strip and derives formulae for bending mo-
ments and normal forces. :

Finally, the influence of horizontal reaction of the elastic foundation
on extremal normal stresses is illustrated by a numerical example.

Praca zostata zlotona w Redakcji dnia 24 grudnia 1954 r.
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