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1. W zagadnieniach inzynierskich spotyka sig¢ konstrukeje tarczowe
w ksztalcie wspornika, ktérego boki tworzy prosta i koto (rys. 1), Za-
gadnienia teorii sprezystodei dla tego rodzaju tarcz moina latwo rozwia-
zat  stosujge  wspdlrzedne p
dwublegunowe, przy czym

niektére rozwigzania udaje .
sl przedstawi¢ w postaci
znanych funkeji. Bo3p
Q,

Rys. 1 g . Rys. 2

Ortogonalne wspélrzedne dwubiegunowe (rys. 2) otrzymamy przez
odwzorowanie wiernokgtne, [1],
+z

{1.1) ‘ £:a+iﬁ’:1ng_z, 2=+ iy.

Zaleznosci geometryczie mozna podaé wzorami

I{ @—Isinha0|’ d ==a|ctgh a,], b a'_tghz_,
. o V—.. a ML_ o . E'l .
w2 | B= g l=alcighl, =alig 3],
i x sinh a Yy __ sing
l a cosha-- cosp’ ¢« cosha - cosf’
‘Rozprawy Ingynierskle — 7 . 549




Szukaé bedziemy iloczynu gF, gdzie F jest funkcjg Alry ego
a funkcja

:@sha—i—cpsi

(1.3) "

jest miara odwzorowania. W tym przypadku operator

g 0* 0t )

AAF = (6 2 dxzdy T 8y dy'

przyjmie bardzo prosta postat we wspo.lrze;dnych dwulbiegunowych:

' . 0 o+ :
(14) AAFZ.Q‘)' (—a—TL}- 2*2—0'82*1"66‘8—4 d 5 +32 6ﬁ2 —}—1) gF

Rownanie to latwo rozwmzemy przez rozdzielenie zmiennych. Podsta—
wiwszy szereg

(1.5) j [4 () cosnf + falo) sinnf]
: 5 ; ,

do réwnania (1.4}, -otrzy.mamy nastepuja-ée wyrazenia na funkcje f, {a):

f,(c)— A cosh2 e + By | Cysinh2a + Dya,

fula) = An cosh (n+ 1)a + Bacosh{n—1) e+

 ( fol@) = Agcosha + By acosh o ++.Cysinh e + Dy ersinh e, !
oo | osine,
+4 Cusinh (n + 1) a + Dasinh {n—=1)a

Znajace funkeje Al r y’ ego latwo znajdziemy -napr-e;zenia Za Pomo-
ca wzordow
IR s 0
aoe = |(coshatcosf) = aﬁz —sinha- da + smﬁ—g + cosa gF

2

(1.7 ad,g:il(cosha—i—cosﬁ)gd ;— sinh a ; +51n6—-~)cosﬁ‘gF,

-

2
aTqs = — (cosh a 4+ cos fi) gﬂ%}

Naﬁat'mej korzystaxc » warunkéw brzegowych, gdy dana jest funk-
cjg F oraz jej pochodna normalina na konturze tarczy. Wartosci te moze-
my podac znaj ac obciazenia zewnetrzne px 1 oy, 121 Rownowazac element
brzegowy (rys. 3) otrzymamy ‘ -

peds ==ogcdy — TaydT, - pyds=1g dy —oydx
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lub tez wyrazajgc napreZenia przez funkeje F znajdziemy:
0°F ay 0*F dx = d (dF)

0y? ds + dxoy ds oy

PF dy | OF 4z _ 4 2
Oxdy ds @ dx? ds  ds 6x)

(1.8)

py

Catkujac. obie funkcje wzdiuz konturu s, poczy:na;ac od: dowo‘lnego
punktu $ mamy ‘

: IF
'_J pyds =5 = —Qls},
8 ] dF . .
[pds= G =Pl).

Wyrazéneie na pochodng w kie‘r'unku prostopadiym ‘do. konturu préyje
mie postaé
oF  OF. Ox oF By e L
{1.10) w5z On 4 Ty o — @ sin (n,x) + P cos (r, x)].

Catkujac funkcie (1.9) otrzymamy

(t11)  F— ] dF; [ ng +a—_d J Q(s)dx+P(s)dy.

g, dy !

pyds
L»‘ o s
. Tady

—'t‘,,ydxj7 :

—.Gydx

Sg

Rys. 3. A ) Rys., 4

Ze wzoréw powyzszych wynika, ze jezeli punkt s, obierzemy na nie-
obcigzonym boku tarczy, to wzdiuz tego boku F = 0F/0n=10. W tym
przypadku podamy prosta interpretacje warunkow brzegowych postu-
gujac sie wspoirzednymi biegunowymi (rys. 4). Zaldzmy mianowicie, Ze
kontur AD jest wolnym od obcigzen (F = 0F/0n = 0 dla boku AD). Od-
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cinajac cze$é tarczy wzdiuz promienia DC wypadkowa sit zewngirznych
W musi byé zréwnowaiona przez naprezenia oy 0raz irp dzialajgce
w przekroju DC. Latwo zauwazymy, Ze rzut W, wypadkowe] W na kie-
runek DC jest réwny pochodnej funkeji F' w kierunku prostopadlym do
DC, a rzut Wy wypadkowej W na kierunek prostopadly do DC jest réwny
pochodnej funkeji F w kie’runku DC:

' e 91 OF 1 OF
(1.12) Wr: f Tr(pdr—-ﬁ ar(r a(p)drz_(T —(ﬁ)fc'
rp
c L
aF JF
@y W [ ardr= [ Grar=(3)
n D

Natomiast moment wypadkowej W wzgledem punkiu C jest rowny
funkeji Airy ego w tym punkcie:

rc rc c
2 JiF
{1.14) Me= oplre—r)dr=1rc | —5dr— | r,dr=
r{) A or r.£ dr
aF ¢ dF
=To g rD-"—T f dF Fe.

Znajgc pochodne w dwdch prostopadiych do siebie kierunkach mo-
Zemy latwo znaleZé pochodng w dowolnym kierunku n:

(1.19) 3—1;‘:%%—005'99+% %—sinqs,
a wielkoSci (1.12) - (1.15) moZemy interpretowaé nastepujaco: jezeli jeden
hok tarczy jest nieobcigzony, to funkeja Airy ego w dowolnym punk-
cie C boku przeciwleglego przyblera warlos¢ rowng
momentowl sit zewnetrznych wzgledem punktu C,
pochodna normalna jest rzutem sit zewnetrznych na
kierunek stycmy do konturu, a pochodna styczna jest
réwna rzutowi sil zewnetrznych na normalng do
konturu, Nalezy oczywiscie rozwazaé sity zewngtrzne
dzialajgce tylko z jednej strony punktu C. Jedno-
czesnie stwierdzamy fakt nastepujacy (rys. 5): jezeli
funkcja Airy ego przybiera w punkcie G war-
tosci F-—U0F/0n=0, a w punkcie H wartosc
Rys. 5 Fy, (OF/0n)y, (OF/0s)y, to bez wzgledu na ksztalt roz-
ktadu naprezen wzdluz odcinka GH rzut wypadkowej
tych naprezen na kierunek s jest rowny (0F/0n)y, rzut wypadkowe] na
kierunek n jest réwny (0F/0s)y, a moment wypadkowej wzgledem punk-
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tu H jest ré6wny Fy. Na rysunkach eoznaczona jest tylko té:-wypadkbi}vé;_"
W dalszym ciggu rozwazymy kilka przykiadéw.

2, Zalozmy, ze tarcza o ksztalcie przedstawionym na rys. 6 jest obecig-~
zona wzdiuz odeinka AR sitami, ktérych wypadkowa jest réwna momen-
towi M. Wowezas warunki brzegowe przedstawiajg sie

nastepuigco:
oF
dla a=0 F=M, 51120,
. T
(2‘1) nl
dla e=aqa, . F=0, gi:()

Warunki te okreélimy we wspélrzednych dwubiegu-
nowych pamietajge przy tym, ze szukaé bedziemy ilo-
czynu gF: :

— . itcosf dgF _ 69
dla a=0 gF = a M, e F+a g=10,
(2.2)
dgF

Ja == (.

dla a==aqa, gh=20,

Korzystajac z rozwigzania (1.6) przyjmi_emy nastepujacyg posta¢ funk-
cji gF:
gF = A,cosha + Byaecosh a -} Cysinh a + Djasinha +
(2.3) ' +-(A;cosh2a+ B, C,sinh 2 a -+ D, a) cos 8,
%:Aosinha + B, (cosha + asinh a} + ' '
' + Cycosha + Dy {sinha 4+ acosha) +
-.L (ZIAlsinh2 a-+2C;cosh2a+4 D jeos§.

Wykorzystujage warunki {(2.2) ofrzymamy nastepujgce stale:

Ay = sinh® ay— a. Ay = 4 sinh a, (a, cosh o, — sinh a),
M M /1
A(}:m&:-’ BUZ—C{]:G’AO(ZQHhZGO—l—aO),
M M
(2.4} D, : a“A sinh? a,, Aj=—2 EA? sinh®a,,
B, =2 M (e, sinh 2 a, — sinh® a,)
| aA1 Q Q a2
D, M,
== sinh2a,.
C, 5 ad sinh 2 o,
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W _teh sposéb funkcja naprezen posiada postal

. M1
(2.5) QFZT{T

Aol

[(sinh2 a, — o2 cosh a + (% sinh a, + a{,) acosha—

— (—é— sinh ¢, - a[,) sinh o — sinh? g, a sinh a] +

-+ 211—1 |— 2 sinh® ¢, cosh 2 a + 2 g, sinh 2 g, — 2 sinh a, +

+ sinh 2 gy sinh 2 o — 2 sinh 2 a, o} cos ﬁ} .
Naprezenia mozemy przedstawi¢ za pomocy nastgpujacych Wzordw:
Q0g = % + [BD (a— % sinh 2 a) — D, sinh® a] —
_ , ) &
—[A1 cosh2a+ B, + D, (a——fsinhZa)]—
— (2 A, sinh 2 a — 2 D sinh? a) sinh a cos §,
M Lol :, |
12.6) aog= . -+ [Bﬂ (a~§— 5 smh2a) + D, (1 + cosh®a) —
— Aycosh2a— By— D, (a——- % sinh 2 a) ] 4 |2 By sinha-+

+2 D, cosh a+4 A, cosh® a— 2 D, sinh e (1+cosh®a)] cos i+
+ (4 A, cosh2a— 2 D sinh 2 a)cos® §,

atap==(2 A, 8inh 20— 2 D, sinh® a}coshasinf +
(2 A,sinh 2 ¢ — 2 D, sinh? a) cos $sin § .

Do wyrazen (2.6) mozna wprowadzi¢ wprost state (2.4), jednakze
przy opracowaniu liczbowym wygodniej jest korzysta¢ ze wzoru {2.6). Dla
przykiadu podamy wzdr na ou:

2
—al\;“ =1+ %[(ag + ':,T sinh 2 ao) (a—"flf sinh 2 a) - sinh® &, sinh*® a] —
a : D i} -
— % [—2sinh?aycosh 2a + 2 (g,sinh 20, — sinh?®a,) +
1 . .
-+ sinh 2 a,sinh 2 ¢ — 2 a sinh 2 a,] cos B +
+ % [— 4 sinh® a;sinh 2 a4 2sinh 2 gy cosh2a— 2 sinh 2 ] sinh a cos .
1

Wykres naprezen podajemy na rys. 7.
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3. Niech na tarcze dziata obcigzenie réwnomiernie rozlozone wzdtuz
prostej « =0 (rys. 8). Warunki brzegowe sa nastepujgce:

py* oF
dIa = 0 —_— . — 0
* , 2’ on !
oF
dia a==da F=~aﬁ—=0.
14785 11,42 53,58 23,50 10,05 !
a=0
34,26
)
o)
0467

458,83

a=0336

Rzgdne Oy 072 Tug
wykreslor w deipsigein-
- krofaym :powighgzenit

V Rzedne miosyt przez %
Rys. 7
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We wspolrzednych dwubiegunowych przyjmuja ope postaé:

_ 14cosp , sin®f p

3 ‘pa — .
o [9F]a—s ’ @ (Itcosh® 2 2 {1—cos B);
' _ g P 99F _ .
dla a=0 gF= 5 {(1—-cosp), S5a =}
da a—a  gF="9F
da ‘

Réwniez 1 w tym przypadku jako iloczyn gF przyjmiemy funkcie (2.3).
Korzystajac z warunkéw (3.1) oirzymamy stale catkowania:

o =sinh® o, — @}, Ay = 4sinh a4 (e, cosh o, — sinh a,),
pa a 1 .
AD:E'_! Bo=—cu=2%(an+§‘51nh2ao):
__ ba . oie A o PO .
(32) Dg—— ZAD sinh ag, A1 =2 2];311’11’12 g,
B, = —2-P% (4,sinh 2 a,— sinh®ay),
24,
. B pa g
Ci= 2 o, sinh 2 q,.

Analizujac ksztalt funkeji gF craz wzory (3.2) stwierdzamy, ze state cal-
kowania sg identyczne ze stalymi (2.4), jedynie zamiast M/a wstawiamy
pa/2, a zamiast A, nalezy wstawié —d;. Wzory na naprezenia {2.6) sg
stuszne i dla przypadku obciazenia réwnomiernie rozlozonego, Wykresy
naprgzen podajemy na rys. 9. '

4. Wzdluz odcinka AB dzialaja naprezenia, kférych
wypadkowa tworzy site P dzialajgcg wzdtuz linii a=10
(rys. 10). W tym prezypadku warunki brzegowe przed-
stawiajg sie nastepujaco:

oF

dla a=0 F=0, = — P = const,
on

oF
dla a=aq, = an=0.

Rys. 8

We wspoirzednych dwubiégunowych warunki brzegowe przyjma po-
sta¢ podobng, co mozna wykazaé w prosty sposéb. Obliczymy element
dlugodei ds wzdluz kota B == const:

1
dslp—const =— da.
[d 5] p=const g

B




Poniewaz w naszym przypadku
1,5 1
OF =—(0gF —Fdg)=-—0gF
g 09 9) g 29F

to otrzymamy zaleiznosé

oF _ OF 1 _
on  ds g Os g9 os

1 dgF 1 0gF

20,38

2018

(=Y
]

2,00 2,00 2,00

5 /
p=2
ot {IIITLEEEREEY
N V T
<3 3 ——
8 o Brubost Torezy T
[~y 2\

Tap Jok w larczy pheigZonej momerntem -
_ =lylka znak przeciwny

Rzedng mnoZyé przez 5’%

Rys. 9
W ten sposdb mamy
dla a=0 F==0, M=P:cons’c;
dea
(4.1) 5
F
dla a—a, F= dga —0
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Korzystajac z {1.6) przyjmiemy
g F = A, cosh a+Bn acosh-a+Cysinha+Dyasinha,
{4.2)

aagF A, sinh a«l—Bn(cosh a -+ a sinh a)+Cp cosh a-Dylsinh e+
+ geosh a).

Za pomoca (4.1) wyznaczymy stale catkowania:

A, = sinh® a; — d‘é, B,= L simhe oy,
4o
(4.3) P p 1
CO:—E:C[%, D0: Z—(aog‘asin}l 2(10).

Naprezema okreflaja wzory:

I as.= B, (af—-%slnhZa) D,sinh* a,
(4.4) } aog== Bo(a + —li- sinh 2 a) 4D, (2 cosh®e— sinh*a) +
P .
' | 4+ 2(B,sinh a+D, cosh a}cos §,
{ Ta;cg:-o.

Wykresy naprezefn przedstawiamy na rys. 11.
5. Wzdluz odecinka AB dzialaja naprezenia, ktérych wypadkowa two-
rzy site P, dzialajaca w kierunku AB (rys.. 12) Warunki brzegowe we

wspolrzednych prostokatnych

dla a=0 F=Py, '%gr—(),
dla e=ua, H%MO

we wspdirzednych dwu‘biegunowych przyfbiefaja nastepujaca postac:

smﬁ oo sin ]
{ Y Coshatcos B F=Pa shatcos '
(65.1) ! dla gF == Psinf, a—ggz .
| .
dogF
ldla a=a gF:—gj—:

Korzystajac z (1.6) przyjmiemy nastepujacs funkeje naprezen:
'gF = (A,cosh2a+ B, + C,sinh2a + Dy a)sinf,
(52) agF:{Z A,;sinh 20+ 2C; cosh2a -+ D)sinf.

da

558



Za pomocs WzZoréw (5.1) wyznaczymy state catkowania:

A, — 4sinh a, (g, cosh a, — sinh ag), A,

y=—2 ZP- S];.l’lh2 o
(5.3) P o b P
B, = 2—(a,sinh 2 a, — sinh® a,}, C,=— t="~sinh2aq
Ay 44
1908

245

e

Rzedne mnozyé przez a—F;.—

Rys. 11

Wzory na naprezenia sg nastepujace

@0 — — (2 A, sinh 2 ¢ -— 2 D, sinh?® a) sinh asing,

aos— (4 A;cosh2a -+ 4 C,sinh 2 g) cosh a sin f—

(5.4) _ )

— (2 A,sinh 2 a— 2 D, sinh® ¢} sinh e sin f§ +
4+ (2A.cosh2a+ ZCISinhZa)sinZﬁ,

—2(A,sinh 2a-— Dy sinh? &) (cosh @ + cos p)cos §.

Wykresy naprezen boda'jemy na.rys. 13. o

al’aﬁ ==
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6. Rozwazmy tarciq obciaZong naprezeniami. normalnymi rowno-
miernie roziozonymi wzdtuz boku a = a, (rys. 14). Po przyjeciu funk-
cji ‘Airy ego w postaci

(6.1) gF = Ajcosha + Byacosha + Cysinh e + Dy asinh a,

obhliczymy napre;ienia:
1 .
ao. = By (a——é—sinh Za) — D, sinh® a,

(6.2} aog — B, (a+ %sinh 2 a) + D, (i + cosh®a) +

+ 2(B,sinha + Dycosha)cosf,

Cl.‘l:a.e— 04

Dla a==0 napreienia o. sg réwne zeru niezaleznie
Rys. 12 od wyboru statych B, i D, 1 dlatego jedng z nich moze-
my przyjgé do«wolnie.

(a) Przyjmiimy, #e B,==0. Wowezas D,= — — 1;2 i naprezenia
majg postaé SinH o
_ b 2
Oa= o3 o ginh® a,
(6.3) op = — “—(1 - cosh® @ + 2cosh acos ),

‘sinh? a,
Tag— 0.
Jak widaé z (6.1) i {6.2) naprezenia nie zalezg od statych A, i Co; wiel-

kosci te wplywaja tylko na ksztalt funkeji Airy ego. Przyjawszy
Ay =Cy = 0 olrzymamy

_“_Mpa. .
{ .gF— Sinh® a asinha,
ogF
(6.4) P e LS —(sinha + acosha),
I Xy
- | or=29F "0  @a a=—o0.

da

Przez przyjecie B, =0 otrzymaliémy wprawdzie o, — p==const wzdluz
a==a,, jednak na brzegu tarczy f=0 pozostaly naprezenia normalne,
Wypadkowa W tych naprqzen Jest réwna pochodnej normalnej w punkceie
a=qa;, f=0: ° ’
oF . pa

(6.5) Wa,.0= 2o

aﬁi — m (ao + Slnh, au) f
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Moment wypadkowej W wzgledem punkiu (u,,0) jest réwny wartoscei

funkeji Airy ego w tym punkeie:
Oy

6.6 Ma,0 = Fa0=—P&" 3
{6.6) 00 .0 pa sinh ey (1 4-cosh a,) ’

2541 2513 16,98 527

Grubost Tarczy 1

Rzedne mnozyd przez L

at
Rys. 13
natomiast ramig momentu wynosi
. F a,sinha :
6.7 P = = o it S
(6.7) JF {1+ cosh a,) (ay-t-sinh a,)

an
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Nie trudno. uogdlnlé. wzory (1.13) i-(1.14) na przypatek; gdy w obu
punktach A i B (rys. 14) mamy dane Fg,Fp,(0F/0n)s i (0F/0n)s. Wiedy
rzut W wypadkowe] naprezen wzdhiz odeinka ABHTAB na kierunek
prostopadty do rap jést rowny

- oF oF
69 (3 {3,
a momenty wypadkowq wzgledem punktow A1 B przyjma Wartosc

oF ‘
y Ma=ran (7) + F4—Fp,
. p nlg
VMg =-Tan ("G?)A + Fg—F,u.
Za pomocy tych zaleznoéci mozemy napisaé wyraze—
nie na moment wzgledem punkiu v-—=0; §=0:

EBIO ' M. pat
e o T T eoshay’

. 5
Aby usungt zbedne na’prqzema Wystarczy do rozwigzania powyiZszego
doda¢ odpowiednie rozwigzanie przedstawione w punkcie 2 lub 4. Wykresy
naprezen sa przedstawione na rys. 15.
(b) W razie przyjecia D = 0 otrzymary nastepuigce zaleznosci:

B() —_ }Ll_)a— ,
a,— o sinh 2 a,
\
F _\_ lpi o— iSil’lh 2 0‘.) )
(6.11) oy Sinh 2 g
op=———|a+ 7smh 2 a2 sinh e cos §},
Uy —— ?\ginh 2aq -

'Fa@ =10,

W tym przypadku naprezema normaine Wzdkuz boku =0 tworzg
wypadkows o wielkosei

%
W ,Epa' : _‘g (ao -+ sinh CA'.(])

P gy — —sinh'2.«a,
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oraz momenty wzgledem punktéw A i B

Moo= pa® - (cosh oy ——sinﬁ;: ) ,
ay — — sinh 2 a, Go
tgh%
Me,0=pa® 1 —{ay ctgh a,— 1).
!

G5 sinh 2 g,

382 540 425

e

02a

_ f8a

_{?zg’a‘ne' mnoEYyc ,&rzez 7
. Rys. 15
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7.

Wzdhiz boku e = 0 dzialaja dowolne naprezenia notmalne, ckreslone

za pomeca funkcji dajgce] sig roztozyé na szereg Fouriera (rys. 16).
Zagadnienie to mozna rozwiazaé wychodzae z naprezen lub tez z danej

#{B)

Nl

T
24

funkcji Airy ego na konturze tarczy. Poniewaz
08 y odwzorowuje sie na plaszezyznie uff jako odei-
nek a=0 o dlugodci 27, naprezenia dzialajace na
girng pélprostg mozna rozlozyc albo na symetrycz-
ny, albo tez na antysymetryczny szereg Fouriera.
Naprezenia normalne przedstawmy w postaci an-
tysymetrycznego szeregu w przedziale (—, + @)

o

(7.1)  plp)= Z anpsinnf.

Rys, 16 T

Przyjgwszy funkc;]g Airy'e g o w postaci

(7.2)

gF = 2 fr ) sin nﬁ

za pomocg wzoréw (1.7) mozemy obliczyé naprqzema dzialajace wzdhuz
bokdw a==0, a=ay,:

{1.3)

564

g

aga— 3" {[(1—n*)—n’cos ] (4 + By} sinnf +
: +f" n (An + By sin fcosng,
azap = — (1 —I—cosﬁ {2C; + Dy)cosp -+ ’
+Z [(% - 1) Cse + (n— 1) Dy] cos nf} {a=0);

o = — (2 AI sinh 2 a, + 2 C; cosh 2 ¢y + D,) sinh oy8in § +
-i-Z [(1~-n?) cosh a,—nPcos ] | Ancosh(n+1) ap-}- Bacosh (n—1} ap+
+ Cpsinh (n + 1) ¢ + Dasinh (n— 1) ag] —
—[m4 1) Apsinh(n+ 1) a (fn — 1) Bysinh {n— L)a, -+
+(m+1) Cp cosh (n+1) ao—l—(n— 1)D, cosh (n — 1) g, sinh «,} sinng -
+ smﬁ Z n[Ascosh(n+ 1)@y + Breosh (n —1) ¢, +

—I— Ca sinh (n-+ 1) @y Dy sinh (n — 1) apf cosng,

QTag=— (cosh a,+cos f) {{2 A, sinh 2 a,+2C, cosh 2 oy~ D,) cos f+
+ Z’ n {(n+1) Ansinh (n+1) @g+{n— 1) B, sinh (n— 1) ay -+
+(n-+1) C:cosh (n-+ 1)y +{n-—1) D cosh(n—1)a,] cos nf} {a==uay).



Z warunkdéw brzegowych

da a—0  oe=plf)  Tap=0,
dla a=gq Oa==Tag=10

ofrzymamy z trzech ostainich-réwnan (7.3) -naste;pujéce zaleznoéei:

(n+1)Cn+ {n—1)Dy=0 : (n=2),
(n + 1) Apsinh (n + 1) oy + (n — 1) Bpsinh (p — 1} oo +
(7.4) + ('n—l— 1)Cycosh (n+ 1) ¢y -+ (n—1) Dy cosh (1) ¢, =0,

[ A, cosh (n+- 1) ag + Bn cosh (n—- D ag+ Cusinh (n+ 1oy +
+ Dysinh{n— 1) o, =0;

natomiast réwnanie pierwsze (7.3) po prostych przeksztaleeniach przyj-
mie postac

{17.5) aaa:—jg(nTH)(An+Bn)sm(ﬁ—i)ﬁ+
2

2 (1 —n2){As+ Ba)sinng -+
2
Zi—) (An -+ Bu)sin( n—H = Z ansinnp {(n=2).
Pl . 2 S : ’

7 tego warunku otrzymamy wzér rekurencyjny na sume A, +By

(7.6) an=-~—[m—’_1:)2ﬁ?—2—)mnwi+3n_ﬂ+(n2-—1) (An+Bn)

D+ |

+ ﬁf)z(n—_}_)(/‘lnﬂ + Bn+i)] n=2.
Biorge pod uwagg nieregularnosci wystepujace przy n==1 otrzymamy

zaleznosci pozwalajace wyliczyé kolejno A,+B,; suma A,+B, przyjmuje

wartoéé dowolna:

Ay tB, =—,
(7.7) A,+ B, x?(aq ”‘az)p
A}‘r‘+1—f Bpyy=— m [2 an+ -— 1) (n—2) (A,;._r]- Bu—1)+

.+ 2(m*—1)(As+ Ba)].
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Po wyliczeniu sum A,+B, mozemy; okreslié poszukiwane- state ze

zwigzkow (7.4):

A,=4 sinh ¢ (sinh Gy cosh a,),
An= o (sinh® na, — ntsinh®ay),
Alzzé%(A1+—BJshﬂﬁam
B, :-j—1 (A, + B, (sinh ap—2 agcosh ),
18) 'c;l:—%i:-—i—(,a, + By)sinh 2 ay,
| = — 2{4: I'B ”At BQ 2—:—% (n sinh? a+sinh? nag),
= — g(—A—';I—j—jfl {n sinh? g, — sinh*n o),
Ch= é"—}fﬁ g—tl_——% (sinh 2 na, + nsinh 2 o),
Dp=— é’j;n!s—" (sinh 2 na, + nsinh 2 ay).

Zamiast stosowaé warunki brzegowe, gdy dane sg naprezenia wzdiuz
boku a=0, mozemy okreflié funkeje Airy ego wzdiluz tego boku
sposobem podanym W P. 1. Wéwezas otrzymamy nastepujace warunki
brzegowe:

OF

-@MO,

dla a=—=0  F(@= Y businng,
2
(7.9) .
dla e—=a F—= da =0
i po przyjeeiu funkeji Airy ego w postaci (7.2) otrzymamy trzy za-
leznodci identyczne ze wzorami (7.4) wyprowadzonymi wyzej. Natomiast

zamiast wzoru rekurencyjnego (7.6) otrzymamy czwarty warunek w pro-
stej postaci :

(7.10) Ayt Ba=by.

Wzory (1.8) stosuje si¢ 1 w tym przypadku.

Pozostaje do wyjasnienia kwestia doboru stalych A,+B: w (7.7). Otéz
sume tych stalych mozna obraé dowolnie tylko ze wzgledu na napreze-
nia wzdiug bokéw a=0, a= 0y natomiast wptywa ona na naprezenia
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styczne na odeinku AB (rys. 16, por. takze rozwigzanie w punkcie'_:S)_.-'Pc..."ﬁ:' S
niewaz wyrazy szeregu (7.2) przy n = 2 tworza wzdluz AB naprezenia

styczne o pewnej wypadkowej, to sume A;+ B, nalezy tak dobraé, aby te
wypadkowsa sprowadzi¢ do zera. J ezeli bedziemy postugiwali sig rozlo-
zeniem (7.9), to suma A;+B; zostanie okreslona niejako automatycznie
i w tym sensie przyjecie to jest ogélniejsze od poprzedniego.

8. Wzdluz boku o= 0 dzialajg dowolne napre-
zenia styczne (rys. 17). Podobnie jak w przypadku po-
przedaim przyjmiemy funkcje Airy’ ego w posta-
ci (7.2), lecz naprezenia roziozymy ma szereg syme-
tryczny

(8.1) 7o (B) = Z eqcosnf.
]
Korzystajac z warunkéw brzegowych
dla a=0  0a=0, Tap = To (),
dla a—a, ge=tup=1 Rys. 17

otrzymamy pedobnie jak poprzednio nastepujace zaleznosci pozwalajgce
na wyznaczenie statych: ‘

An“I"Bn:O,

Ay cosh(n+ 1) a, + Bacosh (n— 1} ay + Cusinh(n + 1) ag -+

+ D, sinh (n — 1) ¢y == 0,
8.2
(8.2) (n + 1) Apsinh (n+ 1) @, +(n — 1) By sinh (n~-1) g +

3+ (n'+ 1) Cycosh(n + 1} ay + (n —1) Dpcosh (n — 1) oy — 0

(n=2)
oraz wzory rekurencyjne
2C1“|“D1="‘—290,
3C, + D,—2e,—ey,
2 1
8.3 )403+2D3:-“— ez+_(2C1+D1)+2(3C2+D2)1
3 2
(1+2) Cas1+ 0Dy = — ke -+ 272 [0Cy 1 +n—2) Dual +
n a+l T iy — ni1 €n 9 Rl R— n—1

+n|n+ 1)C,,+(n——1)D,,]}.
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- Po kolejnym wyznaczeniu sumy C, i D, wedlug (8.3) pozostale wspol-
czynniki wyliczymy ze wrzoréw nastepujacych: .

o ' Al': lz_LSinh a1 (sinh ag — @ cosh ay),

Ap= n i | (;inhz n-a{, —n? sinh ag),
A=—B,= ﬂg»gld—iﬂ (% s%nh 2 ay— agcosh 2 a(,) .
C,=— —2—-015:& sinh a, (2 g cosh a, — sinh &),

(8.4) . scD,

:D]“Z Al—_‘ Siﬂh2 a[),

(n4+1DCr+m—UDy . o " , ‘
Ap=— Bp=— .)(nn—l—l)An u (sxnhznao ~—nsmh2a9),
Cu-zz (n+1) Cr;+{ﬂ—1)Dn [Sinhzﬂao_ng Sinh2 C€0‘+“

(n+1) An _
, + nsinh (n+1) ag sinh (n— 1) ay],

 (n1)Cubn— 1Dy
(n1 1) dn

D,= [casthao—'ncosh:‘Zaﬂ~(n—i—1)]. '

Naprezenia obliczymy postugujac sie wzorami (7.3). Podobnie jak po-
przednio i tutaj mozemy wyjsé z danej funkeji Airy' ego oraz jej po-
chednej normalnej. Pochodng te rozlozymy na antysymetryczny szereg
Fouriera

aF dgF T 4 i p
S = oy — 2 Gusinnf
i
i korzystajac z warunkéw brzegowych otrzymamy irzy réwnania iden-
tyczne z réwnaniami (8.2). Natomiast czwarte réwnanie daje nam wprost

(ﬂ+1}cn+(n—1)D}1=——“~—d,¢,

2

a wzory (8.4) pozostaja nadal stuszne.
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Peswome

O HEHOTOPOM THIE BECHOHEYHOI'O HHCHA

B pafoTe paccMaTpMBaeTCA YUPYTMH JMCK B dopme KoHCOIH, OOKa
KOTOPOTO CO3ARI0T HpAMbie ¥ KpyT. Ilpymensas CuIonspHble KOOPAMHATEL,
BLIMM CeNAHB! IONLITEY OTpefereHnd (pyHrumeit 3 pu, IyTeM paspene-
HMA IEPEMEHHbIX, IPWM MCHONh30BAHMM KPAEBBIX YCAOBMI B BMIE 3ajaH-
Hoit QyHrIMH F 1 ee HOPMANLHOM MPOUIBOAHON Ha KPAalo ICKA. -

JlaeTca peiieHue B 3aMKHYTOM BHAE JJIA HECKOJbEMX TUIOB, HacTo
BCTPEYaeMbIX Ha NPAKTMKE, HAIrpys3oK. Ilpmsogurca permenne Aifd Irpous-
ROJBHHBLIX HATPY30K B BUAE PasIOeHMs yHKIMN S pu B pan burapmo-
HUYECKHUK TOMMHOMOB. Pacnpefenenye HaNpKeHU MATOCTPpUpyeTea m-
CJCBBIM LPMMEDPOM,

Summary

A PROBLEM OF INFINITE SLICE

A thin elastic cantilever slice is considered. The edges are straight
lines and a circle. Using bipolar coordinates, the Alxy funciion is
found by *separating variables and using the boundary conditions for
a given function and ifs normal derivative at the edge. Solutions in
closed forms are obtained for a few types of load often encountered in
practice, For an arbitrary load, the solution is obtained by expanding the
Airy functionin a series of biharmonic polynomials. The stress distribu-
tion is illustrated by a numerical example.

.

Prace zostalu zlosona w. Redakcii dnia 27 kwietnia 1957 r.
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