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Jak wiadomo, rozwigzanie uktadu réwnah T. Kadrména dla piyt
izotropowych o duzych ugieciach zostalo przeprowadzone roZnymi meto-
dami, gléwnie przyblizonymi, dla wielu przypadkéw szczegdlnych, Nato-
miast malo znane sa rozwigzania ukladu réwnan G. G, Rostowcewa
dla plyt ortotropowych o duzych ugicctach. Z tego wzgledu wydaje sig
pozyteczne zastosowanie niektérych znanmych metod, gtownie przyblizo-
nych, uzytych w zagadnienfach plyt izotropowych -- z ktérych pewne
mozna jui dzisiaj uznaé za klasyczne — do rozwigzania odpowiednich za-
gadnien dotyczacych ptyt ortotropowych. Do takich metod wypada za-
liczy¢ miedzy innymi metody przyblizone J. Prescotia, {111 [2}, po-
legajace na poszukiwaniu obcigzenia odpowiadajgcego danej powierzchni
ugiecia oraz na zastosowaniu réwnania tzw. pseudo-energii; dalej meto-
de energetycang stosowang przez S. P. Timoszen kei S Waya,
[3] i [5] (cyt. wediug [3]), rozne p'omy.siowe metody A.iL. Fopplow, [4],
a z nowszych metode Wei-zang Chiena, [6], opartg na metodzie
perturbacji, metode H. M. Bergera, W ktorej pomija sig energie
zwigzang z drugim niezmiennikiem odksztatcenia, i inne.

W pracy niniejszej ograniczymy sig do zastosowania metod J. Pres-

cotta, S P. Timoszenki oraz A. i L. Fépplow.

' Przypommnijmy najpierw podstawowe wzory teorii ptyt ortotropowych
o duzych ugieciach we wspdirzednych prostokatnych i hiegunowych, ktd-
re beda nam dalej potrzebne, a ktorych czesé nie jest powszechnie znana.

1. Wzory ogolne we wsja(:h‘ze;dnych prostokatnych

We wspbirzednych prostokatnych podstawowe réwnania G. G. Ro-
stowcewa przyjmuja postat nastepujaca :
dtw 0t w g*w
1.1 e A s 2- -
(1.1} ax’1+ dmﬂdyz+k 0y* .
R (Pw@F_, Pw PF | FwF
D, \dx* d¢y® dxdy daxdy Oy* dx*
1 Jak wiadomo, pierwsze z tych rownan przedstawia réwnanie réwnowagi rzu-
téw sit dzialajacych na element plyly w kierunku osi z (w rdwnaniu tym uwzgled-

niono ponadio réwnania réwnowagi momentéw wrzgledem osi rownoleglych do osi
plyty), drugie zaé réwnanie jest réwnaniem zgodno$ei odlsztaleen.

qlx,y)
D, ’
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(1.2)

ot w \2 Pw Pw
axi T gy T 0y T (W)—T o—yz]'

Tutaj oznaczono

D E 1 G
2 frum—— %z—z 2 - - F 2 — i
k D, E, ’ 1 3 {r, & +?’2)+2(1 — ¥ ¥y) E, )
{1.3)
= By 9,
G12 29

znaczenie E,, B, 1 G, jest zrozumiale, [8], zaé co do liczby Po issona,
to np. », oznacza przewezenie wzgledne w kierunku osi y pod wplywem
ciggnien w kierunku osi x. Naturalnie E, o= Ey¥.

Poza tym dla napieé N, Ny 1 Nay i odksztatcen blonowyceh (tych ostai-
nich oznaczonych kreska) mamy

0°F 0°F *F

gy W=hg No=—h55y’

\(1.4:) Nx == h a":? 3

: - - 1
{1.‘5) Ex (N,\—-'PINJ!); syzm(Ny———vz Nx), ?xy:m ny,

—_ ﬁ;
gdzie h jest gruboscig plyty, a F (x,v) funkeja naprezef blonowych.
Jak dobrze wiadomo, pomiedzy odksztaloeniami I przernieszezeniami
blonowymi {oznaczonyms réwniez kresks) zachodza zwiazki nieliniowe
- o 1 [dw\? _  dv 1 [dw\®
ST +“z“(a;)_ BTy T z(a_y‘) :
_ o, 0%  Odw dw
o =gy T ox 0z 0y

{1.6)

Mamy roéwniez nastepujace wzory dla momentéw oraz odpowiadajacych
im odksztalcen i przemieszezen zgieciowych (dwu ostatnich oznaczonych

gwiazdka):
. . 2w 0% w 0% w 0% w
M-\‘=*'D1((-T£2—+?’za?'), My:_Dz(ﬁ2+v10—£§ )
(1.7
A "
M,\.‘y: 2ka% ,
8*_6‘u* ‘ang e dvt azwz
- = y: e — 3 R
(1.8) dx dx d.y gy
. Out  Ov* a*w

'J’xy:Ty +5"E=—2§Jja—y"2:




zaé dla napieé poprzecznych
] 0% w Pawy ¥ 2 2
(1.9) sz_*’ (Dlamz "I“D;a 2), ﬁ @y =-—a—( a_‘y}_ Q,_}E)y

I S— ay

gdzie sztywnosci zginania i skrecania sg réwne

B I E.I 1
(1.10) \ o lﬁ‘?’ﬂ’a D 1-—wywy’ 9 {v; Dyt D1)+2Dk,
Dp=Gnl, (I=h*/12).

2, Wzory ogoélne we wspolrzednych biegunowych

We wspoirzednych biegunowych 7, ¢, gdy ponadto podparcie i obcig-
zenie plyty nie sg funkcjami kata @, mamy odpowiednie réwnania pod-
stawowe Rostowcewa W postaci '

dfw 2 dPw 1 d2w , 1dw h d ({dwdF q{)

2.1) dr! +? d s ( v dr? + rd d'r) D.r d’r(dr dr) D!
d*F 1 d?F k? dF B (daw\?

(22) deJF?W”'m;__"z?(dT)-

Dla wielko$ci bidnowych otrzymujemy W danym razie nastepujace
WZOTY!

_h dF @*F

2.3y Nr:T ar’ Nt:ha?j, 'Nrf:(),

gdzie naprezenia blonowe spelniaja rownanie réwnowagl

. s
2.3.1) () — Ny = 0;
2.4 i L NNy, B e (Ne— N
@4 & =g, W — v N0, =5, Ne— )
_da, 1 {dw\? T
(25) 8,-‘—:@4‘5('(1—7'), : St:'; (Er’ilj:Et’Pr).

Dla wielkoéci zgieciowych mamy natomiast

- »dw
26 M=— ;Dr(dr2 + )

d?w ldw
rodr

My = —- wo o
£ Df(wd'r + r dr

(2'7) Qrz'_'

d®w 1d2 __kul_d,__w
Vgt Ty drt e dr
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lub z réwnowagi srodkowej czeSci plyly (P = sita skupilona w srodku

- plyty)

- dw 1 P
. » oy ew A e -
(28) @ N, dr ¥ .fq(r)’r‘ ! mr’
. dw__Pw_ . W 1dw
@9 . gy T dr o T T ar
Przy czym
(91, &I . s__ Dr
(210 Dr= 1—wew’ Di= 1e—wem’ ef = Dy’

Rozpatrzymy.najpierw zastosowanie do ptyt ortotropowych rozwiazan
J. Prescotta, [1], uzyskanych dla plyt izotropowych.

3. Plyta kolowa cylindryeznie ortotrepowa o promienin o wygieta w Lsztalcie
powicrzehni kulistej o promieniu R (rys. 1)

Jak wiadomo, w teorii klasyczne] Poissona-Kirchhoffa piyt
izotropowych zgiecie takie nastepuje pod wplywem réwnomiernie roziozo-

. S . nych hrzegowych momentéw zginajg-
- r
Fa

P i) - < cych, a w teorii nieliniowej plyt izotro-
/s \7a l_-. ~ powyely, {1], do momentéow tych dodaé
a a

trzeba obcigzenie nierdwnomierne roz-
tozone w sposob ciggly na powierzchnd
plyty (np. przy braku ciggniefi brzego-
wych — obelgzenie paraboloidalne, cze-
$ciowo dodatnie, czeSciowo ujemne).

Znajdziemy odpowiednie ob‘ciazehie
dia plyty walcowo ortotropowej o osi
ortotropii przechodzace] przez $rodek
plyty.

Przyjmiemy réwnanie odkszialconej
powierzchni §rodkowe] plyty w znanej
postaci przyblizonej -

fo—— i

. 7.2_(12
w= -

(3.1) R

Rys. 1

Drugie réwnanie podstawowe {2.2) przybiera teraz pbstaé {kreski ozna-
czajg rézniczkowanie wzgledem zmiennej 1) '

1 ka Et
3_2 s " Lo .
( ) F +“‘r F '—?2F “——'—ZRE’I"



Tatwo znalezé rozwigzanie powyzszego rownania

{3.3) F=A+Br' 4 Crl—h g1,
gdzie
B

przy czym zalozymy, Ze lo- 3.
7 (2.3) obliczamy napiecia blonowe w postaci

3.5) N,=h[B{1-+k) =l L C(1— k) r—" 144 877,
(3.6 Ni=h[B(+k) ket — C(1—T) ler—*—1 +12 fr7].

Podstawiajac (3.1) 1 (3.3) do pierwszego réwnania podstawowego (2.1)
okreglamy obeiaZenie ciggle plyty potrzebne dla utrzymania zatozonego
ksztaltu powierzehni $rodkowej plyty:

{3.7) q = —}h%‘- [B(1+k) 14+ C(1 — k22t 16 2.

Jezeli jest k<< 1, to dla tego, aby g nie roslo nieograniczenie wraz z 1 — 0,
powinno byé B = C = 0. Przyjmiemy, ze k=1. Wéwczas tylko C =0,
a B szukamy z warunku brzegowego. Jezeli na obwéd ptyty dziataja na-
piecia radialne N, (a sam obwd6d moze si¢ przemieszczal w kierunku ra-
dialnym), to z warunku

(3.8) [N}, = Na
otrzymujemy

Na 1
8.0 BT ( b )(1+k)E"’“1
i napigcia blonowe sa réwne

N, ph=1
{3.9) N,—=h[( —d4fa ) e 1+4ﬁ7

fe—1
(3.10) Nf:h[k(}%“mzlﬁa)"k . +125?~|
Latwo ze wzoréw (2.6) i (2.7) stwierdzié, ze

@.11) M= — 214
(3.12) : Mt:_%(lﬂr),

{3.13)




. Wynika stad, 7e na obwodzie plyty dzialaja (rOwnomiernie roztozone}
momenty zginajace, natomiast napiecia poprzeczne rosng nieograniczenie
w miare przyblizania si¢ do érodka plyty. Poniewaz, zgodnie z naszym
poprzednim zalozeniem, obciazenie ciagle q(r) posiada wszedzie wartost
skohczona, to w érodku plyty powinna dzialaé sita skuplona, ktérg ozna-
czymy przez P. Z porownania wzordw (3.13) 1 (2.8) wynika, ze sifa ta
jest rowna

(3.14) ' p—> “RD r(1—1k),

a dla plyty izotropowej znika, jak byé powinno, [1].
Jest zrozumiale, ze reakcja pionowa Rq na obwodzie plyty, liczona na
jednostke diugosci obwodu, jest

: L dw
{3.15) Ry == [Q,-—}—N,- dr ];—:a.
7 (2.8) wynika, ze reakcja ta jest rowna
1 P
(3.16) ‘ Rag—afqrdr——zﬁa.
. 0

Latwo sprawdzié podstawiajac odpowiednie wartoéci wedlug wzoréw
(3.7), (3.9), (3.13) 1 (3.14), 2e prawe strony (3.15) i (3.16) sg identyczne, jak, *
naturalnie, byé powinno. Z pordéwnania tego wynika réwniez, ze sile P
«niosa» napiecia $cinajace @, na brzegu, a obcigzenie g (r) «niosg» brze-
gowe napiecia promieniowe Na. :

O ile chodzi o teorie przyblizong Poissona-Kirchhoffa, to
wowezas irzeba przyjaé F =40. Wtedy zatoZenie (3.1) spelnia réwnanie
7. Germain, jezeli ¢ =0. Natomiast M,, M, i &, wypadaja te same, co
poprzednio, skad wynika, ze wedtug teorii klasycznej wygiecie plyty orto-
tropowej w ksztalcie powierzchni kuliste] wymaga oprocz brzegowych mo-
mentéw zginajacych réwniez obecnosci sily skupionej w $érodku plyty.
Jezeli warunki oparcia brzegu wykluczaja jego przemieszczenia radial-
ne, to z drugiego zwiazku (2.5) ofrzymuje sie

(3.17) |N¢]r=a == v Na,

skad ostatecznie wypada, ze

Et h a2
3. — .
(5.18) Na 2 RE(k+3) (k—7s)

jest napieciem brzegowym promieniowym w tym przypadku.
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4. Plyts kolowa cylindrycznie ortotropowa swobodnie podparta i wygieta
podobnie jak plyta cylindrycznie ortotropowa réwnomiernie obcigzona w teorii
klasycznej

W teorii klasycznej mamy w danym przypadku dla ptyty ortoiropo-
wej, [8],

e )

gdzie
P a* 8—Ek)(4+k+»} 4(34»)

@2 m=geTimp ™7 ARk 0 ARk’

tutaj p, jest co prawda intensywnoécia obciazenia réwnomiernego, ale
w teorii nieliniowej uznamy je za parameir, ktory mozna dowolnie usta-
li¢. Przyjmiemy, jak zwykle, ze k == 3. Na mocy (4.1) mozna od razu obli-
czyé momenty zginajace i napiecia poprzeczne wedtug (2.6) 1 (2.7):

_peB @ [t [V
(4.3) M, = 2(9 — k?) [(a) . (a)]

(4.4) M, — Do k@_[(?’ﬂlﬁk_’@ (T)’H 3w (,E)z J

T2(9KH Tt a

BT
(4.5) Q=55

Drugie rownanje podstawowe (2.2) przyjmuje postaé
8 COBymi i k42
(4.6) F"'—F‘-;l';-F"'—'—%F’:;—t 0[15(2) —Smg(k—i—l)(;) +

7 ak—1
+m§(k+1)2() ]

a

a jego rozwigzaniem jest

(4.7) F:A+Br1+k+c,r1—k +611.8+‘82TIa+5+ﬁ31.2k+2,
gdzie
L E¢m] g, — Ermimy(k-+-1)
bh=—wa—1e " 2k+5) (et DT

(4.8)

E; mﬁmg
ﬁa*_ﬂm l)a2k+2 !

przy czym zaktadamy, ze k- 1.
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Ze wzoru (2.3) po uwzglednieniu (4.7) otrzymujemy napiecie radialne
N.. Jezeli ma ono przyjmowaé wartos¢ skoficzona w Srodku plyty i jezeli
zatozymy, ze k 2 1, to stata C= 0, ale B £ 0. Ostatecznie mamy

{(4.9) N =h[BO+k)r*—148 1% +(k+5) By 7818 120k 1-1) 2],

Ze wzoru powyrszege wynika, ze naprezenie radialne w Srodku plyty
ortotropowej jest w danym razie réwne zeru, podezas gdy dla piyly izo-
tropowe] wygiete] w tym samym ksztaleid jest ono réwne w tym
‘miejscu 2B. '

Wobec swobodnego podparcia brzegu plyty jest N, (a) = 0; znajduje-
my stgd jedyna nie znang stalg B:

(410) - B=—r FkEBﬁj " * - o 5) By at4-2(k-1 1) By a1 ].
Zapiszemy ugiecie (4.1) w postaci
(#11) - - W=, —ngrt+ilm g
gdzie '
MM, m
4.12) Ny = Moy, Ny = a;;ﬁ, ng;-df

Wowezas po podstawieniu (4.7) i (4.11) do pierwszego rownania podsta-
wowego (2.1) ofrzymujemy obcigzenie, ktére nadaje plycie zgdany
ksztatt: :

(4.13)  q(r)==8(9— k) D, ny— h!4n, 7 [80 B, r' -+ B(1+k) (3+k) r*+
(e-5) (o) f 1+ -4 e+ 1) (JaF-2) fy 1% +1] —
— (e+1) g ¥[8 (Fe+17) B, 70 -2 B (1 |- ) ro—1 4
+206-+2) (5+-5) f 143 + 2+ 1) (3 ko-1) B 124 ).

Oczywidcie, ogélnie biorac, obeiazenie to jest dalekie od réwnomiernego.

5. Metoda pseudo-energii

Metoda pseudo-energii stosowana przez J. Prescotta do piyt
izotropowych o duzych ugieciach, [1], polega jak wiadomo na tym, ze za-
miast pierwszego réwnania podstawowego, odpowiadajacego réwnaniu.
(2.1) dla k = 1, postugujemy sie calka tego réwmania, ktéra moze byé
interpretowana jako przedstawiajgca w pewnym sensie rownanie pracy
sprezysie]. Przypomnijmy postepowanie Prescotfta stosujge je do
ortotropowej plyty kolowej. W tym celu przedstawmy pierwsze réwnanie
podstawowe Rostowcewa (2.1) w postaci

Lo 5.1 el yrr i qe S L - q
_ (.:...). gy 07T —k v F'] D, "



i po pomnozeniu obu jego stron przez wdr wykonajmy catkowanie po° ca-
Iej powierzchni plyty. Otrzymujemy wéwezas zamiast réwnania réinicz-
kowego (5.1) réwnanie catkowe

i a

- - ’ d trs 17 2w, - d L = 0
(5.2) qurdr—D,-‘[ wdr(w T+ k Tr_) dw—hfwdr(w Fdr,
: 0

w ktérym Iewg strong mozna, istotnie, interpretowaé jako podwojng pra-
ce obciazenia zewnegtrznege podezas odkszialcenia plyty, jezeli pominaé
prace napie¢ blonowych {w tym bowiem przypadku ugiecie w jest pro-
p-f)rcjohaln.e do obrigzenia). Wykonajmy catkowanie przez czesci obu ca-
tek po prawej stronie (5.2). Dla plerwszej catki I, ofrzymujemy po
uwzglednieniu (2.7)

a

(5.3) L=—|w@,r w[(w”’r—l—w”—kz% w'dr.

0

Pierwszy z tych sktadnikéw jest réiny od zera tylke wiedy, gdy
w Srodku plyty dziata sita skupiona P, i wiedy jest rowny Pwo/2#, [por.
{2.8)], gdyz jest w ogdle

{5.4) [dii)J =0  oraz  [wl—a=0.

. ar {._y
Jezell uwzglednimy te ostatnie warunki, to z drugiej calki I, w {5.2) po-
zostaje wyrazenie &
(5.5) I,=h j (W2 F dr.

0
Ostatecznie zatem pierwsze réwnanie podstawowe w formie «pseudo-ener-
getycznej» przybiera nastepujges postaé:

a

& a
{5.6) qurdr=-Drj (w”‘rth"-—kz'i’})w'dT+hf(w’)2F’dr+ 1;”"“.
7T
0 ¢ 0 o

Wprowadimy do obu rownan pedstawowych zmienng bezwymiarows
¢ =r/a. Woéwczas zamiast {5.6) i (2.2) otrzymujemy
1

1
- dPw d? w dw 1\d
(5.7 aqquﬁ)dQ:"Drj(dgs 9+—d—é§—k2£-)w}£d +
0 ’ b ,

dg ¢/de ¢
A '2
dw\*d I R
p _
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\ $F  @F ,dF 1 Efdw)
(5.8) i ag  “de e Z(de)’

gdzie przyjeliSmy oznaczenie m;=— P awy/2x.

Uzyjemy teraz powyzszego ukladu réwnain do rozwigzania zagsdnie-
nia plyty kolowej ortotropowe] obeigzonej réwnomiernie, stosujge za
J. Prescottem dwa kolejne przybliZenia. ' '

6. Plyta kolowa cylindrycznie orfeiropowa oparta przegubowo na brzega
i p_orldanﬂ obciazenin réownomiernemu gq

6.1, 'O ortotropii przyjmiemy za 0 2, a dla powierzchni ugiecia przyj-
miemy nastgpujace najprostsze zaloZenie:

(6.1.1) w—F(1—¢°)

(czyli takie samo, jak poprzednio rozpatrzone w p. 3). OczywiScie, mo~
ment podporowy nie jest tutaj rowny zeru. Podstawiwszy (6.1.1) do réw-
nania (5.8) otrzymujemy tatwo catke ogdlna tego réwnania w postaci

(6.1.2)7 F— A+ Bl 4+Col=* +ap,

gdzie "
g

(6.1.3) a)_z_(k?—_ )

(Zaktadamy, ze k 5% 3).
Podstawiajac (6.1.2) do (2.3) znajdujemy napigeia bionowe

(6.1.4) N,=hiB(1+k)o*1+C(1—k) o144 a7,
(6.1.5) Ni=h[B(1+k) p* 7' —C(1—k)k o112 a 0®].

Jeli zalozymy, ze k> 1, to aby napiecia blonowe nie rosty nieogra-
niczenie wraz z r — 0, powinno byé
(6.1.6) C=0.

Przyjmijmy jeszcze, ze mapiecia bionowe radialne na brzegu plyty
znikaja:
(6.1.7) - [Nrle=1=0,

co pozwala na znalezienie stalej B:

| (6.1.8)



Podstawiajace teraz (6.1.1) 1 (6.1.2) do plerwszego rownania podstawo-
wego (5.7) i uwzgledniajgce (6.1.8) znajdziemy ostatecznie nastepujace
réwnanie trzeciego stopnia dla wyznaczenia nieznanego parametru f:

4 h E;

{6.1.9) 3U€—+3T2

4
f42D, (2 — 1)f— =1 =0,

ktére zapisaé mozna réwniez w postaci

goa' 16K’ 2(k*-—1) f

¢ 16K* (F\ 2(kE—1)
(6.1.10) E. Rt 3(k-+ S)Z(h) 3(1—wrv) B

Zauwazmy, ze dla izotropii, tzm. dla I =1, (6.1.10) przeobraza sie
w odpowiednie réwnanie warunkowe podane przez J. Prescotta, f1],
- w kiérym jednak pominiety =zostaje wyraz 2 zawierajacy f/h jako maly
wobec wyrazu zawierajacego (f/h)’. (Tak mozna postgpié, gdy ugigcia
sq znacznie wicksze od grubosel plyty).

Gdy zamiast warunku (6.1.7) przyjaté warunek nieprzesuwalnosel ra-
dialnej brzegu plyty, [ulr—e— 0 lub po przeksztatceniu [por. (3.1}
d*F wdF

¢ g dla e=1,

(6.1. A
(6.1.11) i g do

to po podstawieniu (6.1.2) otrzymujemy ostatecznie zamiast {6.1.5)

__AB—wla
A1k (e —k)

(6.1.12) B

a z plerwszego réwnania podstawowego (5.7) rownanie zastepujgee w da-
nym razie (6.1.10):

@113 D& 16K [1 2(3 — ) 1(f)3_ 4(k*—1)

_ 16k f1 203 1{% h I
EhT K —0|3 k3 m—R|\h] 30— b

‘Réwniez to réwnanie dla k = 1 przeobraza sie w réwnanie podane w 111,
jezeli w tym ostatnim pomingé wyraz zawlerajacy iloraz {/h wobec wy-
Tazu zawierajacego ten sam iloraz w trzeciej potedze.

62. Przyjmijmy teraz ogblniejsze zalozenie, mianowicie

{6.2.1) w = f(1+my ¢*+mg o).

) 2 Pewne roznice pomiedezy rozwigzaniami uzyskanymi w niniejszej pracy i roz-
wiazaniami Prescottia {mowa © rozwigzandach uzyskanych na podstawle row-
nania pseudo-energi) wynikaja stad, 2e przy wyprowadzaniu réwnania pseudo-
energii Prescott spozytkowuje bezpofrednio warunek zaikania momentu radial-

fiego ha brzegu plyty, czego nie mofna uczynié w przypadku anizotropil materiahu
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Oczywiécie, poniewaz w (1) == 0, wiec pomiedzy m; i m, istnieje zwiazek

my + m, = — 1. Postgpujac -jak w przypadku poprzednim, p. 6.1, znaj-
dziemy z latwoscig catke drugiego réwnania podstawowego (5.8) w postaci
(6.2.2) F=A+Be!"*+Col % +tapt o +y o,

gdzie przyjete zostaly nastepujace oznaczenia:

623 Efb2m¥ 4E¢b2mlm2 y— Esz'mg

(623 e=gna—gy P mEErliss)’ Wiy

Zatozyli$my tufaj, ze k £ 3, k=45 i k £ 7. Zuzytkowujac (6.2.2) znaj-
dujemy z {2.3)

(6.2.4) N.—=h|B(1+k)a* 1 +4a0+68 0" +8y0%].
We wzorze powyzszym przyjelidmy od razu C = 0, aby napreZenie radial-

ne zachowato wartoéé skoficzona w srodku ptyty. 7Z warunku (6.1.7) znaj-
dujemy jak poprzednio

2(2a+3p+4y) '

(6.2.5) B — TR

Podstawiajge teraz (6.2.1} i (6.2.2) do réwnania pseudo-energii (5.7}
otrzymujemy po wykonaniu stosownych przeksztalcen nastepujacy wzor
dla wyznaczenia nieznanego parametru f:

fy? g I
2 .. BN N
e ag(h) 12— B
w ktdrym przyjeto oznaczenia

al —_ 6""3 m1+2 mg,

( m} 4 m, m, 4m; )( mi 4m, M, 4m§)
ty=— 2|~ iy + -+
k2—9 ' k?P—25  Kk'—49/\k+3 k-+5 k-+7

g 12
(6.26) th‘1 a,

[ mi My My 4mZ } [ ms 16 1, My

627 | ™ %(kﬂ_gfrk 25+5(k —49) Ty _k2w9+5(k2—25)+
! 8m‘§ [ mi My My 2m ]

(- )] +m [ ome—s) T 3028 T T a9))’

—+-

= 21— K + 4 my ma(5— K+ 5 m3 (9 — K2,

Oczywiscie, gdy przyja¢ m,=—1, m,=10, to wzor powyiszy prze—
obraza sie we wzor {6.1.10). Gdy natomiast przyjaé k =1, to otrzymuje
sie wzér na obeigzenie plyty izotropowej, z tym, ze wspolczynnik przy



ilorazie f/h w pierwszej potedze rézni sig od odpowiedniego wspolezyn-

nika uzyskanego przez Prescotta, [1]. Mianowicie wedlug [1] wsp6l-

czynnik ten jest réwny
4

(6.2.8.1) (1— ) (3 —my)

[(1 —ma)? (L+9) + 5 ],

podezas gdy ze wzoru (6.2.6) uzyskujemy w tym przypadku
- 16
(1 —»") {643 m, +2m2)

Wynika stad, ze np. dla »= 0,25 z {6.2.8.1) i (6.2. 8 2) otrzymuje sie od-
powiednio wspoiczynnik 1,38 oraz 1,32 3; rdéznica wynosi zatem niecale
4.5% w stosunku do pierwszej z tych wielkosci.

(6.2.8.2) {m, my+ — 4 mz)

7. Plyta eliptyczna prostoliniowo ortoiropowa oparfa na brzegu przegubowo
i poddana eobeciazeniu réwnomiernemu g

Przyjmiemy gléwne kierunki ortotropii za réwnolegle do osi x i ¥y
ukladu, ktérego poczatek lezy w §rodku elipsy, a powierzchnig ugigcia
w postaci

(7.1) ' w == (1—x2—y—2),

gdzie ¢ i b s3 polosiami elipsy. Po uwzglednieniu (7.1) drugie réwnanie
podstawowe (1.2} przyjmuje postac _
0‘F . BHF 204 . 4-E fz
(-2 0 T 0w aE T oyt T gt

Zaktadajae, ze na obwodzie plyty znikaja napiecia normalne N, i stycz-
ne N, otrzymu]emy nastepu;ace dwa warunki brzegowe dla fumkeji
F{(x,y) na obwodzie plyty:

xt BF |y 0°F _axy O°F

at 0y b“dx a?b® dxdy

| a
)
| wy (0°F _ 0°F\_(y* &%\ OF
| P ay 0z \bi & |dxay
Aby lewa strona (7.2) byla rézna od zera, funkcja F musi byé co naj-
mniej czwartego stopnia. Przyjmiemy zatem za [1], Ze

(7.3)

. :c‘& 2\ 2
1.4 Py =K1 55,

* We wzorze (6.2.8.1) przyjeto za [1] me = 0,%, podezas gdy w (6.2.8.2) przyjeto
me = 0,24, co wynika z warunku {11’1',-]@:1:0 [por, wzér (2.6)].
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gdzie K jest parametrem, kidry wypada wyznaczy¢é Mamy wowczas na
podstawie (1.4)

4Kh 2

x® 34

l NAZMH.EE—(I—w?m bz)!
4Kh 3x2 g2
5) % Ny—— —a—a—(l—;;zﬁbg),
8 Kh
(Noy= g

Latwo sprawdzi¢, ze wyrazenie (7.4) spelnia oba warunki brzegowe
{(7.3), natomiast z (7.2) otrzymujemy

(1.6} K==K'E,f,
gdzie
. a? b*
(7-7) K _—6(0.'1 Eﬂ+b4)+2a2b2m2'

Jezeli teraz pod-stawimy' (1.1) i (7.4) do pierwszego réwnania podsta-
wowego w postaci «pseudo-energetycznej» (F oznacza powierzchnie _
piyty),

(1.8) dzdy—D, [ (2% pap. LW +k3 “Nwdwdy —
. qumyﬁ 1[( . PR R wxy
(£ (£}
5 0% w GEF_E Fw O*F P w 0*F
— 2 f'(ﬁxz dy* " oxdy ﬁdiy 0yt Ox

} da:dy,
()

to okazuje sie, Ze pierwsza catka po prawej stronie tego rownania, przed-
stawiajgca podwéjng pseudo-energic momentowego odksztatcenia plyty—
wobec naszego przyblizonego zatozenia (7.1) — staje sie rowna zeru; ozna-
czatoby to, Ze plyta nie posiada sztywnodci gietnej, co jest w danym razie
oczywiscie bledne. Za autorem metody, [1], podstawiamy zatem zamiast
rozwazanej catki podwojng energie odksztalcenia zgieciowego (momento-
wego) wedlug teorii Poissona-Kirchhoffa, [8], rowng dla ptyty
ortotropowej

0% w Pw Pw ., [ 07w\ . 0w \?
(1.9 le[(d ) +2% 500 g +k2(ay2) +4nﬂ(dmay”dmdy,

(F}

gdzie n? =G,(1—», »,)/E,.

Po podstawieniu do powyzszego wyrazenia wartosei w wedtug (7.1)
ofrzymujemy ostatecznie zamiast (7.8) nastepujgee rdownanie dla wyzna-~
czenia nieznanego parametru f:

qaa?b® 24429, a2 b2 kel § 16K*k2(f)3

h

7.10 g L4 2B R
(7.10) E,ht 31 —wm)a®b* R 3
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Gdy a = b, to elipsa przecbraza sie w koto i dla plyty kotowej o ortotropit
prostoliniowe] otrzymujemy z (7.10)
2(1427 1) Bk (f)

Qt)a4m g i
1D Fh T 30w R 30 TR)ImE \R

Jezell wreszeie przyjmiemy, ze chodzi o plyte kotowy izotropowa, lo wzbr
(7.11) przechodzi w nastgpujgey:

Ge' 4 F L 1(fY
(7.12) ' ER 31— h (h)

ktory, jak widaé, dla duzych stosunkéw f/h malo réini si¢ od wzoru po-
przednio wyprowadzonego (6.1.10), jeZeli ten wzor przeksziatcié w sposob
odpowiadajacy izotropii 4. '

" Ze wzoréw (7.5) mozna teraz z latwoscia znalezé naprezenia blonowe,
a z {1.7) uwzgledniajge (7.1) — momenty zginajace, co pozwala na oblicze-
nie catkowitych naprezen panujacych w plycie. '

8. Plyia prostokaina ortotropowa o bokach poziomo nieprzesuwnych poddana
obeiazenin rownomierncmu g, (rys. 2)

Mamy w danym razie nastepujace warunki brzegowe:
w=10 dla r="a,

(8.1) :

=0 dla y=+b.

Zakladamy jak dla plyty izofropowe], {1],

— AL os ZY
(8.2) | 19_7—3“0032 C08 oo ——
a i
Podstawiamy (8.2) do drugiego row- 1 Tt 1 X
nania podstawowego (1.2) i otrzymujemy _,
réwnanie réiniczkowe _
JF otF 264F a___. a |
@3) Gt Gaags TE y
Byt f X 7t
~ ety (COS?“OS%)’ Rys. 2

ktérego rozwigzanie szczegblne przyjmujemy w postaci

(8.4) F—= Clcos +C2 cos—+C ' 4-Ciy*

" 4 Dla materlalu izotropowego wzdr (71.12) praybiera mianowicie posta¢ identyczng
z podang w [1], s. 460. : :
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Przez podstawienie (8.4) do {8.3) znajdujemy stale catkowania C iGC,,
wobec czego funkcja F przyjmuje nastepuiges postaé:

E P

(8.5) F— 5 -agg(k*a cos f +b4cos%)+c% x*+Cy 9%

Ze wzorow (1.4) znajdujemy napiecia blonowe w plycie

23, fa
((Ne= Eym hzf sﬂ+2c4h
| 32a
(3.6) . | :Eﬂf n
IOy l Ny, 3952 —I—2C h,
N,x;y == 0 .
..,“JO_bli.czamy teraz jednostkowe Wy;dlﬁZemia blonowe wediug (1.5) 1 na-
slepnie przemieszezenia blonowe 4 i v wedlug (1.6). Po odpowiednich

przeksztalceniach i uwzglednieniu, ze wobec symetrii ustroju i obcigzenia
jest =0 dla « = 0 oraz v = 0 dla y = 0, otrzymujemy

B 2 . 7
= S [ cos Ty _ (x e sin iﬁ—x) cos” ﬂ} —
7 a

16a b 2b
(8.7) : ' —ﬂ&fjsin'a—tﬁ—kgf (Ci—» Cya
. - 320 a B T UM
gy mx [ b wy\ amx]
U= ].sz COS a u ﬂSlIl b cOoSs 5 .

‘;_.'737’1bf2 inﬂ+‘2*

324" 1T Ez‘(c3_”zc"‘)y'

Wamnki brzegowe {(8.1) pozwalaja na obliczenie staltych C, i C,, ktore
okazujg sie rowne

PR, (vl 1)

2Bl — v vy la, | BP

Oy T 242 )(1 +v2)

(8.8) .

64(1 — b?

Oczywiscie biorge pod uwage (1.6} latwo sprawdzié, ze przemieszczenia
(8.2) i (8.7) spelniajg ostatnia z rownoscei (8. 6), jak, byé powinno.

Aby obliczyé nie znany jeszeze parametr f, postuzymy sic réwnaniem
pseudo-energii. W tym celu mnozymy obie strony réwnania podstawowe-
go (1.1) przez wdx dy i catkujemy po éwiartee powierzehni plyty:
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4
{8.9) ffwd:cdy D, ff(a : 21 aga 2—1—139 )wdmdy-——
0w 0°F 02w o F
—hff(ﬁxﬂ Oy dyz ax)wds;dy.

Po d]:uzszych rachunkach ofrzymujemy siad ostatecznie nastepujace
réwnanie irzeciego stopm;a dla wyznaczenia stosunku f/h:

1024 1

21 K :
(8_10} E G'Eﬁh‘! qg:g(lér"l T,2)( 4+ 2‘b2 ) f 'V2%(Lh) y

+ e
w ktorym przyjeto oznaczenie

. 3—111 ”2* 1 1 2
4(8.11} "= 2(1 — 'rpz) ("_’2 q‘g + Py b4) + (1 — ¥ T’Z)agbg '

Znajac warto$¢ f latwo, naturalnie, znalezé momenty zginajgce plyte
wedtug wzoréw (1.7) oraz napiecia blonowe wedlug wzorow (8.6) i (8.8).
‘Ze wrzorow tych wynika miedzy innymi, Zze momenty zginajgce na brzegu
plyty sa réwne zeru, wobec czego brzeg ten moze sig swobodme obracat
dokola linii podparcna piyty.

9, Metody enel'getyczne

Przejdziemy obecnie do rozpatrzenia rozwigzan, ktére uzyskaé mozna
7a pomoca metod energetycznych,

Oznaczmy energie odksztatcenia zwiazana ze zginaniem plyty przez V,,
a energie zwigzana z odksztalceniem powierzchni Srodkowej ptyty przez
Vs Mamy Wowczas kolejno dla piyt prostokatnie ortotropowych

; k] 2 62 62
91 V,—= —ffl (6 )+2D]a2‘3": 5o +D2(dy)+

02w \?
+4Dk(m?§) ]d;!.‘dy,

— y ) Y2 n M”E)—z
{9.2) Vy= lwvlvsz[ -+ 2,8, J,+ v+ i, ]da:dy

(F

oraz dla plyt eylindrycznie ortotropowych o kolowej symetrii obcigzenia
i podpareia ' ‘

. ; d2w\* v dw dPw .
03 Vi=ab f {(“d?) i
0 .




. E-h oo = — _
(0.4 . vo= j @205 i bR @rdrs |
| , |

tutaj F jest polem, zaé a promieniem plyty.

9.i. Blona ortotropowa kwadratowa obciaZona réwnomiernie. Dla blony
takiej, lecz izotropowej, rozwigzanie podali A. i T.. Fopplowie ([4],
por. réwniez [3], s. 345) stosujac metode energetyczng. '

Oznaczmy boki piyty przez 2a (por. rys. 2) i przy]mx]my nastepu]ace
wyrazenia dla przemieszezen:

ay

ﬁ:Asinﬂcos ,
7] 2a
5 — Bain Y 0s T E
(9.1.1) {I U= Bsin-—=cos’y—,
— fong Yy
Vlw-ﬁfcosg cos 5

Tutaj przyquié-my rozne Wspéuluc‘zynn’iki w wyrazeniach dla 4% i v, aby
uwzglednié w ten sposéb, w pewnym stopniu, rézne wilasnodci sprezyste
plyty w kierunkach x i y. WyraZzenia powyzsze podstawiamy do wzoréow
(1.6), za$ obliczone w ten sposob odksztalcenia do wzoru (9.2}, kidry przed-
stawia w danym rarie z wystarczajgcey dokladnoécia energie odksztatcenia.
plyty-

Po odpowiednich przekszhalcemach znajdujemy energie odksztaicema
olyty V z (9.2) jako * ‘

019 v—v,= B | 4 Bate,taBatall e
o 2 2(1_1)11,2) 11 422 Dl 6a 1
ﬁ._f fat
+B @+ 102402 |
gdzie przyjeto mastepujgce oznaczenia:
?, 32
ay =1+ 913 az‘zz;_g -+ 9'112 ’ 2 =g {(ratg12),
1
W
(9.1.3) i U = vy —f12—2 azﬁ”z—“glz—zi,

Uagmo (1t )t 42mtdgn, g
1




Stosujgc zasade prac wirtualnych uzyskujemy zrozumiale, [9], row-
nania dla Wyznaczema parametrow A, B i f:

f'dv‘g . ()Vz T

.1.4) Cvga=% 9 =Y

@15 4 Jéwdmdywévz,
‘ - G

przy czym wariacja w ostatnim réwnaniu dotyczy strzatki ugiecia f.
Z rownan (§.1.4) znajdujemy tatwo

(916) L A= ]cg_:_?E azale—Zﬂ; @ o B= fa" a l"7'12—2'7'52‘:1"20"11

6a 4a* anazz_(au) 6o 4 auazz (ajz)

*

Natomiast z (9.1.5) przy uwzglednieniu (9.1.6) otrzymujemy ostatecznie

nastepujaey wzdr pozwalajacy obliczyé parametr f: '

o {“i ay Gy —— a2 @+ ala) G } 32a*(l— v, 7y)
94 ata,, Gy —(a)2)*] 256 E hat

(9.1.7)

Dla plyty izotropowej i »==1/4 otrzymujemy z powyzszego wzoru te
sama wartogé strzalki ugiecia co w [4], gdzie zreszta positkowano sie tyl-
ko jednym parametrem A =B

9.2, Plyta ortofropowa kwadratowa oparta przegubowe i obcigZona réowno-
miernie. Zadanie to rozwiazemy stosujac metode przyblizong zapropono-
wang w [4] {por. réwniez [3]). -

Podzielmy obecigzenie istotnie dzialajace g, na dwie czgscl, z ktoérych
jedna, qi, przenoszona jest przez naprezenia teori zgieciowej, a druga, Qay
przez naprezenia blonowe.

Ugiecie w érodku plyty — réwne w obu przypadkach w, = f — jest
wediug [8], s. 180, réwne

. 256 g, a' 1
9. Ot 1 Toudl —
9:2.0) W . 2w n(D, m'+2D, m® n+Dy n)’

m=:1,8,5,... 1==1,3,6,...

jezeli obliczy¢ to ugiecie na podstawie teorii matych ugieé. Poprzestatmy
na jednyin wyrazie szeregu {9.2.1). Wowezas

- S"Eﬁ
QI = 2506514 (D1+2D3+D2)'

ife z teorii membranowej mamy wedtug (9.1.7)
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,‘gc‘izie przyjeliSmy oznaczenie

§.9.4 Dt — Elh _{“'1“2“12_”2(“3“22‘{““3“11) _ai}

( o ) 1— 71 Vs 9 [4 5'54 @y agg“‘-(ala)z] . 256 ’

Dodajac stronami réwnodei (9.2.2) i (9.2.3) otrzymujemy ostatecznie na-
stepujgcy wzér dla okreslenia wielkosci ugiecia w érodku plyty w,:

_ wya

1 .
(9.2.5) %=y [E (D, +2 Dy-}-D,)-+ui D*] .

Dla plyty izotropowej i »==1/4 ofrzymujemy z (9.2.5) ten sam wzér, jaki
podano w [3] i [4].

Oczywidcie, znajge w, mozna obliczy¢ g, i g, nastepnie zas naprezenia
odpowiednio wedlug teorii zgieciowej, [8], 1 blonowej (por. p. 9.1).
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PezmoMe

~

TIIPUMEHEHHE HEHOTOPBIX W3BECTHBIX NPHBIMHEHHBIX METOIORB
JJIA PEINEHKAH 3AHAY OPTOTPOHHBIX TAACTHHORK
C BOJLIIEMY ITPONMBAMK

- ABTOp npuBommMT NPHGMIKEHHOE DeIleHHMe Pa3JIMTHBIX 3a[ad, Kacaio-
WMXCH OPTOTPONHBIX INACTHHOK ¢ DONBIDIMM ripoTdaMy, IPMMEHAA METO-
At I llpeexorra, C.IL TumMomenxn, a raxwe A, u JI. Denn-
ned B nkr. 1 npusopsres ypaseenmsa I'. I. Pocrosnesa n ofume
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hopMyIBT LA NPAMONMHENHO OPTOTPONHEIX IJIACTMHOK B IPAMOYTONBHOMR
KOOPEMHATHOM CHCTEME, 4 B TIKT. 2 — gis IPUIMHAPUYECKY OPTOTPOITHEIX
IDIACTHHOK B IOJNHPHUBIX KOOPAMHATEX. B IKT. 3 pacemarpmeaercs mmuamn~
APMHYECKH OPTOTPOIIHAH KPYTOBad ILIACTMHKA, yarubaeMas m dopmy cde-
PHMYecKOll IOBCPXHOCTH, a4 B TUET. 4 — TaKad Xe HNNACTMHEL, HO CRO-
foguo omepras M M3OTHyTad TakuM ke o0pa3zoMm, Kak M LMIHMHIPUIeCcKI
OPTOTPONHAS TIRACTMHEL, DPABHOMEPHO HAIDYIMREHHAS B TEOPUM MAJIbIX
uporubos. B mRT. 5 npmmensiercs MeTox IceBposHeprmm Jwx. IIpe-
CEOTTAa, CBOMALIMI OCHOBHYIO CHMCTEMY YPaBHEHWH AJS KPYINLIX OpPTO-
TPOTHLIX TNacTmor K Buay (5.7) u (5.8). B mxr. 6 paccMaTpuBaeTes
EPyraad UMAMHAPWUYECKH OPTOTPOITHAA INACTMHKA, NIAPHMPHO OHEPTas
M HarpymepHasd PaBHOMEPHO, ¢ ABOAKMM NpHODCResem: coriacto (6.1.1)
B . 6.1 mmo {6.2.1) B . 6.2. B wrT. 7, OIpH MCHONBI0BAHMK TOTO IKe Me-
TON2, HOPHBORUTCA pPelleHMe JJI8  9JIHANTHYECKON UPAMOJIMHENHED opTo-
TPOTIHOH NJIACTWHEM, IIAPHWPHO OIEPTOH ¥ PaBHOMEPHG HATPYIKEHHOH,
8 B IKT. 8 —— JuId OPAMOYTONBHGH OPTOTPONHON TLRACTHMHEM, ¢ Hemepe-
JABYZKHEBEIMIL B TOPMEOHTAALHOM HAODABJISHHMM CTOPOHAMM, U HATDYIREHHOH
TAaRMM e obpasoM, XKag B OKT. 7.

B nxr. 9 paccmarpusaercs sHepreTmuecKuili mertos. llpuMeHAA ero,
JaeTcs pellieHpe N PABHOMEDHO HArPYIKeHHOH KBAZDATHOM 0pTOTPONHON
membpaner (11, 9.1),"a Tak¥e AAA TAROM e namacTmmxm (. 9.2).

Summary

APPLICATION OF SOME FAMILIAR APPROXIMATE METHODS TO PROBLEMS
CONCERNING :()IRT‘HOTHOPIC PLATES WITH LARGE DEFLECTIONS

Some problems concerning orthotropic plates with large deflections
are solved in an approximate way using the methods proposed by
J. Prescott, S.P. Timoshenko and A . andL. Féppl G. G. Ro-
stovcev's equations and general equations for rectilinearly ortho-
tropic plates are given in rectangular coordinates (Art. 1) and for
cylindrically orthotropic plates in polar coordinates {Art. 2). In Art. 3
a circular cylindrically orthotropic plate bent into a portion of a spherical
surface is-considered, and in Art. 4 the same plate simply supported and

with the same deflection surface as cylindrically orthotropic plate sub-
]ected to: umform Joad in the small deﬂectuon theory In Art 5 J Pres-

suppor and umformly Ioaded with two kinds of approx1matﬂon accord-
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" ing to 6.1.1) in Sec. 6.1, and according to (6.2.1) in Sec. 6.2. In Art. 7,
a solution is obtained for an elliptical rectilinearly orthotropic plate
uniformly loaded and resting on a hinged support, by the same method.
Phe same is performed in Art. 8 for a rectangular orthotropic plate with
edges fixed in the horizontal plane and loaded as in Art. 7. Art. 9 is
devoted to the energy method. Using this method, a solution for a rectan-
gular orthotropic membrane unifermly loaded is obtained in Sec. 9.1,
2 solution for a similar plate being obtained in Sec. 9.2.
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