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Wykaz wainiejszych oznaczen

Srednie odchylenie kwadratowe funlke;ji,

modul $eigliwosei, ‘

jednostkowe sity podtuzne w tarczy (z odpowied-
nimi wskaZnikami),

granica plastycznodci materialu tarczy,

‘granica plastycznodei przy $ciskaniu (materialu
kruchego),

promief, zewnetrzny tarczy,

‘warto$¢ Srednia funkeji f(x) w przedziale (0,1},
obliczona z waga p, (x), (3.14),

przyépieszenie ziemskie,

grubosé tarczy,

bezwymiarowa granica plastycznoéei,

promien, wspbirzedna walcowa,

bezwymiarowe naprezenia (z odpowiednimi wskaz-
nikami}, ‘

przemieszezenie promieniowe, .
bezwymiarowa wielkoé, proporcjonalna do kwa-
dratu granicznej predkosci katowej w,
parametry poczatkowo nieoznaczone,

cigzar wiasciwy materialu farczy, .
odksztalcenia katowe (z odpowiednimi wskazni-
kami),

kgt odchylenia wektora intensywnosci naprezen
stycznych,

odksztatcenia liniowe (z odpowiednimi wskazni-
kami),

kat, wspblrzedna walcowa,

bezwymiarowy cigzar wilasciwy,
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A bezwymiarowa wielko$¢ proporcjonalna do w,
» wspdlczynnik Poissona,
o=71/R bezwymiarowy promien,
¢* Dbezwymiarowy promienl graniczny oddzielajgey
strefy roznych sformulowarn matematycznych
warunku plastycznosei,
¢ naprezenia normalne (z odpowiednimi wskaZni-
kami),
om Srednie naprezenie mormalne,
7 naprezenia styczne (z odpowiednimi ‘wskazni-
kami), _
@ funkecja charakteryzujgca zaawansowanie odksztat-
ceh plastycznych,
£, 1 zmienne calkowania,

w graniczna predkosc katowa.

Wskaznikami 0 i 1 oznaczono wielko$cl mierzone odpowiednio w érod-
ku i na brzegu tarczy, ¢=0 i p=1.

i. Uwagi ogdlne

Szeroko rozwijajaea sie ostatnio teoria niejednorodnoéci plastyczne]j
posiada powazne znaczenie praktyczne. Niejednorodnos¢ taks, charakte-
ryzujgey sie przede wszystkim zaleZnogcig granicy plastyeznosci mate-
rialy @ od polozenia punktu P = P (x, y, 2) ciala, wykazuja bowiem z re-
guly elementy poddane obrébee cieplnej (hartowaniu, a zwlaszeza nawe-
glaniu i hartowaniu powierzchniowemu), a takze elementy wykonywane
na drodze obrobki plastycznej oraz wickszosé elementéw wykonywanych
za pomocyg obrobki skrawaniem.

W pracy niniejszej zajmiemy sie obliczaniem noénosci graniczmej ko-
lowych tarcz jednostajnie wirujgeych, wykonanych z materiatu plastycz-
nie niejednorodnego. Bedziemy wiec poszukiwali predkosei katowe] o,
przy ktoérej nastapi uplastycznienie catej tarczy. Zalozymy przy tym, ze
materiat jest idealnie plastyczny, czyli pomimiemy wplyw wzmocnienia
plastycznego. Typ niejednorodnodci ograniczymy do przypadku kolowo
symetrycznego, wystepujacego najezgdciej w praktyce. Zalozymy wige,
Ze we wspolrzednych biegunowych plaskich 7, @ granica plastycznoSci
jest funkecja jedynie promienia @ = Q(r). Zastosowanie prakiyczne znaj-
duja zaréwno tarcze, dla kiérych funkcja @ = @(r) jest funkcja rosngeg

* Praca przedstawiona na konferencji nauk\owej Zakiadu Mechaniki Ofrodkéw
Ciggtych IPPT PAN w Karpaczu w sierpniu 1955 r.
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(do tego typu nalezy zaliczyé tarcze o hartowanym brzegu), jak rowniez
i tarcze, dla ktorych funkcja ta jest funkcja malejgeg — tarcze w stanie
naturalnym plastycznie jednorodne, poddane dzialaniu temperatury
wigksze] na brzegu tarczy niz w $rodku ! (turbiny parowe i spalinowe).

Niejednorodnoéé¢ tarczy w przypadku ogélnym bedziemy charaktery-
zowall rowniez kolowo symetryczna zmienno$eig ciezaru wiaiciwego ma-
terialu tarczy, y ==y (r). Nie bedziemy sie natomiast interesowali zmien-
noscig moduléw sprezystych materialu — modutu Younga E i wspOot-
czynnika Poissona »— poniewaz wielkosei te nie wpiywajs na nos-
nosé tarczy.

Wypada tu zaznaczyé, ze ciezaru wiasciwego y nie moina uwazaé ani
za modut sprezysty, ant plastyczny.

W przypadku ogélnym na rozklad naprezeni i odksztalcen wplywajg —
opréez moduldéw sprezystych i plastycznych — réwniez inne state materia-
towe, jak np. cigzar wlasciwy materiatu (modul «masowy»), wspdlezynnik
rozszerzalno$el cieplnej lub nawet wspélezynnik przewodnictwa cieplne-
go (moduty «cieplne»). Dla celow klasyfikacji ofrodkéw nigjednorodnych
wielkoset tego typu mozna by nazwaé — z punktu widzenia teorii spre-
zystosei 1 plastycznoscl — modutami «ubocznymis. Podang przez W. O 1-
szaka w pracy [13] klasyflikacje osrodkéw sprezysto-plastycznych nie-
jednorodnych mozna by wige rozszerzyé przez wprowadzenie mozliwogei
zmiany moduléw «ubocznych» od punkiu do punktu rozpatrywanego ciata; -
zmiana ta moze by¢ badz sprzezona ze zmiang moduléw sprezystych lub
plastycznych, badz tez od niej niezalesna, .

W naszych rozwazaniach bedziemy przyjmowali, ze granica plastycz-
nosci @ i cigzar wlasciwy ¢ materiatu tarczy zmieninja sie wzdiuz pro-
mienia niezaleznie od siebie.

Przy rozpatrywaniu no$nosci granicznej tarcz wirujgeych mamy do
czyniemia z plaskim stanem naprezenia w plaszczyénie 7, 6.

W przypadku tarcz o grubosci zmiennej h = R{r) mamy do czynienia
ze stanem naprezenia, zwanym przez niektérych autoréw quasi-plaskim,
bowiem w rzeczywistosci istniejy wtedy (niewielkie) naprezenia 7z,.
o wielkosci rzgdu pochodnej dh/dr) i a; [rzedu (dh/d7)2].

Wplyw tych naprezen bedziemy pomijali.

Przyjmiemy, Ze tarcza posiada plaszczyzne symetrii prostopadiy do
swej osi, co pozwoli zalozyé réwnomierno$é rozktadu maprezen na gru-
bosei tarczy. W przeciwienstwie do przypadku plaskiego stanu odksztal-
cenia — gdzie formulowanie warunku plastyeznoéei w oparciu o obie naj-
czeSciej stosowane hipotezy wyteZzeniowe, mianowicie hipoteze energii

! Brezegolny przykiad obliczenia takiej tarczy podaje A. D. Kowalenko, [6],

przy zatozeniu, Ze nierdéwnomierny rozklad temperatury wplywa jedynie na zmiane
.granicy plastycznodel, natomiast nie powoduje dodatkowych obciazen cieplnych.
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odksztalcenia postaciowego Hubera-Misesa-Hencky ego i hi-
poteze najwigkszych naprezeh stycznych Tresei-Guesta, nie powo-
~duje istotnych rdinic — w przypadku plaskiego stanu naprezenia roznice
te sg istotne.

Wiekszoé¢ spotykanych w literaturze rozwigzan problemu nosnogci
granicznej wirujqcej tarczy plastycznie jednorodnej korzysta z warunku
plastycznodei, opartego o hipoteze najwickszyech naprezen stycznych.
Otrzymuje si¢ bowiem wtedy tak dalekie uproszezenie rozwigzan (wobec
0= 0, ow), ze hipotezg tg postuguja sie nie tylko ci autorzy, ktorzy skfon-
ni sg przyznat jej pierwszenstwo przed hipotezg energii odkszialcenia
postaciowsego, lecz réwniez ci, kidrzy uwazeja hipoteze najwickszych na-
prezeh stycznych jedynie za pewne przyblizenie hipotezy energii odksztal-
cenis postaciowego.

Niektorzy autorzy, np. A. Nadai, [11], dla zmniejszenia roznic mie-
dzy wspomnianymi hipotezami przyjmuja warunek plastycznosci nie
w postaci
(1.1) 0= Q

(stusznej w myél hipotezy najwiekszych naprezen stycznych przy zalto-
zeniu 0 = o, = gy), lecz w postaci

(1.2) op = 1,077 @,

gdzie 1,077 jest érednig arytmetyczng miedzy 1 1 2/]/3 {O warunku tym
wspomina réwniez W. W. Sokolowski, [22]). Wiadomo bowiem, ze
przy zatozeniu warunku plastycznosci w postaci Hubera-Misesa-
Hencky ego i przy spelnianiu nieréwno$ci 0 =5 o, =< gy naprezeme
op musi by¢ zawarte w przedziale Q = g4 = 2 Q/]/h

Warunek (1.2) wygodny, lecz pozbawiony inferpretacii fizykalnei, be-
dziemy nazywali zmodyﬁkowanym‘ warunkiem staloéci najwiekszyeh na-
prezen stycznych. Jak zobaczymy, w przypadku tarcz wirujacych wyniki -
obliczen, opartych o zmodyfikowang hipoteze najwickszych naprezen
stycznych, zazwyczaj bardzo nieznacznie odbiegaja od wynikéw uzyska-
nych w oparciu o hipoteze energii odksztatcenia postaciowego.

“W pracy niniejszej podamy przede wszystkim metode sprowadzania
obliczefi nosnosei granicznej tarcz o zmiennej grubodci do obliczed tarez
0 grubodci stalej przy odpowiednio zmienionej niejednorodnosei materiatu
tarczy. Nosnoéé te obliczymy najpierw w opareiu o hipoteze najwiekszych
naprezen stycznych. Wskazemy nastepnie na pewne ograniczenia stoso-
walnodei uzyskanego rozwigzania i, w drugiej fazie, oprzemy sie na warun-
ku plastyczno$ei Hubera-Misesa- Hencky ego. Warunek ten
bedziemy wykorzystywali badZz bezposrednio, badz tes przez przedsta-
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wienle naprezen w postaci irygonometrycznej. Zajmiemy sle wreszcie
obliczaniem odksztalcen plastycznych tarcz jednostajnie wirujacych opie-
rajge sie przy tym na feorii plastycznoéci Hencky'ego-Iljuszina,

2. Réwnania podstawowe

Kompletne f-ozwiazanie postawionege problemu bedzie polegato na
znalezieniu dwéch skladowych stanu naprezenia o, i og (bowiem latwo -
przewidzieé, ze — wobec zaloZenia jednostajnego ruchu wirowege tar-
¢czy — naprezenie styczne z,e =— 0}, trzech sktadowych stanu odksztalice-
nia &, &g 1 &2, funkcii p charakteryzujacej zaawansowanie odkszialcen pla-
styeznych, wreszeie granicznej predkogei katowe] . Do obliczania tych
siedmin niewiadomych dysponujemy zasadniczo tylko szesciu réwnania-
mi. 33 to: réwnanie réwnowagi wewnetrznej, kidre w przypadku tarczy
o statej grubosci posiada postac :

dUr
dr

(2.1) _|__q,’,'ff T + ..f}i_wz?.z‘_oj
¥ g

warunek plastycznosci w postaci ogdlnej
(2.2) f(dl': g(;) =@,

dwa spoéréd trzech réwnah Hencky ego-I ljuszina zmiany po-
staci (jak wiadomo, te trzy réwnania wigzgce naprezenia normalne o 1 wy-
dluzenia wzgledne ¢ nie sg niezaleine)

{2.3} & — £z ==1(p ar, gp — &2 == @0g;

prawo zmiany objeto$ci, przyjmowane przez wszystkie teorie plastycz-
nosci w postaci

L (0'; +U®)

'52;4) Er + Eg + Lz == 3K

{gdzie K oznacza modut Scisliwosci), oraz rownanie nierozdzielnogcei

P d
(2.5) S;A:*ci;i:('l" 8@)

Prawo zmiany cbjetodel przyjmuje, ze Scisliwosé oérodka ma charakter
liniowo-sprezysty; przez przyjgcie K == co mozemy stad otrzymaé szezegél-
ny, znacznie zazwycza] prostszy do ujecia matematycznego, przypadek
oSrodka niescigliwego. :

. Obliczenie siédmej niewiadomej jest mozliwe dzieki terou, ze do po-
wyzszego ukladu szedciu réwnan, wymagajgcego dwoch warunkéw brze-
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 gowych, dolaczone sg trzy warunki. Sg to, zazwyczaj, dwa warunki dla -
naprezern — mianowicie, w przypadku tarcz peinych bez otworu we-
wnetrznego (jakimi wylacznie bedziemy sie zajmowac)

(2.6) { ar =0y dla r=20,

ar=—10 dla r=R, '

gdzie R oznacza promien zewnetrzny, oraz jeden warunek dla przemiesz-
czei (lub odksztalcen), konieczny dla ckreslenia odksztalcen w calkowicie
uplastycznionej darczy, w ktorej mamy do czynienia z «niewstrzymywa-
nym plynigciem plastycznym», na przyklad

{2.7) w =t dla r=R~R,

gdzie u oznacza przemieszczenie promieniowe. Jeden z powyzszych wa-
runkéw mozemy wige traktowaé jako brakujgce siddme rownanie, zezwa-
lajgce na obliczenie siédmej niewiadome] — granicznej predkosdci ka-
towej . :

Uzyskany uktad siedmiu réwnan o siedmiu niewiadomych ma szczegéi-
ng wiasnosé: pierwsze dwa réwnania (2.1) i (2.2), wymagajace tylko jed-
nego warunku brzegowego, wraz z dwoma warunkami brzegowymi {2.6},
stanowia wlasciwie uklad trzech réwnan, kidry zawiera tylko frzy nie-
wiadome o,, 0y i ©, a wiec ktory daje sie rozwigzaé hez pomocy czterech
rownan pozostatych. Wlasnosé te nazywa sig zazwycza] «wewnetrzng sta-
tyezng wyznaczalnodeia» ukiadu. Nie mozna stad jednak wyciagaé wnio”
sku, jakoby pozostale rownania, zwlaszeza réwnanie nierozdzielnodei (2.5),
nie byly potrzebne; musza one zawsze by¢ speinione, Iecz wykorzystuje-
my je dopiero przy obliczeniu odksztaicen.

Uktad dwoch pierwszych rownan (2.1) i (2.2) z warunkami brzegowy-
mi (2.6) posiada jeszcze inna, bardzo waing wiasnosé: nie wystepujg w nim
rownania praWa zmiany postaci, rozrézniajgce poszezegolne teorie pla-
stycznosci: Hencky ego-Iljuszina, Prandtla-Reussa.
Levyego-Misesa i inne. Tak wiec rozklad naprezen i grapiczna
predkogé katowa zalezeé beda jedynie od przyjgtego warunku plastycz-
noéci, natomiast nie beda zaleZaly od przyjetej teorii plastycznoscei.

» W naszych rozwazaniach bedziemy prrzede wszystkim zajmowali sie
obliczeniem predkogci granicznej i rozkladem naprezen, powiecimy jed-
nak réwniez nieco uwagi obliczeniu odksztalcen — wykorzystamy wiedy .
rownania {(2.3), (2.4} i (2.5) oraz warunek brzegowy (2.7).

Wykazemy. teraz, ze przy pewnych dos¢ stabych zatozeniach dotyezg-
cych postaci warunku plastycznodei obliczenie nosnosci granicznej tarcz
o gruboéci zmiennej moZna sprowadzié do obliczenia nosnosci tarcz o gru-
bogei stalej, lecz o odpowiednio zmienionej niejednorodnodci materialu.

56




W przypadku tarez o kolowo Symetrycznie zmiennej grubogei i .-..'h.,(fr}
nalezy réwnanie réwnowagi wewnetrznej (2.1) zastgpié przezz = 0

d hlor—ay) v , .
(2.8) | dr (h o)+ —|—'§m rh ==,

T

Warunek plastycznodei — wobec zalozenia quasi-plaskiego stanu ni-
prezenia -— mozemy tu réwmiez zapisaé w postaci (2.2); warunki brzego- -
we (2.6) nie ulegny zmianie. Oznaczajge jednostkowe sity podhizne
przez N 3 :

(2.9) h o, = N, hog = Ng,
bedziemy mogli zapisa¢ uklad réwnan (2.8} i {2.2) nastepujgco:
(2.10) d Ny + &,fﬂ@'_% vh wlr—0,
dr T g
- Nr N@ o
(2.11) I(h, —h) =@

z warunkami brzegowymi wynikajacymi z (2.6):
{ N:=Ne dla r=1Q,
Ny=0 = dla r=R.

(2.12)

Zalozymy teraz, Ze wystepujaca w warunku plastycznodei funkcja f
jest funkeja jednorodna pierwszego stopnia jednorodnogei wszystkich
swoich argumentéw. Jest to zalozenie bardzo slabe, bowiem wlasnoéc te
powinien posiadaé¢ kazdy warunek plastycznosci, a w kazdym razie po-
siadaja jg najczedciej stosowane warunki plastycznosci, oparte na hipote-
zach energii odksztalcenia postaciowego, najwiekszych naprezen stycz.
nych, niezmiennikéw Burzyhskiego i inne.

Nalezy tu przy okazji zaznaczyé, ze wlasnosé ta jest nie zawsze od
razu widoczna. Na przyklad warunek plastycznosei oparty na hipotezie
O. Mohra ma postaé

(o)) + (@ — Q) (v, + o) = QQ',

gdzie @ oznacza granice plastycznogei przy jednoosiowym rozcigganiu,
@ przy jednoosiowym $ciskaniu. Wystarczy jednak oznaczyé @/Q = ¥
i zapisat warunek w postact (2.2), mianowicie

(=1 (01 + g +V(F— 10, + 0, 4 47 (0, — 0"

2y =0

by wymagana jednorodnoéé byta widoezna,

*Por.np. 8 D. Ponomariew i inni, [18], s, 36.
* Oznaczenle takie stosuje np. A, D. Kowalenko, [6.
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Jednorodnoéé te wykazuje réwniez znaczna wiekszo$¢ warunkow pla-
stycznosci omawianych w pracy Filonienki-Borodicza, [2]. Nie
wszystkie warunki plastycznosei dadza sie jednak przedstawi¢ w postaci
(2.2) za pomoca funkcji elementarnych. '

W takim razie zamiast (2.11) mozemy napisaé

(2‘13) f(Nf':lN@):Qh;

co pozwala stwierdzi¢ pelng analogie miedzy ukladem rownan {2.1) 1 {2.2)
2 warunkami brzegowymi (2.6), a ukladem réownan (2.10) i (2.13) z wa-
runkami brzegowymi (2.12), w ktérym role y spelnia iloczyn yh, a role @
iloczyn Qh.

W pracy bedziemy sig¢ wiec zajmowali jedynie tarczami o stalej gru-
bosei nie ograniczajge tym jednak ogdlnoéci rozwazar.

3. Sformutowanie i rozwiazanie zngadnienia
w oparciu o hipotez¢ mnajwigkszych mnaprgzen styczmych

Rozwigzanie zagadnienia nos$no$ci granicznej plastycznie niejednorod-
nych tarcz wirujgeych, oparte na hipotezie najwigkszych naprezen stycz-
nych, jest zasadniczo znane, Podaje je M. S.- Mikieladze, [9], co
prawda dla przypadku stalego cigzaru wiadciwego y, lecz dla tarcz
o zmiennej gruboéci, co — jak stwierdziliémy w p. 2 — mozna uwazaé za
rozwigzanie réwnowazne. Mikieladze przytacza wzory na rozklad
naprezen, nie podaje jednak efektywnego wzoru na gramiczng predkost
katows, nie omawia rowniez zakresu waznodei uzyskanego rozwigzania.

Postaramy sié teraz uzupelni¢ rozwigzanie Miki etadzego iockres-
lié zakres stosowalnoSci uzyskanych wzoréw. Bedziemy przy tym, jak
zwykle, zakladali dla uproszezenia, Ze tarcza ma staly grubosé, a granica
plastycznodei @ i cigzar wlasciwy y zmieniajg sig wzdiuz promienia 7, co
jednak umozliwi bezposrednie zastosowanie otrzymanych wzoroéw do tarcz
o grubofci zmiennej. _

. Jak wiadomo, warunek plastycznosci oparty na hipotezie najwigkszych
naprezens stycznych moze posiada¢ — w przypadku plaskiego stanu na-
prezenia scharakteryzowanego naprezeniami gtéwnymi o, i og— szet
réznych postaci: '

(3.1.1) do=@Q, gdy 0= oo,
(3.1.2) op—or=Q,  gdy o= 0 =og,
(3.1.3) =@, gy o =oe=0,
(3.1.4} , or =@, gdy 0= 0g =0,
(3.1.5) o —og=10Q, gly og= 0 o,
(3.1.6) o=@, gy = o= o =0
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Rozwigzanie zagadnienia opartege na hipotezie najwiekszych naprezen
stycznych jest szczegélnie proste w tym przypadku, gdy kierunki gtowne
naprezen w kaédym punkeie ciata pokrywaja sie z kierunkami przyjetego
vkladu odniesienia, a ponadto, gdy mozemy a priori przewidzieé, ze za-
stosowanie znajdzie tylko jedna z wymienionych postaci warunku pla-
stycznosel. Pierwsza z wymienionych cech stanu naprezenia jest w naszym
przypadku oczywidcie spelniona. Jezeli chodzi o druga cechg, to wiadomo
na przyklad, ze w przypadku wirujacej tarczy jednorodnej o stalej gru-
bosel w kazdym punkcie mamy 0S¢, =< vg, Wiec warunek plastycznosei -
ma. posta¢ (3.1.1). Przyjmiemy najpierw, ze réwniez i w przypadku tarczy
niejednorodnej zalozenie to jest spelnione, a nastepnie zbadamy zakres
stosowalncéei uzyskanego rozwiazania.

Podstawiajac (3.1.1) do réwnania réwnowagi wewnetrznej (2.1) otrzy-
mujemy do scalkowania liniowe réwnanie rézniczkowe plerwszego rzedu
dor , or—@Q 'y .
dT_ ’I"—‘l» 'g—CUzT“O.

{3.2) +

Przed przystgpieniem do calkowania tego réwnania sprowadzimy
Je do postaci bezwymiarowej, co pozwoli poznie] znacznie uproéeié zapis.
Wprowadzimy mianowicie bezwymiarows zmienng

7
bezwymiarowy ciezar wilasciwy
¥
{5.4 w=1s{g)=—""
) “lo) =2
_bezwymiarowa granice plaé'tycznoéci
@
{3.5 , k=k(p)=-=
) (e) 0,
oraz bezwymiarowe naprezenia
ar e
3.6 — =38 == = 8.
@6 Q=" Q"

~ Ponadto przez w oznaczymy nowsg bezwymiarowa niewiadoma propor-
cjonalng do kwadratu granicznej predkoset katowe] w:

__ 7o' R?

g&,

W powyzszych wzorach wskaZnikiem 0 oznaczono wielkosci mierzone
w Srodku tarczy (¢ = 0). Wspétczynnik proporcjonalnogei we wzorze (3.7
dobrany jest tak, by zachodzila réwnosé w = 1 przy uplastycznieniu wiru-

3.7)
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jacego cienkiego pierscienia kolowego o Srednim: promieniu R; przyjecie
takie ulatwi poréwnanie nosnosci tarezy pelnej z noénoscig pierscienia.
Rownanie (3.2) przybierze teraz postac

(3.8) osr+s,—k—we'x,

gdzie przecinkiem u glry 0Znaczono rézniczkowanie wzgledem zmien-
nej g. Catka ogélng tego rownania jest

14

1 - )
(3.9) Sf'-_?Jk(E)df—%Jx(S)Egdf,
Qo

Al

przy czym & jest zmienng calkowania. .
Dzieki znajomoéci dwoch warunkéw brzegowych bedziemy teraz mo-
gli wyznaczy¢ stalg g 1 niewiadoma warto§é parametru w. Warunki (2.6}
zapiszemy mianowicie w postaci
s;=—=8, dla o=0,
. {s,-:() dla o=1,

(3.10)

a wobec przyjetego warunku plastyeznogei (3.1.1) i oznaczen (3.5) 1 (3.6}
mozemy napisat jeszeze proseie]
(sr—1 dla  g==0,

(3.11)
|s,=0 dla o=1

7 pierwszego warunku, wobee oczywistych dzigki oznaczeniom (3.4)
i {(3.5) zwigzkoéw

(3.12) w(0) =1,  k(0)=1,

wynika ¢,==10, & podstawienie drugiego warunku brzegowego daje
i

1
0—[k(@dE—wfx (& #dL.
1 L]

Poniewaz granice catkowania zostaly teraz ustalone, bedziemy mogli
samiast zmiennej catkowania & napisac o. Wzor ogdlny okreflajacy kwa-
drat graniczne] predkosel katowej, a wige noénogé graniczng 1arczy, pray-

bierze postac
1

Jr@de
(3.13) e

f}f (e)e"do
0

Przypomnijmy tutaj, ze zgodnie z rozwazaniami przeprowadzonymi
w p. 2, w przypadku tarczy o gruboéci zmienne] wystarczy w POWYEZSZYIL

'
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wzorze zastapi¢ funkeje k(o) przez iloczyn k(p) h(o), a funkeje
tloczyn =(p) h{o).

Wzor (3.13) mozna zapisaé znacznie profciej. W tym celu wprowadzi-
my pewne nowe oznaczenia, Przez f(n) ozZhaczymy mianowicie wartosé
frednig funkeji w przedziale (0,1), obliczong z waga

x{p) przez

-{3.14) Py (x) =(n+41)x",
ezyh
{3.15) fom = (n+1)f]‘(w):c”d:x:.

Wspdlczynnik wagi (3.14) dobrany jest tak, by spelniala ona wymagana
zaleznodé:
1

(3.16) | pony (@) d =1

£}
Zamiast (3.13) napiszemy zatem

3.17) w=—3

W przypadku jednorodnej tarczy o statej grubosci k =1 = const
oraz x = 1= const, wiec warto$¢ Srednia tych funkeyj obliczona z do-
wolng waga jest tez réwna jednodei, 1 ze wzoru (3.17) otrzymujemy
w = 3. Oznacza to, Ze — przy przyjeciu hipoiezy najwiekszych naprezen
stycznych — graniczna predkos¢ katowa peinej tarczy kolowej o promie-
niu zewnetrznym R przewyzsza V3 = 1,732 razy graniczng predkosé ka-
towsg pierscienia cienkoSciennego o $rednim promieniu R.

‘W czesto spotykanym w prakiyce przypadku tarczy o stalej grubosci
i o stalym cigzarze wlasciwym, lecz o zmiennej granicy plastycznodei,
Ze WZoru {3.17) otrzymujemy

'(318) w = 3?5(0).

Srednia E(u) jest zwyklg wartoscia Srednig funkeji k(g) na dlugosci
promienia. Wyplywa stad wniosek, ze tarcze o tej samiej Sredniej granicy
plastyczno$el (liczonej wzdluz promienia, a nie po powierzchni tarczy)
posiadaja te samg nosnosé. Wniosek ten jednak nie ma charakteru ogoél-
nego: po pierwsze, jest stuszny jedynie przy hipoiezie najwiekszych na-
prezen stycznych — w przypadku innej hipotezy bedzie stuszny, jak zo-
baczymy, jedynie w przyblizeniu; po drugie, jest stuszny wtedy, gdy opar-
ty na hipotezie na]W1kazych naprezefn stycznych warunek plastycznosci
ma postaé (3.1.1), a wiec gdy w kazdym punkeie tarczy spelmona jest nie-
réwnosé 0= 0, =0y, co ma miejsce jedynie przy pewnych typach nie-
jednorodnodei. -
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Poswiecimy jeszcze chwile uwagi zmodyfikowane] hipotezie najwigk-
szych naprezen stycznych, by poréwnac nastepnie jej wyniki z wynikami
opartymi na hipotezie energii odksztalcenia postaciowego. Podstawiajac
zamiast @ wartoéé 1,077 @ otrzymujemy wzor okreslajacy nosnofé gra-
niczng _ :

(3.19) w=3.231 %0

_ %)
z ktérego wynika, miedzy innymi, ze — w mys$] tej hipotezy — graniczna
predko$é katowa pelnej tarczy kolowej przewyssza ]/3,231 = 1,797 razy
graniczng predkos¢ odpowiedniego pierscienia cienkoéciennego. '

Podstawa dotychezasowych naszych rozwazan byto zalozenie, ze spel-
niona jest nieréwnofé 0==o,=Zgy. Podwdjna te nieréwnosé rozbijemy
teraz na dwie pojedyncze zapisujac je w postaci hezwymiarowe]j nastg-
pujgeo:

(3.20.1) sr==10,
{3.20.2) : 88y
i poddamy szczegélowe] analizie. Podamy mianowicie pewne warunki ko-
nieczne i pewne warunki wystarczajace dla spelniania powyzszych nie-
réwnosei ustalajae tym samym zakres stosowalnoScl uzyskanego rozwig-
zania. ' ,_

Podstawienie (3.13) do (3.9) pozwala okresli¢ rozklad naprezen w tar-

CZy Za POmMOCy WZOrOw

i
- [K@aw
Sr:—g;ufk(f)df—- S (B Ed,

(3.21) o [x(e) o*do®
0

so= K (e). ‘
Warunek (3.20.1) mozemy teraz zapisa¢ nastepujaco:

1. @ 1 ¢
(3.22) [)erde- [K@ds—[k(@do- [#(@&ds=0.
1] {1 . 0 L]
Calki oznaczone w granicach od 0 do 1 rozbijemy feraz wedlug schematu
toe b
J=]+]
0 ] P

Pamietajac, ze catka oznaczona nie zalezy od zmiennej catkowania;
bedzierny mogli nastepnie z wystgpujacych czteréch sktadnikow zredu-

kowa¢ dwa i zamiast (3.22) napisac
@

1 2] 1 ¢ .
(3.23) [ntmyppdn- [R@de—[Ttdn: |=(&edE=0.
@ 0 o 1]
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W nierownofci tej # oznacza drugg zmienng calkowania, bowiem tym
razem w kazdej caice jedna z granic jest zmienna. Iloczyny calek zamie-
nimy na catke podwdjng po prostokacie w plaszczyinie &, 1

! ¢
J d’?ﬂf {%(ﬁ)ﬂizk(é) —k(n)x(g)gz}.dé::ﬁ 0
o

lub inadzej

1 2
' LAV UL ) | PR
(3.24 Jan[feerm| 50— Jleezo
] it

Nieréwnoé¢ ta ma byt speiniona dla kazdej wartosci o z przedziatu
{0, 1). Granice calki podwdjnej maja jednak te wiasno$é, ze bez wzgledu.
na dobér ¢ w kazdym punkcie obszaru catkowania %=> £, co umozliwi
podanie pewnego warunku wystarczajacego dla spelnienia nierdwnosci
{3.24), a zatem i nierownosci (3.20.1). Wystarczy mianowicie, by funkcja

(3.25) flo)="10

YT o)
byta funkcja rosnaca. Wtedy funkeja podcatkowa w calce podwéjnej nie-
raéwnosel (3.24) posiada w kazdym punkecie obszaru catkowania wartogé
nieujemnsg i nieréwnos¢ (3.24) jest spetniona bez wzgledu na doboér p. Na
przyktad w przypadku tarczy o stalej grubogci i o stalym ciezarze wlasci-
wym warunek monotonicznego wzrostu funkeji (3.25) mozemy zapisaé
w postaci

kK'(0) .- 2 !
{3.26 LS

_ ) k(o) ™ o

‘Wniosek tkwigey w nieréwnoéei tej orientacyjnie mozemy ujaé nastepu-
jgco: granica plastyczno$ci nie moze zbyt szybko rosnaé wzdluz promie-
nia, jesli wyprowadzone poprzednio wzory na rozkiad naprezen i granicz-
na predkosé katows maja byé stuszne. Dla przykladu podamy, ze funkeja

(3.27) klg) =1+ ¢*
spelnia jeszcze warunek (3.26), natomiast szybeiej rosnaca funkeja
(3.28) - k(e)=16¢"

nie spelia go we wszystkich punktach g przedzialu (0,1). Jak zobaczy-
my zaraz, funkecja (3.28) nie tylko nie spelnia warunku wystarczajacego
(3.26), lecz roéwniez nie spelnia pewnego warunku koniecznego, wiec przy
takim rozkladzie granicy plastycznogei wyprowadzone poprzednio wzory -
nie beds shuszne,

Pewien warunek konieczny dla spelnienia nierdwnosci (3.20.1) tatwo
mozna podaé. Zestawiajac mianowicie te nierdéwnosé z drugim warun-
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kiem brzegowym (3.11) widzimy, Ze w punkcie g = 1 {na obwodzie tarczy)
musi zachodzié sr =0, skad wynika warunek konieczny '

1 1
(3.29) k| %(0) 0" do—x, [k(o)do==0.

0 9 : .
W nierdwnosci tej k, i %, oznaczaja wartosci funkeyi k (p) i » (p) w punk-
cie p=1. W przypadku tarczy o stalej grubogci i stalym ciezarze wlasci-
wym warunek konieczny (3.29) przybierze prosisza postaé
1
{3.30) k=3 k(o)de
¢

lub pe wprowadzeniu oznaczenia {3.15)
(3.31) ey =3k .

Latwo sprawdzié, ze funkeja (3.27) spetnia, a funkcja (3.28) nie speinia
warunku (3.31).

Przejdziemy teraz do analizy warunku (3.20.2). Korzystajac ze wzorow
{3.21) zapiszemy warunek ten w postaci

¢ ! ! !
332 |[rEdt—ok(o) [#()e*de—[kig)de[x(&&de=0.
0 ] 0 0
Z catkowania przez czeéei wynika

¢ ¢

(3.33) Je@de=pkip)— [ ek (81a,
Lt 0 .
wige zamiast (3.32) mozemy napisaé krocej
¢ .t ! ¢
(839 —fek@ae [x(e)odo—[kig)do- [#(HEAE=0.
0 0 C 0 -0

Oznaczmy lews strone tej nierdéwnosci przez F (p). Funkeja F(g) ma
w punkcie 0 wartos¢ F (0) = 0, natomiast w punkcie 1 posiada wartosé
ujemng F (1) =-~k, #2/3 [te ostatnig wartos¢ tatwo obliczyé dzieki zwigz-
Lowi (3.33)]. Warunkiem wystarczajgecym dla spelnienia nierownosci
(3.34) w calym przedziale (0, 1) jest zatem warunek, aby pochodna F'(p)
byla niedodatnia w tym przedziale.

Poniewaz

’ 1 - T,
F'(g) == — e k' (o) uy — ¢® % {e} k),

wieec warunek wystarczajacy dla spelnienia nierdwnosdei (3.34), czyli nie-
rownosci (3.20.2), zapiszemy w postaci.

(3.35) | K (0) = — 2K ().
. ®{0)

64 '




W przypadku tarez o statej grubogei i o stalym ciezarze wihasciwym
bedzie to warunek

(3.36) | K'(0) = — 3 o k).

Na nieréwnosei tej oparty jest nastgpujacy wniosek: granica plasiycz-
nosci nie moze zbyt szybko maleé wzdiuz promienia, by wyprowadzone
poprzednio wzory na rozklad naprezef i graniczng predkose katows byly
stuszne. W szczegoinosel Iatwo stwierdzié, ze warunkiem koniecznym jest
tuta]

(3.37) k' (0) = 0.

Zestawiajac nierdwnosei (3.26) i (3.36) dojdziemy do wniosku, ze Wy -
prowadzone poprzednio wzory sa stuszne w przypadku, gdy rozpatrywa-
na tarcza plastycznie niejednorodna nie odbiega zhytnio od tarczy pla-
stycznie jednorodnej. W przeciwnym razie korzystanie z warunku pla-
styeznosci (3.1.1) nie jest uzasadnione i najwazniejsza zaleta hipotezy
najwiekszych naprezen stycznych — prostota rozwigzan — znika. Roz-
wigzanie oparte na tej hipotezie jest oczywiscie nadal mozliwe, musimy
wtedy w réinych cze$ciach tarezy przyjmowaé rézne warunki plastycz-
nofei. S ‘

‘Na zakeficzenie naszych rozwazan opartych na hipotezie najwiekszych
naprezen stycznych podamy jeszeze przyklad obliczenia tarczy, dla ki6-
rej nie sa stuszne wyprowadzone poprzednio wzory, mianowicie dla kté-
rej nie jest spelniony warunek konieczny (3.31).
 Wabee iego, ze waruriek (3.31) nie jest spelniony, istaieje taki prze-
dziat p¥ == o =1, w kibrym o, =50 = gy. Przyjmiemy, ze w calym pozo-
stalym przedziale 0 £ p ='o* zachodzi 0 =< ¢, = 0y. Aalozenie to bedzie-
my musieli nastepnie sprawdzi¢. W przedziale 0 = o = p* obowigzuje
zatem warunek plastycznosei (3.1.1). Podstawienie do réwnania réwno-
wagl wewnetrznej {2.1) daje tu znowu rownanie (3.2), czyli réwnanie (3.8),
ktbrego calka ogblna ma postaé (3.9). Z pierwszego warunku brzegowego
{3.11) wynika podobnie jak poprzednio g,=0, natomiast drugiego wa-
runku na razie nie mozemy jeszeze uwzglednié,

- W przedziale ¢* = ¢ =1 obowiazuje warunek plastycznosei (3.1.2),
Podstawienie tego warunku réwnania do (2.1) daje
’ : dor @

{3.38) S A . )
g

ar r

czyli w postaci bezwymiarowej

k
{3.39) sf-:?—wg .




Uwzgledniajac drugl 2 -v&;arunkéw brzegowych (3.11) zapiszemy calke

tego rownania nastepujaco: )

1
(3.40) s,»:wf%(-f)éds?—wfk(g—é) q.
Y o _ ,

Dla obliczenia. pozostatych dwoch niewiadomych 0¥ i w wykorzysta-
my teraz tak zwane warunki cigglosei; w punkeie o = ¢* musi byé réwne
zeru naprezenie promieniowe, obliczone zardwno ze wzoru (3.9), jak i ze
wzort {3.40). Otrzymujemy uklad rownan

a@° (f"‘
[i [ k() dE— 5 [ (&) &dé=0,
€ ; L

{3.41) o . ) .
_ , ‘ w'.l" x(&)éd‘é—_{' ]fg—)d&:o.
¢ o
Z pierwszego réwnania wynika
. . P T
[k@as
(3.42) - ' Cw=
[#(Ee2dé
;

a poldstgwiaj_qc te wartosé do -dr_qgiégo z rOwnan otrzymujemy rownanie
o jednej niewiadomej ¥ _ . U '
¢ B T SR .%k(é)
(343 [l@ds [wdedi— [w@Eas [T dE=0"
. 0 ' e T o o . ’ o
Wobec tego, ze warunek (3._3‘1); Z éaloﬁenia‘nie byt spelniony, r()wnanie*: <
to posiada co najmniej jeden pierwiastek o* zawarty w przedziale (0, 1. .
Obliczajae wartos¢ tego pﬁerWi_astka:i podstawiajac do (3.42) otrzymujemy
wayﬁo's';.é:,;gl‘éhi‘c‘znej_, ‘pre;dkpéci katowej, a nastepnie — 2 réwnan (3.9) .
i (3.40) — okrelimy rozklad naprezef. ‘ s
Gdyby réwnanie (3.43) mialo wigcej niz jeden. pierwiastek zawarty. .
w przedziale (0, 1), rozwiazanie ulegloby dalszej komplikacji, bowiem wie-
dy nalezaloby podzieli¢ przedzial (0,1) na wicksza ilosé podprzédziatéw,
w ktérych obowigzywalyby na zmiang warunki® plastycznosei (3.1.1).
i {3.1.2). Ponadio wewnatrz przedzialow, w ktérych stosujemy warunek
(3.1.2), nalezy sprawdzi¢, czy speiione jest zatozenie oy=0. W .przgciw-,
nym razie nalezy wyodrebni¢ nowe podprzedzialy, w ktorych znajdzie za-
stosowanie warunek plastycznosei (3.1.3). ‘
W przypadku gdy nie jest spelniony warunek (3.37), tok postepowa-
nia nie ulega istotnej zmianie. Nalezy wiedy wyodrebnié podprzedzialy,
w ktérych obowiazywaé bedzie warunek plastycznosei (3.1.4).
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4. Slormufowanie zagadnienia W oparciu o hipoteze
energii odksztalcenia postaciowego

Jak wida¢ z przeprowadzonych rozwazah, korzysei stosowania hino-
tezy najwigkszych naprezen stycznych przy obliczaniu nodnogei grani—cz~
nej wirnjgcych tarcz plastycznie niejednorodnych nie zawsze sg tak znacz-
ne, by warto bylo rezygnowaé z lepszej zgodnoscel =z doSwiadezeniem, jaka
niewatpliwie’ wykazuje hipoteza energii odksztalcenia postaciowego dia
wiekszosel materiatow sprezysto-plastycznych. Co prawda korzystajac z tej -
hipotezy otrzymamy réwnanie rézniczkowe nieliniowe, jednak warunek
plastycznosci jest wtedy jednakowy dla calej tarczy bez wzgledu na cha-
rakter-jej niejednorodnosci, co uprosci obliczenia. ‘

Zajmiemy sie na razie tylko obliczeniem granicznej predkosei kato-:
wej 1 rozkiadu naprezen, Rozklad odksztalcen bedziemy rozwazali péz-
niej, chociaz, jak zobaczymy, rozklad ten bedzie decydowal o zakresie
stosowalnosci- uzyskanego rozwijzania i nie mosna go bedzie trakiowaé
drugorzednie.

Zagadnienie polega¢ bedzie teraz na rozwiazaniu ukladu dwéch réw-
naf: liniowego réwnania réwnowagi wewngtrznej (2.1) i nieliniowego
warunku plastycznosei
(4.1) ook —o,0,=Q"%

Sposréd kilku znanych metod sprowadzania takich ukiadéw do jed-
nego réwnania o jednej funkcji niewiadomej wymienimy dwie: metode
bezpoéredniego rugowania jednej = niewiadomych — przy czym, jak wi-
daé z postaci réwnan (2.1) 1 (4.1) najlatwiej jest wyrazié o, =z rownania
(2.1) 1 wstawié¢ do (4.1) — i metode przedstawiania naprezen w postaci
trygonometrycznej, spelniajacej tozsamodciowo warunek plastycznosei
(4.1). W pracy niniejszej zastosujemy kolejno obie metody. ‘

Trzecia metoda, jaks jest wprowadzenie stosownej funkcji naprezen,’
w przypadku obecno$ei sit masowych natratia ZaZWyczaj na pewne trud-

' “Nalezy tu wspomnieé o dotychezasowych prébach rozwigzania proble-
mu’ no$noéci granicznej tarcz wirujaeych w oparciu o hipoteze ‘energif
odkszialcenia postaciowego. We wspomnianej juz pracy {6] A. D. Ko-
walenko rozwigzuje przypadek tarczy o grubogei liniowo zmiennej,
1 o liniowo malejacej wraz z promieniem granicy plastycznosci, korzysta-
jac z trygonometrycznej postaci przedstawiania naprezen i catkujge -odpo-
wiednie réwnanie numeryeznie drogs wskazang przez W. W. Sokolow--
skiego, [20], [22]. Nieco odmiennie postepuje w swej pracy M. H. Lee-
W u, [25], proponujac do obliczenia nosnosei tarcz o statej grubodei'i sta-:
lym cigzarze wiasciwym, lecz dowolnie zmiennym wzdluz promienia pra-
wie wzmocnienia plastycznego - wiasng metode numeryczrego catko-
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wania ukladu nieliniowych réwnan rézniczkowych, Wyprowadzenie tegoe
ukladu oparte jest jednak réwniez na przedstawieniu naprezen w postaci
trygonometrycznej, zaproponowanej przez A. Nadaia i L. H. Don-
nella, [10]. Lee Wu postuguje sig przy tym teorig «drugiego rzedu»
[w réwnaniu rownowagi wewnetrznej przy obliczaniu sit masowych przyj-
muje, ze punkt o wspblrzedne] poczatkowej r jest oddalony od osi obrotu
o r -+ wr)], co jednak zdaje sie nie wprowadzat jstotnych réimic,

Nalezy rowniez wspomnieé o pokrewnych rozwigzaniach problemu roz-
ktadu naprezetr 1 odksztalcen w wirujgeych tarczach sprezystych, wy-
konanych z materialu fizykalnie nieliniowego. Zagadnienie to, rozpatry-
wane juz dosé dawno przez C. Kruga i H. Schlechiwega, [7}
ostatnio w innym ujeciu zostalo postawione przez J. Nowinskiego
{ W. Olszaka, [12].

5, Zastosowanie metody «zaloZenia rozwigzania scistego»
- do przypadku bezposredniego rugowania

Uktad réwnan (2.1) i (4.1) zapiszemy w postacl bezwymiarowej. na-
stepujaco:

{5.1) 08+ 5, —8y T wo' =0, s+ 3, —s, 5, = k%

Podstawiajac s z pierwszego réwnania do drugiego otrzymujemy row-
nanie rézniczkowe nieliniowe pierwszego rzedu o niewiadome] funkeii s,:

{5.2) s+ (o8 -+ s, +we’x)*—s, (¢ s+ s, 4 wetn)—k*=0,

gdzie na ogét k = k(o) oraz »==1#(g). Réwnanie to, ktore daje sie rozwi-
kiaé wezgledem pochodnej sy, mianowicie :
Vakt—3s g

(5'3) . S;"—‘ 2'5’ S 2*9 '—‘—wg%,

nie daje sie zaszeregowat do zadnego z klasycznych typbw réwnan roi-
niczkowych. W przypadku — wydawaloby si¢ najprostszym — tarczy -
jednorodnej o stalej grubosci réwnanie to mozna sprowadzi¢ do réwna-
nia typu Abela

5.4) o = (_;_E,,S’f —3) v+ 4(A— B — )Y

Mozna to uzyskaé przez potraktowanie zmiennej niezaleinej ¢ jako zmien-
ng zalezna o= p(s/), a nastepnie przez wprowadzenie nowej zmiennej
zalezne]j '

(5.5) 1

o e .'- - :':y(s )-
Y4388 —2we*—s, "
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Jednak 1 tego réwnania (5.4) nie mozna, zdaje’ sie, rozwigzaé przy'
uzyciv funkeji elementarnych lub znanych funkeji nieelementarnych.

Przypadek jednorodnej tarczy o stalej grubosci jest jednak tylko po-
zornie przypadkiem najprostszym (z punktu widzenia matematycznego).
W rzeczywistosci istnieje bardzo wiele takich tarcz niejednorodnych, dla
ktérych réwnanie (5.2) mozna scatkowaé za pomocs funkcji elementar-
nych. By wykryt te przypadki, postuzymy sie metoda «zalozenia rozwig-
zania $cislego», zaproponowang przez autora w pracy [26] i nazwang tam,
mniej ogdlnie, metody «zaloZenia réwnania Scistegos 4.

Réwnanie (5.2) mozna mianowicie z latwosdcia rozwigzaé wzgledem

funkeji k (g)l. Po pewnych przeksztalceniach zapiszemy wynik w postaci

(56) k()= V35 F (s, F 205+ 2w g,

Podstawiajgc teraz za s, dowolne funkcje, jednak speilniajgce warun-
ki brzegowe (3.11), przyjmujac pewien rozklad ciezaru wilasciwego s =x (o)
oraz dobierajac graniczng predkodé katows, scharakteryzowana parame-
trem w, bedziemy mogli z réwnania (5.6) ohliczyé rozklad granicy pla-
styczmosei, dla kitrego zalozony rozkiad naprezen bedzie mial miejsce. .
O pewnych ograniczeniach dotyczacych doboru funkeji s, = s, {p) bedzie
mowa w p. 9. Uzyskane rozwigzanie jest rozwiazaniem $cistym, jednak
nie dia okredlonej z gory tarczy, lecz dla pewnej tarczy o innym charak-
terze niejednorodnodci. Ale bezpoSrednio z réwnania (5.2) moZna otrzy-
maé¢ pewne-wskazowki co do rozkladu napreZent w danej tarczy, a jezeli
ponadto zatozymy réwnanie rozkladu naprezen w postaci

(5.7) Srer(Q, ai) : ('i-:l, 2,...,’}?.),

gdzie o; 83 parametrami o nigozna-czonej dotychezas wartosci, bedziemy
mogli dobraé¢ nastepnie taka ich warto$é, by uzyskany charakter niejed-
norodnosei, okreflony réwnaniem (5.6) o postaci ogolnej '

(5.8) B k=" (o, ai),

‘
mozliwie mako réznit sie’ od rozpatrywanego.

Jak zobaczymy, bedzie mozna réwniez tak dobraé wartosé parame-
tréw oy, aby w wyniku otrzymaé tarcze bardzo nieznacznie réinigce sie
od tarczy jedunorodnej, i w ten spostb podejsé do rozwigzania problemu
noénodei granicznej tarczy jednorodnej od strony niejednorodnosci (tar-
cze «0 malej niejednorodnoscis). Podejscie to bedzie tym bardziej uza-
sadnione, ze w prakiyce nie spotyka sie materialéw idealnie jednorod-
nyeh i gdy otrzymana w wyniku niejednorodnosé nie przekroeczy tole-

4 W pracy [26] zakladano Scisle réwnanie linii ugiecia preta niepryzmatycznego
przy wyboczeniu,
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rancii okreglonych dla danego materialu, rozwigzanie bedzie moZzna na-
wet uznaé za Sciste z technicznego punktu widzenia. W innych przypad-
- kach uzyskamy rozwigzania przyblizone o fatwym do oceny bledzie przy-
blizenia. Nalezy jedynie ocenié¢ roznice miedzy tarczg rozpatrywana a tar-
‘czg otrzymang w wyniku [to jest tarczg okreélong rownaniem (D.8) przy
optymalnie dobranych wartosciach parametrowl. '

Nalezy tu wspomnie¢ o podobnym nieco podejsciu A. Helda, [4},
do rozwiagzywania sprezystych tarcz wirujgeycho gruboéci zmiennej. Roz-
wiazywanie takich tarcz natrafia czesto na dosé powazne trudnobci ma-
tematyczne ®. A. Held zaproponowal, by zastapi¢ obliczanie tarez o da-
nym z gory profilu przez profilowanie tarcz o przyjetym rozkiadzie na-
prezefi, co z punktu widzenia obliczeniowego jest oczywicie znacznie tat-
wiejsze, a z punktu widzenia technologicznego rowniez w wielu przy-
padkach nie powoduje dodatkowych trudnosci.

'Dla ulatwienia doboru odpowiedniego rozkladu naprezen w tarczy
podamy pewne zwigzki wynikajace bezpofrednio z réwnania (5.2) i wa-
runkéw brzegowych (3.11). Zwiazki te uzyskamy ‘mianowicie przez kolej-
ne réiniczkowanie réwnania (5.2) i podstawianie odpowiednich wartoéei
'w punktach p==01 p=1 (wartosci te bedziemy oznaczat, jak zwykle,
‘wskaznikami 0 4 1). Procz warunkéw brzegowych (3.11) mamy jeszcze do
dyspozyeji wynikajace z (3.4) i {3.5) zwiazki fog == 2y == 1. :

Podstawiajgc do rownania (5.2) oe=0 1 so= ko =1w,=1, stwier-
‘dzamy, ze jest ono tozsamosciowo spelnione. Podstawiajac natomiast o =1
i sy =0 otrzymujemy pierwszy z poszukiwanych zwigzkow

(‘_5-9) spp = K1 — w1 .
Warto zauwazyé, ze zwigzek ten wynika z samego réwnania réwnowa-
gi wewnetrznej, jest wiee stuszny bez wzgledu na przyjety warunek pla-
- stycznoéei.
Po uporzgdkowaniu i zrozniczkowaniu rownania (5.2) ofrzymujemy
dla punktu p==0 zwigzek

\

(5.10) osh= % ko,
a dla"punktu ¢ =1 zwiazek

" 1 F 3y ,
(511) S',.j‘:"—'—‘—z—w %1**“’11)%1—*—"5" 161+ ]{31.

5 Por, np, RB. Gran Olss on, [3], A. D.-Kowalenko, [6]; cstatnio roz-
wigzanie o dosé ogdlnym charakterze podal N, N. Malinin, [8]. W Tolsce pro-
blemami tego typu przy zabozeniu dedatkowego obcigZenia ‘cieplnego - zajmowai sig
F. Tuliszka, [24]. : '
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Rézniczkujge jeszeze raz mamy dla punkiu p==0
28y 355+ w— K — K==,
czyli wobec (5.10) o ,
" w 1., i..
{512) Srﬁzm?—Fk02+§k0.

Wyprowadzone zwigzki, okrelajace na brzegach przedziatu (0, 1) sama
funkecje s, i pilerwsze jej dwie pochodne, utatwig dobor odpowiedniego
rozkladu naprezen w rozpatrywane]j tarczy. Oczywiscie, obliczenie tg dro-
ga rowniez i wyiszych pochodnych funkeji s, nie nastrecza istotnych
frudnosei.

Metode «zalozenia rozwigzania Scistego» mozna zastosowaé rdéwniei
i w inny sposodb, z rownania (5.3} mozna mianowicie obliczyé rozkiad cie-
zaru wiasciwego (przy danym rozkladzie granicy plastycznosei i przy-
jetym rozkiladzie naprezef okreslonym za pomoca funkeji-o kilku nie-
oznaczonych parametrach)

(503 = g

(Y4k?®—3s2—Zps —s),

a nastepnie dobra¢ wartofci parametrow tak, by uzyskany rozklad cigza-
ru wlaéciwego mozliwie malo réznit sie od danego. Okazuje sie jednak,
ze postepowanie takie jest mniej praktyczne od opisanego poprzednio.
Wynika to z réwnania {5.12), wigzacego iylko funkcje s,, k {oraz ich po-
chodne) i parametr w: przy danych funkejach s, =s,{p) i k==k(p) para-
metr w jest w zupemmosci okre§lony réwnaniem (5.12) i nie moze by¢ do-
wolny, eco zmniejsza mozno§é dopasowania -uzyskanego rozwigzania
% =u(p) do danego rozkladu ciezaru wiaéciwego. Anaglogiczny warunek
Igezaey Tfunkeje sy i parametr w bez udziatu funkeji k nie istnieje’i pa-
rametir w moze wtedy (przy obliczaniu granicy plastycznoéci) stuzyé jako
dodatkowy parametr o wartoéci chwilowo nieoznaczonej.

Jeszeze jedng wskazowke co do doboru parametréw dostarczajg po-
. przednie rozwazania oparte na hipotezie najwiekszych naprezen stycez-
nych. Przy zalozenin 0== o, 0y wysnuliémy wtedy wniosek, ze nos-
no&é graniczna tarczy zalezy jedynie od &redniej wartofci granicy pla-
styeznogct wzdhuz promienia ki i od éredniej wartosei cigzaru wiladei-
wego wzdluz promienia % (obliczonej z waga pp (r) = 3%). Wyrazajace
ten wniosek rownanie (3.17) napiszemy teraz w postaci (wprowadzajac
nowy parametr 1) ‘ -
{5.14) ‘ . A== 28 4y — 3 = const.
: T o _ |

. W przypadku posiugiwania sie hipoteza energii odkszialcenia posta-
clowego wniosek powyzszy nie jest sluszny i parametr 4 jest zmienny.
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Mozna jednak przekonaé sie przez przeprowadzenie odpowiednich obli-
czen, ze zmienno$t ta jest powolna: dosé duzym zmianom charakieru nie-
jednorodnosci odpowiadajs nieznaczne zmiany parametru 4. Korzysta-
nie z tej okolicznoei rowniez ulatwi dobor optymalnej warto$ci para-
metréw przy stosowaniu metody zalozenia rozwigzania Scistego,

Przypomnimy, ze korzystajge z «modyfikowanej hipotezy najwiekszych
naprezen stycznych» otrzymalibysmy — przy zazolehiu 0= o, == 0y (2 je-
‘dynie przy tym zalozeniu wspomniana «modyfikacja» moze posiadac
pewne uzasadnienie) - stala wartos¢ parametru A= 3,231, Przy przy-
jeciu hipotezy energii odkszfatcenia postaciowego zmienny parametr /
jest ograniczony od géry wartoscig

Amax =3 = 3,464,

2
V'3
bowiem wartosé ta odpowiada warunkowi plastycznoSel 0@2(2/]/5)({2, czyli
osiggnigein przez naprezenie obwodowe najwieksze] mozliwej wartosci
w kazdym punkcie tarczy.

Jako przyklad zastosowania metody zalozenia rozwigzania $cistego
obliczymy graniczng predkos¢ katowa i rozklad naprezen w tarczy o sta-
lej gruboSei i stalym ciezarze wlaseiwym, a o liniowo zmiennej granicy
plastycznosci okre§lonej wzorem '

(5.15) k=—1—050p.

Wartosé granicy plastycznosci na obwodzie tarczy wynosi zafem w roz-
wazanym przypadku polowe wartodci na osi tarczy.

Dla dokonania odpowiedniego doboru funkeji rozkiadu naprezen s,
w tarczy skorzystamy ze wzordw (5.9) -{5.12). Otrzymujemy nastepujace
wartosci brzegowé;

o=10 =1,
80— 1, 5.0,
. 1 . 1
Sr():u__-g—’ s’_1~_:—'w—§— 97
w1 w w0
0 5 24 Ont 9 4

Zapewnimy zgodnod¢ samej funkeji i pierwszej jej pochodnej w punk-
tach p =0 i p==1 (cztery warunki) i zalozymy rozklad naprezen s, w po-
staci wielomianu trzeciego stopnia®, nie zostawiajac w nim juz zadnego

¢ (Gotowe wzory na wspolczynniki takich wielomianéw znalezé mozna w pra-
cy {27], ». 8. :
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Jparametru .o wartofci nieozZnaczonej proécz poszukiwanej predkogei ka-
towej w. Bedzie to wielomian

1 [ 17, 13 .
(5.16) s—=1—-3¢F (‘w— F) o* + {F" w) o°.
Srednia warto§é granicy plastycznosei dla rozpatrywanej tarcey wynosi
! .
{5.17) ko = j‘(1 —0,50)do==0,75.
0

Dobierzemy teraz warto$¢ parametru w w réwnaniu (6.16) z warunku,
by srednia warto§¢ kp funkcji uzyskanej przez podstawienie funkeji
(5.16) do wzoru (5.6) wyniosta réwniez 0,75. Sformulowanie tego warun-
ku na drodze analitycznej doprowadzitoby do réwnania brzestepnego,
w ktérym wystepowatyby catki hipereliptyczne: w tunkeji okreflajace]
k (g}, ktérg nalezy scalkowaé, wystepuje pierwiastek z wielomianu szé-
stego stopnia. Prosciej bedzie jednak przeprowadzié rachunki numMeryez-
ne metoda kolejnych przyblizen biorge pod uwage, ze parametr 1 zmie-

fla Sig nieznacznze. . Tablica 1. Rozkiad granicy plasty-
Przyjmiemy jeko pierwsze przybli-  oongdei k(g) w danej tarezy [wzoér
zenie 27=3,2, czyli w=0,75-3,2=24. (5.15)] i otrzymanej [wzér (5.6)L
Podstawienie (5.16) do wzoru (5.6), obli- .~ I % "k
czenie wartofei k(o) w punktach ¢—=0; ¢ | dane  otrzymane
0,1; 0,2;...; 1 i obliczenie wartosci $red- 0 1,000 | 1,060 -
niej ki regula trapezéw daje kig==0,7581, 0,1 ’ 0,950 8,952
a Stad A= 2,4/0,7581 = 3,166. PI‘ZY— 0,2 0,900 0,906
puszezajge, ze 4 zmienia sie nieznacz- 0,3 ( 0,850 0,859
nie, przyjmiemy jako drugie przyblizenie 0,4 . 0.800 0,810
w=0775-3,166 = 2,375. Reguly trape- 45 | s 0157
26w obliczamy k) = 0,7516, skad A= 0.6 j 0,700 0,702
= 2,375/’0,7516 = 3,159, Trzecle przybii-— 0,7 I 0,650 0,643
zenie w=10,75-3,159 = 2,369 réuni sie 08 | 0,600 0,586
juz bardzo nieznacznie od poprzedniego 0,9 ’ 0,550 0,534
i mozemy je przyjaé za ostateczne. Roz- 1.0 i 0,500 0,500

kiad naprezen promieniowych w tarczy
okresla wzor (5.16) po podstawieniu do niego w = 2,369. Obliczenie na-
prezen obwodowych z rownania réwnowagi wewnelrznej nie przedstawia
réwniez 7adnych frudnogei. '

Rozklad granicy plastycznosei w tarczy danej i otrzymanej poedaje ta-
blica 1. Réznice wartoéei k nie przekraczajg 0,016, Srednie odchylenie
kwadratowe obliczone reguly trapezéw wynosi

1 ,
B = ]/f [k—(1—0,5 0)]* do = 0,0088,
[

czyli wynosi 1,17% Sredniej wartosci k.
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Zazwycza] dokiadnogé taka jest wystarczajgca. Dalsze zwigkszenie
dokladnoei nie przedstawia jednak istotnej trudnosci. Mozemy je uzy-
skaé badz przez pozostawienie w przyietym rozkladzie naprezen jeszeze
jednego nieoznaczonego parametru (réwnaniem rozkladu bedzie wtedy
na. przykiad wielomian czwartego stopnia) i podzniejszy dobor wartosel
tego parametru z warunku minimum $redniego odchylenia kwadratowe-
go, badz przez wykorzystanie zgodnosel obliczonych uprzednio drugich
pochodnych funkeji s, w punktach ¢==0 1 ¢= 1 (wiclomian co najmnie]
piatego stopnia). o

Istnieje jednak wiele przypadkow, w ktorych, przeciwnie, uzyskana
dokladnoéd jest nawet zbyt wysoka z tego wzgledu, ze zalezy nam na
skréceniu czasu obliczen (obliczenie tarczy powyzsza meioda trwa kiltka
godzin), Sposob przeprowadzania takich obliczeri mozna bardzo latwo
podaé dzieki termnu, ze parametr 1 zmienia sie nieznacznie. o
- Ograniczymy sie do tarcz o stale] grubosel 1 stalym ciezarze wiasci-
wym. _ o '

Przyjmijmy, ze rozkiad naprezen promieniowych ma posta¢ parabol
drugiego stopnia o
(5.18) s=1- (1—a)p—ag”

W takim razie rozklad naprezen o«bwodOWych, jak widaé z warunku roéw-
nowagi wewnetrznej (5.1), bedzie rowniez paraboliczny S

(5.19) s@=1_2(1——a)g—|—(w—-3a)xg'%,

a z roéwnania (5.6) okreslimy rozklad granicy plastycznosci wzorem
(5.20) K=1+pre thagt e+ buc

gdzie wprowadzono dla skrécenia oznaczenia

(5.20.1) {ﬁi':“a*‘l)’ fo=le— P Ba—D +w,
fy=13(1—a}(3a—w), ﬁ4:'7a“’—_5aw—|—w5_

Przyjmujae rozne wartosei parametréow ¢ i,w otrzymamy w wyniku
rozne rozklady granicy plastycznoé-bi w tarczach. Jak juz wspominalismy,
o pewnych ograniczeniach co -do doboru tych parametréw bedzie mowa

“w p. 9. Rozklady te dla @ =—1, 0, 1, 2 podaja tablice 2-51 rysunki 1 -4,
wraz z obliczonymi wartoSciami 1. Na wykresach przytoczono ponadto
rozktad naprezen w tarczach. Rozklad naprezen promieniowych jest dla
kazdej grupy tarcz przedstawionyeh na jednym rysunku jednakowy, na-
tomiast rozklad naprezen obwodowych jest w kazdej z tarcz inny. Przez
zaszeregowanie dane] tarczy do jednej z przytoczonych grup i dobor —
przez interpolacje — odpowie‘dniéj wartoéci A mozna bedzie w przybli-
zeniu obliczyé noénosé danej tarczy.
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Rozklad granicy plasty-

a=—1

eznosei k (p) w tarezach scharakie-
ryzowanych wartoscia parametru

Tahliea

-

S

Rozklad granicy plasty-
cznosei k (g} w tarezach scharakte-
ryzowanych wartoicia parametrn

3,107

; & —=1{
W
2 3 4 0\ 2 3 4 5
1,000 1,000 1,000 0.} 1,000 1,000 1,000 1,000
0,743 0,746 0,750 0| 0863 0867 0872 0876
0,560 0,567 0577 02| 0747 0763 0781 0,800
0,424 0435 0463 03] 0,648 0,686 0732 0,786
0312 0,360 0461 04| 0684 0644 0749 0,872
0250 0433 0,661 06| 0500 0,661 0,866 1,090
0349 0,694 1,040 06 0472 0763 1,006 1,442
0,610 1,008 1,587 07| 0502 0956 1,434 1,918
0,981 1,620 2,260 08| 0605 1,232 1,868 2,506
1,445 2255 3,065 09| 0715 1,582 2392 3201
2,000 3,000 4,000 1,0 | 1,000 2,000 3000 4,000
07174 1,0209  1,3374 T | 06677 09655 12789  1,5991
2788 28939 299 p) 2,995 21928 3,127

ryzowanych wartoscia parametrn ¢ = 1.

N

Tablica 4. Rozklad granicy plastycznodci k(o) w tarezach scharakte-

~ 2 B ° °
0. 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
0,1 0,990 0,995 1,000 1,005 1,011
0.2 0,960 0,981 1,002 1,025 1,049
0,3 0,910 0,958 1,012 1,071 1,134
0,4 0,840 0,930 1,038 1,157 1,286
0,5 0,750 0,901 1,090 1,299 1,621

- 0,6 0,640 0,877 1,178 1,506 1,845
0,7 0,510 0,866 1,312 1,781 2,259
0,8 0,360 0,877 1,493 2,123 2,758
0,9 0,190 . 0,920 1,723 2,530 3,330
1,0 0,000 1,000 2,000 3,000 4,000
E(ﬂ) 0,6667 0,9306 1,2348 1,5497 1,8700

A 3,000 3,224 3,239 3,226 3,209




Tablica 5. Rozklad granicy plastyeznoset k(g) w tarezach scharakte~
ryzowanych wartoieig parametrn o =2

Rys. 1

[761

e 3 4 5 6 7
R I
0 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
0,1 1,128 1,133 1139 1,145 1,151
0.2 1,208 1,232 1,257 1,283 1,310
0,3 1,238 1,296 1,358 1,422 1,489
0,4 1,218 1,326 1,444 1,569 1,700
0,5 1,146 1,323 1,521 1,732 1,953
0,6 1,021 1,289 1,504 1,918 9,253
0,7 0,845 1,230 1,671 5,133 2,606
08 0,616 1,152 1,759 2,383 3,014
0,9 0,334 1,068 1,866 2,671 3,478
1,0 0,000 1,000 2,000 3,000 4,000
o 0,9254 1,2049 1,5108 18256 2,1453
P! 3,242 3,320 3,310 3.287 3,263
4k a
4
a —
$
by
)
2t )
¥
v ~
/g
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1
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Rys. 2

Rys. 3
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Tak, na przykiad, tarcza rozpatrywana poprzednio nie wiele odbiega
od tarcz scharakteryzowanych wartoscia parametru o =1 {tahlica 4,
rys. 3), mozna ja mianowicie uwazaé za tarcze nalezgeca do tej grupy,
posrednig miedzy tarczami w=21w = 3. Przyjecie srednie] wartosci w,
np. w == 2,5, jest mato dokladne. Ale przyjecie redniej wartosc =31
daje juz doktadnosé niejednokrotnie wystarczajaca, bowiem otrzymuje-
my wtedy w = 0,75 -3,1= 2,33, czyli wartosé rozniaca sie zaledwie o 2/
od obliczonej poprzednio wartesei w = 2,369, ktora mozemy uwazad
w pewnym sensie za seista.

bk ‘ a JSF'SB . b
F

Rys. 4

6. Przedstawianie naprezen w postaci h-ygonometryczuej w przypadku
. oérodkéw plastycznie piejednorednych '

Jak wiadomo, oparty na hipotezie energii odksztalcenia posfaciowegﬁ
warunek plastycznosci posiadajacy w przypadku _ogdlnym postat
{6.1) G‘i—FGE‘FGE—Giaz—Ggo‘gﬁdgaiﬁQz, ‘
{(gdzie o,, 65 1 04 $3 Naprezeniami glownymi) przedstawia w uktadzie oy, 63, 0;
powlerzehnie graniczng w ksztateie walca kotowego. Mysl gparamefryzo- .
wania réwnania tego walca i wyrugowania tym samym warunku plastycz-
nofci przy réwnoczesnym zmniejszeniu ilosci niewiadomych o jedna pod-
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jat pierwszy W. W. Sokotowski, [21], chociaz dla uproszezonego przy-
padku plaskiego stanu naprezenia - gdy przekrojem walca jest elipsa — .
rugowanie niewiadomych przez parametryzacj¢ bylo juz znane dawniej 7.

Najkorzysiniejsza jest parametryzacja réwnan walca lub elipsy za
‘pomocy funkeji trygonometrycznych przez wprowadzenie pewnego kata,
ktérego wielko$é decyduje o stosunku naprezen giéwnych (§cislej dewia-
cji naprezen glownych). Parametryzacje taka zwiemy przedstawianiem
naprezen w postaci trygonometrycznej. '

W inny spos6b dochodzi do przedstawiania naprezen w postaci trygo-
nometryczne] T. Pelczynski, [16], podajac ogdlne wzory na napre--
zenia gléwne, obliczane ze znanego rownania szeSciennego: wyrdinik ie-
go roéwnania jest ujemny, zatem dla obliczenia pierwiastkow nalezy wpro-:
wadzié funkeje {rygonometryczne pewnego kata o charakierze pomoc-
niezym. Latwo sprawdzié, ze kat, ktorym posluguje sie W. W. Soko-
lowski, rdézni sie od kata stosowanego przez T. Pelczynsklego
jedynie o wartoéé staly x/3 — 60°. : :

‘W przypadku o$rodka plastyeznie niejednorodnego granicd plastycz-.
noéci @ jest funkejg punktu, @ = @ (=, y, 2), zatem promieh walca {po-
wierzchni granicznej), ktéry mozna zbudowaé dla dowolnego punktu
ofrodka, jest zmienny od punktu do punktu (por. np. W. Olszak, [131).
Nic nie stoi jednak na przeszkodzie, by i w tym przypadku dokona¢ za-
proponowanej przez W. W. Sokolowskiego parameiryzacji. Do-.
chodzimy w ten sposéb do r()wnaﬁ

= Om + ﬁg, @ (x, y, z) 2 cos |6— g) + 12 cos (6 - —) — 12 cos ()

~

-

. 'Gy :gf}t%“%Q(x,y,z) mICOS (6 ) Fm2cos (6—1— ) M COS O‘_

w‘;}

‘ Oz == 0m "3

(8.2) : .
9 . i . . . . o i 4 . ]
=73 Q@@ y,2) Ll,‘i, Ty COS (5—“3 1 lamy cos{d -2} — 1y my cos 0

Z_Q(;;c,y, z) nlcos d— %)—}-nz cos(6+§)»—n§cosﬁ

-

-

Tyz = % Q(x,y,2) ‘ml 1, COS (6-—%) —+ My Ty COS (6 -+ §)~m5 My COS 4,

.

Tak =§~ Q(:’c‘,y_,rz_') n, lycos (6——;—)-{— fig Iy COS («3 + %) N, lgcos 8.

_Réwnania (6.2) parametryzuja warunek plastycznosei bez wzmocnie- .
nia plastycznego. Uwzglednienie wzmecenienia plastycznego nie przed-
stawiloby jednak zadnych trudnoéci.

7A Nadai i L. H Donnell, {10].
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W rownaniach tych I, m: i n; sa dostawami kierunkowymi osi glow-
nych 1, 2, 3 wzgledem ukiadu wspolrzednych &, ¥, 2; Om jest Srednim na-
prezeniem normalnym, ¢ pewnym katem (parametrem), Kat fen oznacza
Sokotowski przez o; oznaczenie zostalo zmienione wobec tradycyj-
nego juz oznaczania przez predkoéci katowej {na przyklad tarczy).

Podstawienie réwnan (6.2) do podstawowych réwnan oérodka plastycz-
nego (réwnan réwnowagl wewnetrznej itp.) zmniejsza ilos¢ niewiado-
mych o jedng: zamiast szebciu skladowych stanu naprezenia bedg to pa-
ramet'ry_ om, O oraz trzy katy Eulera, przez ktore, jak wskazuje S o-
kolowski, mozna zawsze wyrazi¢ dziewieé dostaw kierunkowych
I;, m:in,. W tym majogdlniejszym przypadku nalezaloby wlasciwie moé-
wié nie o parametryzacji walca, lecz o parametryzacji pewnego tworu
geometrycznego w szesciowymiarowe] przestrzeni skiadowych stanu na-
prezenia.

Znacznie czeSciej w zastosowaniach praktycznych mamy jednak -do
czynienia z parametryzacja walca w Scistym sensie, mianowicie wtedy,
gdy postugujemy si¢ naprezeniami gléwnymi. Obowigzujace dla ofrodka
niejednorodnego wzory (6.2) uproszeza sie wiedy do postaci

2 1
01 = Om + —?;Q (x, Y, ) cos(ﬁﬂg—),

(63) Oy == Om + g# Q (.'.C, Y, Z) cOS (6 + ;;:_) s

¢ [ %Q(m,y,Z) CO_S(S-.

W jeszcze prostszym przypadku. plaskiego' stanu naprezenia, gdy pa-
rametryzacja walca zamienia sie na parametryzacje elipsy, jeden z para-
metré6w o, 6 mozemy wyrugowat. Gdy np. oz = 0, to

(6.4) - T :;'gf Q (x, Y, Z) cos d
oraz, po podstawieniu do dwéch pierwszych réwnan ukladu (6.3),

2 T
n= 2@y s (0= )
(6.5) '/23
Oy == {/? Q@ (x, 4, 2) cos (6 -i—:g) .

Wykorzystamy teraz wzory (6.5) w-celu sprowadzenia uktadu (5.1) do
jednego réwnania o jednej niewiadome]. Przyjmiemy, z¢ 0 == 0y, 0r== 03
i zapiszemy wzory (6.5) w postaci bezwymiarowe] nastepujaco: ‘

2 2 '
{6.6) s = ]75_ kcos (6 -+ %) , S = ]7_3; kcos (6 — %—) )
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gdzie na ogdt k=k (). Funkcje (6.6) spelniajg oczywidcie tozsamosciowo
drugie z réwnan ukladu (5.1); podstawiajac je do plerwszego réwmania
ofrzymujemy (po sprowadzeniu funkeji trygonometryczuych  do. funkeiji
jednego tylko kata & + #/6)

{6.7) ng'cos(é + Vév)—ngé’sin (a+ ig—) + Iccos(6+ %)—

—k)/ 3 sin (a +4- %) +wetn )y 3 = 0.

Jest to nieliniowe réwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu o niewia-
domej funkeji 6 =4(g). Dolaczone do tego réwnania warunki brzegowe
wynikajace z (3.11)

6.8) 6=0 dla p=0, d=-— dla o=1

pozwolg na okreslenie statej calkowanigi i wyznaczenie niewiadomej war-
tosci parametru w, a tym samym granicznej predkosei katowej tarczy.

7. Zastosowanie metody zaloZenia rozwigzania seislego do przypadku przedsta-
wienia naprezen w postaci trygonometrycznej

Rozwazania poniZsze przytaczamy jedynie w tym celu, aby pelniej
naswietli¢ postawiony problem. Bedziemy sie jednak starali wykazat, ze
przedstawianie naprezen w postaci trygonometrycznej nie przynosi istot~
nych korzy$ci w stosunku do bezpoéredniego rugowania przynajmniej
W rozwazanym przez nas przypadku materialu idealnie plastycznego, nie
podlegajacego wzmocnieniu plastycznemu.

Nieliniowe réwnanie (6.7) nie daje sie na ogél scalkowaé za pomocy
funkeji elementarnych podobnie jak réwnanie (5.2) Iub (5.3). Catkowanie
numeryczne wspomnianych réwnait bedzie przebiegaé podobnie. Nie ma
podstaw do przypuszezania, by calkowanie réwnania (6.7) mialto byé¢ prost-
sze — przeciwnie, w réwnaniu (5.2) wystepujg tylko dzialania elemen-
tarne (mnozenie i dodawanie), podezas gdy w réwnaniu (6.7y wystepuja
funkcje {rygonometryczne. ‘

Rozwazymy teraz mozliwo§é rozwigzania réwnania (6.7} metody =za-
lozenia rozwigzania écislego.'Réw-nanie to daje sie latwo rozwigzaé ze
wzgledu na funkeje « (o), ale postepowanie takie jest mniej korzystne, jak
stwierdziliSmy w p. 5. Natomiast ze wzgledu na funkeje k () jest to réw-
nanie rézniczkowe liniowe, wiec latwiejsze do rozwigzania niz ze wzgle-
du na funkcje 6 (o), ale z drugiej strony jest ono trudniejsze niz rozwia-
zanie wzgledem k(p) algebraicznego réwnania {5.2).
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Catke réwnania (6.7), rozwigzanego ze wzgledu na funkcje ki)t moz-
na -zapisa¢ w postaci '

e
]/ o cos (6 -}~ %)

(7.1} klo)=

'ﬁf—)dé]d@}f

gdzie C jest staly calkowania. Wylania sie tutaj dodatkowa irudnosé;
funkcje 6(p) nalezy dobraé mie tylko tak, by w wyniku otrzymaé¢ funkcje
k(o) mozliwie malo rozniacy sie od danej, lecz réwniez — ze wrgledow
praktycznych — tak, by wystepujace we wzorze (7.1) calki daly sig obli-
czyé mozliwie prosto. Funkcig taka, fozliwie najprostsza, o dwoch nie-
oznaczonych parametrach 7 i p jest

LHw—m9+pn+m9]£

1—o(1l+po) 6
Po przeprowadzeniu do$¢ zmudnych catkowan otrzyimujemy wzory

(BT

(12) § =arc tg [l/l_

: AnLAp+T.

(1.3) o, R

k.Aiﬁii%iV4+m@+mg+&e+ﬁw,
4(1+po)

gdzie oznaczono dla skrécenia

@ =n -+ 3, =23+ n+2p)
. 2 2

(7.4) (n 1 3){n+5p =3—8p+ni+ip, :

T Tap+d ps=2p(3+2n—5p+n’—np),

Ba=7p> (T4 4n -+ n?)

Korzystajgc z rownania (7.3) mozna réwniez rozwigzal szereg tarcz
przez dobdér réznych warto§ci parametréw n 1 p. Obliczenia sg jednak
znowu bardziej imudne niz przy stosowaniu réwnania (5.20), a zakres
rozwazanych farcz — jak mozna sie przekonaé — mniejszy. Wklad pracy
zwicksza sie réowniez 1 wskutek tego, ze przy znajomosci rozkiadu po-
mocniczego kata § wzdluz promienia [okreflonej réwnaniem (7.2)] na-
lezy jeszeze korzystaé ze wzordow (6.6), by obliczyé rozklad naprezen.

Nie negujac powaznego znaczenia feoretycznego, jakie posiada kat &
(bedaey oczywiécie niezmiennikiem stanu naprezenia) oraz w pewnych
przypadkach znaczenia praktycznego, nalezy jednak przeciwslawic sig
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czgsto spoiykane] tendencji postugiwania sie tym katem wszgdzie tam,
gdzie to jest mozliwe. Przy rozwigzywaniu poszczegblnych zagadnien
teorit plastyczno$ci warto rozwazyé, czy korzystniejsze bedzie wprowa-
dzenie kata 4§, czy tez bezpodrednie rugowanie. Czesto korzysci postu-
giwania sie przedstawianiem naprezen w postaci trygonometrycznej sg
polowiczne. Tak na przyklad uzyskanie calki ogélnej réwnania dla plaskie-
go pienSeienia uplastycznionego, podane przez W. W. Sokolows kie-
go,[22}, 1 A. Nadaia, [11], jest nieco prostsze, a ostateczny zapis jest
niewatpliwie znacznie krétszy niz przy. bezposrednim rugowaniu (por.
np. [29]). Okazuje sie¢ jednak, ze uwzglednienie warunkow brzegowych
i obliczenie zaleznodci migdzy ci$nieniem wewnetirznym: i zewnetrznym
jest diuzsze i bardziej skomplikowane. W takich przypadkach korzystna
jest znajomosé rozwiagzania zaréwno metoda bezposredniego rugowania
jak i metoda przedstawiania naprezen w postaci trygonometryecznej.

8. Nosnos§¢ graniczna wirnjacej tarczy plastyeznie jednorodnej

Osobng uwage poswiecimy obliczenin noénosci tarczy plastycznie jed-
norodnej o-stalej grubosci, ktora mozemy potraktowaé jako przypadek
szezegblny tarcz dotychezas rozwazanyeh, Jest to zagadnienie wazne nie
tylko z tego wzgledu, Ze tarcze takie bywaja czesto stosowane w prakty~
ce, lecz réwniez i z tego wzgledu, Ze istnieje pelna analogia matematyez-
na miedzy nosnofcig graniczng takiej tarczy, a no$nofciy graniczng plyty
kolowej o statej grubosci, obcigzonej réwnomiernie na calej powierzch-
ni. Na analogie te zwrécit uwage W. W. Sokolowski®

Sokolowski rozwigzuje réwnanie (6.7) uproszezone w przypadku
tarczy jednorodnej (k=x—1, k"=0) do postaci
(8.1) 2gé'sin(d—f—%)+231n6—93£1;]/3|:
metods réznic skoAczonych i uzyskuje okre§lajges nognosé graniczng tar-
czy wartoSt parametru w = 1,792 = 3,204. Opierajge sie na hipotezie naj-
wiekszych naprezen stycznych otrzymujemy w = 3, natomiast przy za-
stosowaniu «modyfikacji» hipotezy najwickszych naprezen stycznych
(ktéra w tym przypadku znajduje pewne uzasadnienie) w = 3,231. Posta-
ramy si¢ obecnie obliczy¢é nodno§¢ takiej tarczy w oparciu o hipoteze
energii odksztaleenia postaciowego metoda zalozenia rozwigzania Scistego
t sprawdzi¢ ta droga wynik Sokolowskiego.

Bedziemy zakladali rozktad naprezefi promieniowych s, a nastepnie
ze wzoru (5.6) obliczymy rozktad granicy plastycznosei; powinniémy
otrzymact k (¢} == 1. Dla dokonania odpowiedniego doboru funkeji s, prze-

!W. W. Sokoltowski, [22], s. 356.
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de wszystkim obliczymy jej pochodne w punktach o=0ip=1. Roznicz-
‘kujae kolejno uproszezone teraz nieco réwnanie (5.2) otrzymujemy

o=—0, g=1,
8,,—=1, 5,=10,
s,=0, 8y =—w -+ 1,

" w v w 3
sr()___i ’ Sp1 "_E‘__z’
'"‘_"““O ""f3 3 ©
0 ; r _+Zw_4w=

Wykorzystamy tylko warunki w punkcie ¢=0 i bedziemy poszukiwah
tarczy «o mozliwie matej niejednorodnosci» sposréd tarcz, w ktérych
(8.2) ‘ sr=1—Dbg>—(1—Db)e".

Jak widaé z réwnania (56.10), w tarczach takich ko==0, z czym czesto
mozna sig spotkaé; podamy wiec najpierw ogdlne wzory, ktére bedg mo-
gly znalezé znacgnie szersze zastosowanie niz do obliczania tarcz jedno-
rodnych.

- Po podstawieniu funkeji (8.2) do réwnania (5.6) okreSlimy granice
plastyeznosci w takich tarczach wzorem

(83) ) k?==1- a,0” + a4 0! +a696+0395
gdzie wprowadzono oznaczenia
ay=w—4b,

ag=—6+6b+T70>—5bw+w?
o, =1{24b— 9w} (1 —DH),
oy =—21(1— b}~

Granice plastyeznofei na obwodzie farczy latwiej obliczyé ze wzoru
(5.9) niz ze wzoru (8.3); ofrzymujemy
(8.5) ki=2b—4+w.

Naprezenia obwodowe podobnie jak i promieniowe beda roztozone
wzdluz paraboli czwartego stopnia
{8.8) s@=1+(w—3b)g2—5(1—b)94.

Przystapimy do doboru optymalnej wartosci parametréw b i w. Dobér
ten przeprowadzimy Wykorzystu]ac warunki zgodnosci $redniej wartosei

granicy plastycznosci (kg = 1) oraz minimum $redniego odchylenia kwa—
dratowego, okre§lonego w naszym przypadku wzorem

@1 B:i/ bf [ (o) — 1] de.

34

(8.4)




Punkiu, w ktérym B osiagnie wartogé minimalng, bedziemy wiee poszuki—'
wali wzdiuz linii kg =1 w plaszezyzZnie bw. Poniewas :

»

i
{8.8) oy = [ Vi+ a0+ a0 +ag 0+ ag0°d g,

0
wige w réwnaniu tej linii wystepowalyby calki hypereliptyczne, co spra-
wia pewne trudnodei przy przeprowadzaniu rachunkéw na drodze anali-
tycznej. Rachunki przeprowadzimy wiec numerycznie: ich przebieg jest
widoczny z rys. 5. Ostatecznie jako optymalne wartosci parametréw przyi-
miemy b, = 0,8665, Wopt =3,2080; przy tych wartosciach parametréw
k=1, a srednie odchylenie kwadratowe wynosi tylko B = 0,0061 =
= 0,61%. Rozklad granicy plastycznofei w tarczy podaje tablica 6.

Tablica 6. Tarcza o parametrach ‘ Tablica 7. Tareza o pa-
b = 0,8665, w = 3,2580 (0 mezliwie rametrach b = 0,8775,
malej niejednorodnosci) . w = 3,235
N S Kl ¢ Kl
0 1,000 0 1,000
0,1 0,999 0,1 0,999
0,2 0,997 0,2 0,995
3 : 0,994 0,3 0,991
0,4 0,993 ' 0.4 0,988
0.5 0,996 0,5 0,987
0.6. 1,001 0.6 0,990
0,7 ' 1,007 0,7 0,995
08 1,011 . 0,8 0,999
0,9 . -~ 1,007 _ 0,9 0,998
1.0 0,991 1,0 0,990
k) ~ 1,0000 gy ©0,9936

A 3,258 A 3,256

Jak wida¢ z tablicy 6, réznice migdzy tarczg jednorodng a ofrzymang
tarcza «0 mozliwie malej niejednorcdnoéci» 53 rzeczywiscie bardzo nie-
znaczne i nawzajem sig znoszice. Wydaje sie przeto, ze podana przez
W. W. Sokolowskiego wartosé w— 1,79% = 3,204 (wartosé te po-
daje rowniez N. I. Biezucho w, [11) jest zbyt niska. Podamy dowéd,
ze tak jest w istocie. Przyjmijmy w réwnaniu (8.3) wartodci parametréw
b = 0,8775, w = 3,235; rozklad granicy plastyeznosci w uzyskanej tarczy
pddaje tablica 7. Jak widaé, w calej tarczy k <1, co pozwala wnosié, ze
nosnosc tej tarczy jest nizsza niz nognosé tarczy jednorodnej, a tym sa-
mym wykazaliémy, ze dla tarczy jednorodnej w > 3,235. Dla tarezy fej
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kw = 0,0936, przeto 1= 3,235/0,9936 = 3,266, co jeszcze raz potwierdza
przeprowadzone poprzednio obliczenia. Mamy zatem podstawy do przy-
jecia w = 3,258, czyli .

/90

— /3ams1/ 99 — 99,
(8.9) o=V 3,258 1805/ s

yR?

Wynik ten mozna rowniez wykorzystat w {eorii noSnosci granicznej piyt.

b
ases—

0,660

087 F1oy=1,00093

qaoieor 099778 o =00076
000610
000612

Fooy 100053

685 -
. "
0,850 - s 3260
3,250 3,285 .

Rys. 5

Wspomnimy, ze tarczy o mozliwie malej niejednorodnoesci mozna oy
réwniez poszukiwaé wérod rozpatrywanych w p. 7, przy obliczaniu kio-
rych korzystaliémy z przedstawienia naprezen w postaci trygonometrycz-
nej. Optymalne wartosci parametrow n i p wyniosa 7oy == —),0220,
Popt = 0,2460; wartosciom tym odpowiada obliczona ze wzoru (7.3) war-
tosé w == 3,248, a wiec o 0,010 nizsza od proponowanej, a o 0,044 wyzsza
od podanej przez W. W. Sokolowskiego. Obliczenia te 53 jednak
mniej wiarogodne, poniewaz $rednie odchylenie kwadratowe dla tarczy
optymalnej wynosi tu B = 0,0328, czyli jest okolo pie¢ razy wigksze niz
w przypadku tarczy rozwazanej poprzednio. Fakt ten nie posiada cha-
rakteru przypadkowego, lecz daje sie uzasadni¢: przy doborze réwnania

86



{8.2) kierowalidmy sie jedynie zgodnodcig z obliczonymi uprzednio war-
tosciami funkeji i jej pochodnych na brzegach przedziatu, natomiast przy
doborze réwnania (7.2) powazny czynnik stanowita koniecznosé efektyw-
nego scatkowania funkeji wystepujacych we wzorze (7.1).

9. Obliezenie odksztalcenn tarez wirnjaeych

W dotychczasowych rozwazaniach nie korzystaliémy z czterech spo-
$réd réwnah podstawowych, przytoczonych w p. 2: dwéch réwnag prawa
zmiany postaci, réwnania prawa zmiany objetosei i réwnania nierozdziel-
noscl. Postepowanie takie kryje w sobie pewne niebezpieczenistwo, nie
dostrzezone, zdaje sie, przez wielu autoréw: odksztalcenia rozpatrywa-
nego osrodka musza byé¢ geometrycznie mozliwe, w przeciwnym razie
uzyskane «rozwigzanie w naprezeniach» moze nie posiadaé fizykalnego
sensu. Mamy tu na my$li przede wszystkim funkcje ¢, warunkujaca za-
awansowanie odksztalcen plastycznych. Funkcja ta — stosunek inten-
sywnosci odksztalcern postaciowych do intensywno$ci naprezef styez-
nych — moze przyjmowaé jedynie wartosci dodatnie, co stanowi, jak
zobaczymy, doséé powazne ograniczenie.-

Przeprowadzimy teraz pewne ogélne rozwazania nad kolowo syme-
trycznym stanem naprezenia i odksztalcenia oérodka idealnie plastycz-
nego podlegajacego prawom teorii matych odksztaleeri sprezysto-pla-
styeznych *Hencky ego-Iljuszina Zalozymy mianowicie, Ze znamy
skladowe plaskiego stanu naprezenia o,==§(r), 6 =f(r) i 7,0==f(r); bedzie-
my poszukiwali odpowiednich skladowych stanu odksztalcenia i funkeji .

Jest od razu widoczne, ze zagadnienie obliczenia kata odksztalcenia
postaciowego y,0 .mozna wyodrebnié o _

Kat ten jest zwiszany z naprezeniem styeznym réwnaniem

(9.1) V6 = 2 ¢ T8

i nie wystgpuje w zadnym z pozostalych rownan. Wystarczy znalezé g, gu,
gz 1 @ z rownan (2.3), (2.4) i (2.3), a wtedy obliczenie Yr@ Z Townania
{8.1) nie przedstawi juz zadnych trudnosci.

Rozwazymy mnajpierw odksztalcenia ofrodka Scisliwego, w ktérym
obowlgzuje prawo zmiany objetosci (2.4). Przez podstawienie K = oo
przejdziemy nastepnie do znacznie uproszezonych wzoréw dla ofrodka
niefcifliwego, |

! Poigeie «stan kolowo symetryczny» rozurniemy tu zgodnie z definicja podang
w pracy [28). Niekiedy rozumie sig ped tym pojeciem jedynie przypédek z,5 =y, = 0.
Wydaje sig jednak, Ze iakie ograniczenie nie jest korzysine i np. stan naprezenia
w tarczach kotowych, wirujaeych ze zmienna predkoscia katowa, mozna réwnies
nazwaé stanem kolowo symetrycznym.
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Rozwiagzujae uklad réwnan (2.3) i (2.4) wzgledem odksztalcen e, &g

i & otrzymujemy

{

'(‘IS)" (2 gy — O'@)

{
I

(9.2) i wc@ﬁwMA%
|

gy —

‘"‘%(Gr + ag) +

1
+ 9K (6r + o),
(U’ "{ GD))

1 ‘
5 lor +06)-

Niewiadomsg funkcje materialowsa ¢ wyznaczymy' teraz z réwnania nie-
rozdzielnosei (2.5). Po podstawieniu skladowych (2.9) otrzymujemy mia-
nowicie liniowe réwnanie rézniczkowe zwyczajne pierwszego rzedu

(9:3) 79/ (205 —07) + 192 dy— 0}) + 3 (0 — ) = jr{;;{(wa@)]

W réwnaniu tym przecinkiem u géry oznaczono rézniczkowanie wzgle-
dem zmiennej niezaleznej r. Po scalkowaniu zapiszemy ostateczne wzory

w postaci

3log —ar)
T (2 O'@ — G'r)

dr} {c +

exp l*m[
ITIE 2o o0
farlarcto oo 57525
3(0-®——~0'r) 7
3(20&;; or) P [m mc”J {C '
B 3(0' O‘r)
+ [t oo o] oy —a for+
L [ (3(op—0n .
fo==" expl jr(zc?@ﬁﬂr) T.HC i
) 3(og o)
’FJ 4 [éﬁ or + gO)J exp[f @ f@ ~~53r) d'r] dfr} +
3(0' -——-0’!‘).
exp [—— f 17(27@@_’_ ar) dr] =C i
drldr} gl | o)
f 20;@_;6") ]{C+
ar)

*d 1 k - 3 (0' O'r)
_I"J a‘[ﬁ (G!‘ + Og )J exp [f? (2 (f,)@ — U'r)
(o
+‘[“d*; [EK (O‘r + 0'@)] exp [IWO“Z———_ 0‘,)

dr Idn},

20',: Og

&y =

l .
¥ (o, + 0gi;

1
ﬁ{ (G?’ + a@) );‘.

Ep == e

7”@*:‘20 R




We wzorach tych modut K pozostawione pod znakiem pochodnych i ca-
tek uwzgledniajge niejednorodnosé cérodka. Staty C nalezy okredlié z Wa-
runku brzegowego dla odksztalces, . '

Dla osrodka nieécisliwego przytoczone WZOry upraszezaja sie znacz—
nie. Podajemy je w postaci bezwymiarowej:

R, — --37(".;@_;:731') 0 .
PR = 28y s P [ f@l(z P Sr).dQJ’

L C@sr—sg) T [ Blg—s)
o= 3 (2 S — sr) exp[ fg (2 S ”—Sy-)dQJ’

_c 3(s0 )
(9.5) fe— g exp[ 0 (2sg ws,-)dg]’

_ Clsr+ 54) _ [ 3(se —s0)
S“‘sm%%m“%thm%ﬁmw}

2C srg . 3(sy —s) .
”“‘Vsm%—wa“p[.[MZ%——mdﬂ'
Przez 5,4 oznaczono tu podobnie jek w pracy [28] stosunek naprezenia
stycznego 7,4, do odpowiedniej granicy plastycznosei Q,/)/3. W przypadku
gdy kierunki promieniowy i obwodowy s kierunkami gléwnymi, a na-
prezenia przedstawione zostaly w postaci trygonometryecznej, wzory (9.5)
przybiorg postaé

@ Qo — C - BXP {.; f_. 7!53_811';(5_ d Q] ,

2kcos(§-—6) oot gcos%ﬁé)

4

.Ccos (% +¢5)

g7 = CXP

06 3cos (Z-s)

o .
&9 == 5 XPp [—f— —

Przystapimy teraz do ustalenia zakresu stosowalnosci podanych po-
przednio. rozwigzan. Funkcja ¢ moze przyjmowaé jedynie wartosei do-
datnie, a poniewaz dla 00, sy =8, =1, czyli 2 8 — 8 =120, wiec
uzyskujemy- stad warunek ‘ -
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albo

7 b
{9.7.1) -

—gﬂ

1A

N

7 R dla 0=e=1.

Wezmy pod uwage Ina przykiad rownanie rozkladu naprezefn promie-
niowych (5.18) 1 odpowiadajgce mu réwnanie rozkladu naprezef obwo-
dowych (5.19). Funkcje 2sg - Sr okrefla wzor

{9.8) 23(,,—s,-:1—3(1—~a)g+(2w—5a)92.

Warunek (9.7) bedzie spelniony, gdy:

(1)2sy —s,=0 dla p=1, a poniewaz sn==0, wice warunek ten mo-
zemy zapisaé w postaci se1= 0, czyli w naszym przypadku w =1ta;

{2) minimum lokalne funkcji 2sg — s, 0 ile istnieje 1 lezy w prze-
dziale 0 << ¢ << 1, wmusi byé dodatnie. Otrzymujemy stad warunek
w==(9+ 2a+ 9a2);8, lecz tylko dla a << 1/3 (gdy a=1/3, funkcja 259 ‘—s, nie |
posiada minimum w przedziale 0<C g <Z1).

Zakres doboru parametréw a i w podaje rys. 6. Zakres ten zostal
uwzgledniony przy sporzadzaniu tablic 2-5 1 rysunkow 1 - 4.

Rys. 6

Przypadek 28, — s << 0 wymaga oschnego naswietlenia. Nie jesi on
fizykainie mozliwy {wobec 2sg —$,>>0 dla ¢ == 0); oznacza to, ze tarcza
ulegnie zniszezeniu wezedniej, zanim nastapi pelne jej uplastycznienie.
Na mozliwoéé tego rodzaju przypadkéw zwraca uwage W. W. Soko-
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Towski, [22], przy rozpatrywaniu noénogci graniczne] w1ru]acych tarez
o grubosecl skokowo zmiennej.

Podajemy jeszeze przyktad obliczenia odksziatces tarczy catkowicie
uplastycznione] przyjmujac dla uproszezenia niesciéliwoéé materiaky,
Przyjmiemy w réwnaniach (5.18) i (5.19) a = 1, ezyli przyjmiemy roz-
klad naprezefi

{9.9) sr=1—09%  sp-=1—{w—3) or.
Podstawiajac te réwnania do (9.5) otrzymujemy
Tw—16
. ey TR 5
@y =C [l + (2w —5) ¢ :
C _ w16
boe= [I—(w—1 ¢ [1+ 2w 5] *¥¥ 7,
{9.10) | ,
c 3w %
e :_ [1 _}k (2w_5) 92] 21210—5)j
Jw— 18
ez:——l,‘z (w-—4) ¢*} [1+(2w-—5) | 2w _n.
Przemieszezenie promieniowe wyniesie
3w — 2).
(9.11) u:TS(.) —-= 'C_Q_R [1 !*(2'[})”5) Qag 22w - b)-

3

Zwrbocimy szczegdlng uwage na przypadek w = 16/7 = 2,2857, War-
tos¢ ta odpowiada rozkladowi granicy plastycznodei [wzér (5.20)]

{9.12) : B=1——0p24 ==

Ze wzorbw (9.10) ‘oirzymujerdy ¢ Q,= C, co oznacza, ze odkszialcenia
plastyczne we wszystkich punktach tarczy beds jednakowo zaawanso-
wane. Oznacza to miedzy innymi, ze przy takim rozkladzie granicy pla-
styczno$cl uplastycznienie tarezy sprezyscie jednorodnej nastapi jedno-
czefnie z pominigeiend stadium sprezysto-plastycznego 0,

W istocie rozklad naprezeh w sprezystej, jednorodnej, erugaceg tar-
czy kolowej okredlony jest wzorami

] 2 5
- [ Gr' :}wgz_% 3 _i87 17 (1-_'—92):
19.13)
. l }lg) R"3U(1__771+3“V z)
Oy = g 3 -y »

¥ Szezegdiowg analize przebiegu uplastycznienia w pokrewhym zagadnienia
walca grupodciennego niejednorodnego podaja W. Olszak § W, Urbanow-
ski, T15].

U Por, np. M, T. Huber, [5],s 80.
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"a naprezenie zastepeze, obliczone na podstawie hipotezy energii odksztal-
cenia postaciowego, wyniesie
3P 52 -
¥ W R 3+v 1+ T+2v+To
. 1— 2 : 4.

(9.14) %= ( g 8 )[ et B ¢

W przypadku materialu niescigliwego, gdy wspélezynnik Poissona
jest réwny 1/2, z (9.14) otrzymujemy

Ty e® ZRM? 12 , 39
. 2 4 =8 : 4
(9.15) ap == (16 p ) (1 7 o +499 ),

a pordwnujac ten wzér ze wzorem (9.12) stwierdzamy, ze uplastycznie-
nie tarezy nastapi jednoczeénie, gdy parametr w osiggnie wartose 16/17.

10. Uwagi koncowe

H

W pracy rozwazaliSémy jedynie nofnoéé tarcz pemych bez ofworu
srodkowego. W przypadku tarcz z otworem swobodnym (co jednak wy-
stepuje do§¢ rzadke w zastosowaniach) rozwazania nie ulegng zasadni-
czej zmianie. Nieco bardziej skomplikowany bedzie przypadek tarczy
nasadzonej na wat z weiskiem, ktérego wielkos§é z jednej strony wpiywa
na rozklad naprezen w tarczy, z drugiej natomiast zalefy od predkosei
katowej malejac ze wzrostem ilosci obrotow. Zagadnienie to wymaga.
prawdopodobnie, potraktowania odrebnego.
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Pezpwme

HECYIHAA CIOCOBHOCTH HEOJHOPOAHBIX BPAIAIOUIMXCA
KPYTOBEIX JHCHOB

B pafore npusogurca pelnenue 3afauy, IPKM NPEHNOIOKEHNU YCIORMA
NIACTUIHOCTY B JBYX, 4allle BCEI0 NPMMEMACMBIX BUIAX, OCHOBBIBAIO-
IMXCA HA THTIOTE3e SHeprur (HOPMOM3MCHRHMA ¥ HA TUOOTE3e MAKCHMAIb-
BEIX KACATENBHLIX HAIPAKEHWH,

B nxr. 2 mokaseBaeTcd, Tro UPM HEKOTOPBIX OYeNEb ciabblx TIPERTIOI0~
FKEHMAX, KACAOMIMXCA BHAA YCJIOBMA TINACTHYHOCTH, BOIpOC Hecyiei
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criocobHOCTY BPALLAOTIUXCH JIHMCKOB TIepeMEeHHOM TOIIMHE! BCErJa MOXKHG
CRECTH K COOTBOTCTBEHHOM 3ajade AJIA AMCKA TIOCTOAHHON TOJIIMHEL HO
¢ M3MEHEHHOH HEOZHOPOSHOCTBE). OJTa IHOCHELHAA XapaKTepusyeTed —
B KPYTOBO-CHMMETPHYIHOM CIIydae —— 3aBUCHMOCTBI0 MPE/AeIa TexydecTn &
¥ VAeNBLHOTO Beca y OT pajmuyca (KOOpAMHATEL) T :

B caydae IWTACTMHECKM OTHOPOLHOTO AMCKA peliesye Ha OCHOBE I'MIIO-
re3nl MAKCHMMAMBHBIX KAcATEINLHEIX HANPAMKEHMWNA ABNACTCIL ocofeHHD TIPo-
CTLIM, B0 TOTHA BO BLEM JMCKE 0=0,=0u5Hu 00ABEBIBACT fmeitaoe FCIT0-
Bue miacTyIHoCTH (3.1.1).

"B mxT. 3 DpUBOJATCA HEKOTOPHIE HeoBXOMMMBIE ¥ HEKOTOpPBIE KOCTa-
TOYHBIE VCHOBMA AJA TOIO, YToBBL — B CIy4Yde ILTACTHIECKOrC HEOfHO- -
POJHOTO JICKa — MOXKHO OBLIO TAKMKE MCTOJIB30BATE yCIOBUE (3.1.1), Ho-
Zydena oueHs mpoctas opmysa (3.13), onpegenaroan IPeASIbIyo VIO~
BYI0 CKOPOCTE: JIMCKa; 9Ta QopMyTa MMeeT OTPAHMUIEHHYIO IPUMEHNMOCTE,
74K KaK OHA OCHOBAHA Ha YIIOMAHYTOM YCIOBMM I8 CTHHHOCTH [CIenyeT
VAOBJICTROPUTEL HeoBxXoauMbM  ycmoBuaM (3.29) (3.37]. Ipwmsopmurea
TAKKe NPUME COBMECTHOTO MCIIONE30BAHMA ypapuenuit Tuma (3.1), ompe-~
MeMOIINY yCAOBME TIIACTIIHOCTH Ha OCHOBAHMM IMIIOTE3RL MARCHMATL—
HBIX KACATENBHBIX HaTpAmReHIoL : * :

B nxr. 4 dhopMyMpyeTcs, a B mET. 5 peluaertcd 3a7ava Hecymeit cro-
cOGHOCTM BPAINAIOLErocs JMCKa, Ha OCHOBAHMM TMIIOTE3HI SHEPITM dop~
MouzMenemus, [lpn pellleHyns TPUMEHAJCT npubIMIKeHHLII METOT, «IpPel-
HOJIOFKEHMS TOUHOTO PELUeHMT», ABIAIMACH oBoBImenMeM IPUBOLU-
moro asropom B pabore [26], metoxa «Hp@,l‘.(ﬂOJIO)K(—EHMH TOUHOTO ypaBHéir
Huf». IIpMBOAMTCE TpUMep UPHMEHEHMs STOT0 MeTofa B CIyHae, KOIZa
pacupepeleuye MPEAEAa IAACTMYHOCTH OIPE/ICNICHO YPaBHEeHIEM (5.15).

B nxr. 6, B cayuae IUTacTUUECKM HEOAHOPOJHEIX CPem, BBOANICA apen-
cTapleHye HANPIKEeHIT B TpMI‘OHOMBTpWiec:Koﬁ cdopme, a B TKT. T 9T0T
crocod IpHMensercs K paccMaTpuBaeMoil 3asate. M=z 1mpoBeleHHLIX pac—
CYIRKIEHMA CIeLyeT, IT0 MPeACTABIeHNES HaNps:KeHMil B TPUTOHOMETPHIeC
®OM (popMe He KAeT 3/eCh CYLIECTBEHHBIX BRI

B mxr. 8 obpammaercs ocoboe BHUMAaHME HAa INACTIHECCKNM ONHOPOSHLIH
OMCK, JUIA KGTOPOTO MPENebHYI0 yIJOBYI0 CKOPOCTE onpepenur B. B. Co-
KOMOBCKM it MOTOZOM KOHEIHLIX paszocyeil. JloxaseiBacTesd, HTO HpH-
Be/leHHAA STHM ABTOPOM Hecylias CrIocoBHOCTH 3aHMMKCHH, 8 MMEHHO, 4T
mmchpy 1,79 cremyer zamennts 1,805.

' B paccyxjienuax, TPOBOAMMBIX BLITIE, ONPefielieHa TONBKO TIPe/ieabHaA
YIJIOBAH CKOPOCTH ¥ DACHpEnefeHre HanpsIKeHWH; OHK COXPAHAT CBOS
3HAYEHME B TEOPWUM MANBIX YHPYTO-IIIACTHIECKMX nedopmarmii I' e i K m-
UnnomuuEa PaBHO KAk M B TEOPMAX IUIACTHHMECKOTO TCHEHMA
IIpaugrna- Pesicca u Jdenn - Museca ~
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B nkr. 9, mpu nenonssosanny Teopry e H k u - Mapwmuma, pac-
CMATPMBAIOTCA HeHOPMAIIMM FHCKA. Brisogares, cnagasa, olimme (bbp—
MynbI edOpMali B KPYTOBO-CHMMETPMSHOM Cllydae, Py M3BECTHOM pac-
IpeaesneHuy HANPMKenuit. 3Ti dopmyast {9.4), CHPaBeNIUBLIC INg Heom-
HOPOZHOM CEUMAEMON CPERDI, 3HAYMTENLHO JOPOIMAIOTCA IPH IIPEAIOIo-
HEHMM HECHUMAEMOCTH. Jro §yOyT, 3ammMcadHble = Bespasmeprom Bune,
copmynet (9.5), miu e, TIPH TPEACTABNICHII HALPDARESHUI B TPpHIoOHOMe-
’F;)HHECKOI‘E thopme, dopuyaer (9.6). Mz sTux thopmyr exepyer, wro hyaKR-
A 26,—o0, TOJIKHA OLITE HeOTpHIIATENbHA B0 Beem nareprane 0=r==R
IT0 COCTABAAET HEKOTOPOE OrpaHMyYeHHe oBJIacTH IPUMERMMOCTH HpOBe-
ACSHHBIX DaHee paccy:kueHMit. Beiam YOOMSHYTOe yCJHOBHE HE YIOBIETRO-
panoes 6n1, 5o ofozHawano GBI, wTo AVCE PaspyiuuMIcs Heper LoCTiKe-
HUeM IOJHOM I1I8CTHIHOCTIL.

B pabore pacemarpusaerca HECYIas CriocoBHOCTE CLIMOIMIHETX JCKOE;
OAHAKO, B Cyuyae cBOBOLHOTO HENTPAIBLHOIO OTBEPCTHA, PACCYIKTCHHMS pic I
MEHATCH He3HAYNTEIBHO, '

7 Summary ‘
- LIMIT STATE OF NON-HOMOGENEQUS ROTATING DISCS

The problem is solved using the two yield conditions most commonly
used — energy-of-distortion condition, and maximum shear stress. ,
It is shown in Art. 2 that, subject to some very weak assumptions
concerning the form of the yield condition, the solution of the problem
of limit state of rotating dises of varying thickness can always be reduced
to the problem of a disc of constant thickness with modified non-homo-
geneity, characterized, in the. circularly symmetrical case, by the de-
pendence of the yield point @ and the specific weight v on the radius r.
In the case of g plastically non-homogeneous dise, the solution is
particularly simple if the theory of maximum shear stress is used. This
is because we have 0=0,=0g throughout the enfire disc, and the
yield condition (3.1.1) is linear. In Art. 3 necessary and sufficient condi-
tions are established erdabling the condition (8.1.1) to be used also in the
case of plastically non-homogeneous discs. The simple equation (3.13),
which is obtained by determining the limit angular velocity of the dise,
is of limited applicability, as being based on the yield condition mentioned
above [the necessary conditions (3.29) and (3.37) should be satisfied].
An example is given in which use is made of several simultaneous equa-
tions of the fype (3.1), determining the yield condition based on the ma-
ximum shear stress theory. _
The problem of limit state of a rotating disc using the energy-of-
distortion fheory is stated in Art. 4 and solved in Art. 5. The {approximate)
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method of «assumption of accurate solution» constituting a generalization
of the author’s method of «assumption of accurate equation», [26], is
employed, and example is given of the application of this method when
the distribution of the yield point is determined by the Eq. (5.15).

In Art. 6, the siresses are expressed in trigonometric form in the case
of plastically non-homogeneous bodies. In Art. 7, this method is used for
the purpose of solving the problem under consideration. It is concluded
that representation of the siresses in trigonometric form does not here
present any essential advantage.

. In Art. 8 special consideration is given to the problem of a plastically

non-homogeneous dise, of which the limit state has been caleculated by
V. V. Sokolovsky by means of the finite difference. method, It is
shown that the value obtained by that author is somewhat too low, and
that the figure 1.79 should be replaced by 1.805.
- The above considerations are confined to the determination of the
limit angular velocily and the siress distribution. They retain their
validity both in the Hencky~Iliushin theory of small elastic-
plastic deformations, and in the Prandtl-Reuss and Levy-Mi-
ses theory of plastic flow. Disc deformation is considered in Art. 9, the
Hencky-Iliushin theory being used. First, general equations for
strain in the circularly symmetrical case are derived for a known stress
distribution. These equations (9.4), which are valid for a non-homo-
geneous compressible medium, are considerably simplified if incompress-
ibility is assumed. They are the Egs. (9.5) expressed in the dimensien-
less form or, if the trigonometric form is used, the Egs. (9.6). From these
equations, it follows that the function 2¢5— o, must be non-negative
over the entire interval 0 £+ = R. This involves some limitation of the
range of applicability of the previous considerations. If this condition is
not satisfied, it means that the disc will suffer destruction before it
passes entirely into the plastic state.

The limit state of full discs is considered in this ,paper The difference
for discs with axial borings free from load is not, however, serious.
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