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Okreslimy stan napiecia tarczy kolowej rozcigganej od Srodka tej ‘tar-
czy dwiema wewnetrznymi réwnoodleglymi silami skupionymi (rys. 1).
Na podstawie pracy [1] funkcje v

d{z), @ zl) i F(z) dla nieograniczonej y
tarczy rozc1agane] dwiema wewnetrz-
nymi silami skupionymi sa naste-
puigce:
o 2P 1 1
Plz) = (14 k) (z—a z_:!:—a)’
2P 1 1
Prter) = m(—:—ia “ e
' iP 1
ro— il e+
1 ' 1
[

Rys., 1
gdme k== (% + 3)/(4 + 1)

Na obwodzie kola o promlemu R omawaan;ej tarczy meogramczoneg
bedg panowaly naprezenia Re i Rgp zgodme 7€ Wzorem

22

(1)

. iz P 1 — 1 TR ___3_13__.
R@-{—'LRR——E ar(l—f—k)l(Z"Fﬂ)z (z—a)2]+ IR? n(l—l—k)x
Sy 1 1 1 1
Aot (z—a)2]+k(z—-d”_ﬂ"5)}+

+. iP 1 Tt 1 1
 2x(1 k) \z—a z+a T z—a z1+a!'
Jezeli na obwodzie tego kola przyioiymy naprezenia R@ i Ry okreslone
~wzorem.’ (1), lecz odwrotnego znaku, to w wyniku dzialan otrzymarny
tarcze kolows rozeiggang dwiema wewnetrznymi silami - skupionymi.
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6r (1) po zmianie znaku na przeciwny przedstawia sie w sposéb

R N N _a __a
@) RetiRr=5071%) {(z-l— 9 [z+a)2 temay T
k k 1 1 1 1
+ ztua _ z—a} T z—a + zta le—a—l_ zl—i-a}'

| Poniewaz odpowiadajgca temu obcm,zemu funkecja @(z) jest okreslona
W mysL pracy - [2] wzOTem ... . . - o s
® cb(z)#;t—f(RRJrzR@) (i-z—)dt+c ST
gdzie t == Re'® wiec dla otrzymania funkeji podcatkowej RgpiRe na“
lezy we wzorze (2) zamieni¢ ¢ na —i, po czym ofrzymany w ten sposob
wynik trzeba pomnozyé przez i. Ponadto za pomocg zwiazku zz; = R?
nalezy jeszcze wykonac odp0w1edn1e przeksztaleenia, azeby funkcja @(z)
dawala skohczone wartoéci naprezen. Po wykonaniu wyzej oméwionych
dziatad bedziemy mieli

. P .| Rz PRz N u
Rt RO g1+ 8) {(R2 Fap i —azr T " ‘_(R9+ az
a k k. z 2 -
+ {(R?—agz)? + z(R®*+ az) z(R?——az)] T R?—qz + REtfaz

. 2 21
R —az, T R:+ azl}'

Teraz zmieniajgc zmienng z na zmienng t, zas zmlenna z, na zmienng
ty 1 uwzgledma}ac tq ‘funkcje we wzorze (3), otrzymamy po scalkowa.mu

2P 2 z I a Ze—(

@ &= +k){R [ B _(—Rf—"w—qz)ﬂ]“*

Rk 422 1 1

7 + z (R2+az__R2—az)}+C1'

. Funkcje F (z) zgodnie z praca [2] otrzymamy ze wzoTu
| R*[1
5 ——
(5) o Fz)= 22#[ f(R@—}—tRR) ( )dt+zzcb (2) z@(z)

Wystepujat:a W tym wzorze pod znaklem calki funkeja RetiRg po-
wstaje ze wzoru (2) droga, przeksztaicenia za pomoca zwigzku 2z, == R¥,
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co jest uzasadnione koniecznosicia otrzymania' skefczonych wartosel ma--
prezen, Zatem po przeksztalceniu mamy T e T
" Re- b ( R2y - Rz T e Cen
2m(l + k) {(R2 +az)*  (RP—az)’ TR [(Ra'*%' azyt

. . R
oofey

R@‘HRR ==

5 I i a a . 2y "
(Rzr—“""" azl)z R2 .R.2 -i— 0‘.21 R2 I a21 R2 """"g-zl
2 z z

+R“‘+azl— Rg.——-az+ R*+az{’

Zmieniajgc zmienng z na zmienng %, zad Zmienng z, na zmienng t, po
scalkowaniu otrzymamy
1 ey EHE
. GRS — Tt = - -
:nsij;(R@—l—l ) tit—2) dt w1 +4-k)
" Uwzglqdniajgc powyzszy wynik we wzorze (4) oraz wprowadzajac
jednoczeénie do tego wzoru wartosé funkeji @ (2) 1 jej pochodnej znajdzie-
my

(6) Fl(z)==

2Pi z 2
e = =)+

R 9P | 2z pf ate _ z=d ]
92° a{l-}-kj\R*+az R*-—az TR a2 (RP—az)

R*k+2* 1 R 2- R*—az —2a"
z ( )—i—Rz[ (R? + az)

R +az R*—az

~ R*+4az—2a" _l_RzzL—szc 11 o
(R? — az)? z  \R*4az R:—aqz

. [ 1 1 R®
— 2 2 Ny - - o5 o
—eR}*R*k+2 )l(Rz + az)? + (Rz_az)z] } + 942 i(Ce—Cy).
State C, i C, {vyznaézym’j} z warunk6éw, ze dla r==R wartodei na-
prezen Re+iRg, okreslonych ze wzoru
. R R -4 i . .

Mﬂm—%4w®+mﬁ®+gkwf@@L
powinny by¢ réwne napreZeniom’ (2) oraz ze n.aprqzenié dla r==10 po-
winny mieé wartosci skoficzone, Przy tym wystgpujgce w tym wzorze
funkcje @ (2) i F(2) wyrazaja sig wzorami (4) 1 (6); z plerwszego wa-

C—Ci= i

A 'pb-wyiszego uktadu dwdéch réwnah otrzymujemy

2Pa 1—k . 2Pa 1—k

CmTam ITK 2 aR 14k
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- Zatem funkcje @(z), ®,(z,) i F(2) okreflajace stan napigeia tarczy ko-
lowej rozcigganej dwiema wewnetrznymi sitami skupionymi, réwnoeodle-~
glymi od Srodka tej tarczy, bedsa na podstawie prawa niezaleinosci dzia-
lania sit i odksztalcenn réwne sumie funkcji okrelajgcych dwa oméwione
wyzej stany obciazenia tarczy. Wobec powyzszego znajdziemy

2P 1 z+a  z—a
Q(z)—n(bi-k){z——a z+a+R2{(R2+az)2 (Rz—az)2]+

1 __a{l—k)
RZ—!— az Ri—az R (7

2P 1 Zd+a  z—a N '
a(l + k) z,—a zﬁ—a (Rz—l—az, - (R?—az,)?
R%+ﬁ 1 a(1—k)
(R T4 gz, RI qaz1) R® }’

R2k—§—z

b, (2y)=

iP 1 . :
= im {_“[<z+a)z + (z—ﬁ*a)gJ “‘“"(ata'_ 2+a)}'+

v iP ﬁf_{‘&a(l;—k) szz[ z+a z-—a‘]_ﬁ

a(l +k) 22° R (R® - az)? (R* — az)” |
4R*k 1 1 o, |RP—az—2a*
Tz (R2+az—R2—az)+2Rz[ (R + az)®
R?+ gz — 24? 11 .
(R —a2)® ] + 22 (R2 +az R? —az)

2 2) 1 1
W2G,(R k+z)[(R2+az)2 + —az) ]}

Wartosci sdpowiednich naprezen Re, R, i @s moina bedzie okreslié
z réwnan nastepujacych:

- 1 , P (1 1
R Be= 00 e < g et
. z2+4a z—a R+ 1 1 :
JrRZ[(Rg +az)? (Rz—az)2]+ z (R2 + az Rz—az) T
LS ste | z—e
+_Z__r—t1 21+a+ [(R2+a21}2 (Raf"ﬁzl)z‘]+
+__,R2k+zi 11\ 2a(l—k)
T (Rﬂ Taz, R —az, R ’
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. . . . 2 )
2Re + (R, —66) = — 5 20'@) + 5 Pe) = — — L

1T+K"
i1 | po [RP—az—2¢® R*+ez—24%)
* { (z + a)® (z—a)? FR [ (R® - a2  (R®—az) ] +
_|_?j:Rdj A 1 __'(Rak + 2%)af 1 1 €
2 \R®tuz R —az) z lﬁ%é +az)? " (RP—a0z2)? }

LA .1 1 1 1
MRt e [ e e e

. iP _32_{455(1“1“)_*2}{2[‘ z+a z2—a ] o

m{1+4k) 2r® R® (R®+a2)* (R®—az)®

Rk 1 1 o |RE—az—20%
4 z (R2+az R%-——ua )+2Rz[ (R® + az)®

I 1 A
"”(@1@"m_@}‘

nl 1 1
— 2a(R*k + z )l(Rz Tk TR azp ]}

Po rozwigzaniu tych rownan znajdziemy
S SN P 11
Reg == i K {('r a)rsm@(A2 B2)+

| Rtr [( [(R: — 2a%) (3¢°r> — RY) R?+ (3R! —a®r) a’r } sin @ +
+ [{R®— 20%)a*+® - R®] arsin 2@) ME—
- ([{Rz — 9% (3a%r* — R}) R+ (3R — o27) ¢*r%| sin®@ —

_M_R3+az-~*2a

{R®*—az)?

— |(R? — 2a®) a®* + R®] ar sin 2@) : N'ﬁ'] —7rR%sin & (% — %n) e
Rk (R2 sin® +arsin2@ RPsin @ —arsin 26\
r M

o Rzazrk(Zstin@ + arsin26 2R’ 1n@—a1 5in 26
M2

+

+

wo T

» { 27 8in @ —a sin 26 2?51n@+asm2
Wf_a B2 - e

-

Lo Rz( R*sin 20 + 2arsin®@  RPsin 2@ — zar sin @ )
z }

——k( rsin @ + as5in 26 Tsm@—*asmz@ )



Ry =

P R® a.] (207 R‘ura“r —R)sin@ —alrsin20
T g1 7 {ZR "[ n°
K {262 R® 4 a®r® —RY sin @ + afrsin 20
— e _
4R?*k (R¥sin® + arsin 20 RYsin@— ar sin 20
—_ : s — +
T M. N :
1 1
2 g IR R
+ 27R sm@( i M)
: Wz RZ[ 2a({R*k —+?) sin® + r(alk — Rz)sm 20
_ M
- 2a(R*k—r¥) sin® — r{g®k — R sin 260
J— 7 N N2 — ‘l“

+ 2Ry [( [(R2 -~ 2a% (3a®r® — R R? 4 (3R*— a*r*) ¢®r2] 5in @ -|-
| o+ '[(R‘é — 26%) a®r? + R%] ar sin 2@) 1 ME—
— (I (R? — 20%) (3a*¥® — R*) R® 4 (3R* — a®r®) a®+?] sin @ —

- [(R*—2¢%) a?r® + R ar sin 2@) ;:Nf‘]} ,

r % rcos® —a :- . reos® - a

a1+ k) B a0t
. _ 2 aR3(2'r +R"’)+ R4—;-a'r —i—2R2 2)7'ccns@—|—cns“'r“::osz@
R _ M o
o waRJ(Zr + R%) + (R* +a ¥ 4 2R )rcos@-wagf COSZQ} L
N2
R2k R“ cos @ + arcos 26 " R?cos @) — ar cos 269
+ - — +
M. -
Py Vﬁlz"t_gcos@—i—ar R? cos @ — ar . a(l——-k)
__ P [ | (PtahcosO+2ar  (*+a C?ia_—_?_‘“’_
27 (1 + k) | A

+ R [( (R®— 20?) 3R*qr — 3R?a®r" + [R? = 2°) (R' -+ 30°r") R* —

—1‘" a*(BR + a*r* )] cos@ —l— [{Rz-—vfm“)a 72— R®| ar cos 2@) ME —

(*(R*— 2a“)3R"ar 1 3Rty - [(R® — 209) (R 4+ 3a*)RE




—p2g? (3RS L g2 'rz)] cos B — [(RZ;—" 2a?) af"'r-'?";-;R"’}' i cos 2@) N "_’]

Ricos@ -+ ar Ricos@®-—ar\ . Rk R®cos @ - ar cos 26
d TP TV RUS OT COS
M N T M

R?cos @—ar cos 260 9 R* 4 2arR?cos® + a®r® cos 20
— . % ) Rk e

R!'—2arR*cos ® + a®r? cos 2@] 4 [R“ cos 26+ 2arR? cos @ a%?
+ 3 —_— —_——— T
\ N e
n Rteos 260 — 2(};?2 cos @+ agfrg] ta F‘i%«zﬂcos‘g—l— a” cos 2@ N
12~ 2ar cos @ + a® cos 26 Teos@—acos 20 v cos @+ acos 26
T B ks o A

P Rf4a(l+k)_ o
dm(l+k) 'rz{ R? , ZRE[(GR (R + 2r%) -+

—+

+ (2a®R% -+ R + %) r cos @ + a2 cos 2@) (MR —

[ (—-aRﬂ'RH— 29"+ (2a?R%*4-R* 4- a2+ r cos ® — a® r2 cos 2@) : N""] —

4Rk (R2 cos @ 4-arcos20 _ R’cos® —farhggg“@)

r M N
R%cos® 4 ar REcos® — ar
+ 21-( - M . - - N - )._
[R“ k+a*r*-H{R*k+7r7) 2ark® cos O-+(a? k4 R¥)r2 R cos 20

n R°E -+ a%r* — (R%k 4 %) 2arR2cos @ +{a*k+ R r*R%cos 2@]
: e TV T CO0S A6

+ 2Ry [( (R*— 2% 3R4ar — 3R®a*r* + [(R® — 2a?) (R*}3¢%r*) B® —
- 1%a? (3R + a®1%)| cos @ + [(R® — 2a%) i — R®| ar cos 2@} cME—
— (—(Ra— 2a*)3R'ar + 3R?a*r® + [(R?~ 2a%) (R* + 3a%®) R? —

— ?a*(3R* +0”r%)] cos & — [(R? — 2a%) a?r* — R*] ar cos 2@) : N3]} ,

@ =

- P rc&s@-—a___rcos@—kgﬁ_
Ta(l k) B A
) o e aR2(2'rg +R2) A (R - a¥? +'2R3a2) rcos @ + a’r® cos 26
+ R 3 S Mk! e - —
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— qR2(27% + R?) + (R 4+ a®r? 4 2R*a®) r cos @ — a7 (:052@
— NE +
Rk ( R? cos@—i—arcosz@ _m R?cos @ — ar cos 260 n
T M _ N -

chos@#-ar Ricos®@—ar l—k
g e

P _{ [Q‘Q +a?) co,s'_@ +2ar  {(r*+a@®) cos@—2ar

T a1 w e | B

+

+REr [((R“‘ — 24?) 3Riar — 3R2a*r* + [(R* — 202) (R' + 3a27%) R® —
—r2a2(3R4+-a%7%) cos @ + [{R®— 2¢%) a®r%) — R%] ar cos 2@) : M® —

o (— (R* — 24?) 3R'ar + 3R2a%r - [(R? — 20%) (R* + 3ar%) R* —

202 (3R* + ¢®r%)] cos @ —{(R? — 2a°) a’r® — R®} ar cos 2@) : N"-”] -

. R®cos® +ar  Ricos® —ar WR"’R: R%cos @ -+ arcos 20
M N M

T

4 -_ ' 4 ) 2 )
__RPcos®—arcos 2@) — Rak [R + 2arR*cos @ + a1’ cos 26 n

N M*

T Ri-— 2urR® cos @ '+ a?r® cos 2@} ar [ R'cos 260 -- 2arR® cos 6 - a r? e

N® M?

+ +

R cos 20 — 2arR® cos @ -} a®r® r? -+ 2ar cos @ -+ a® cos 26
— ———ltafj— A0

y? -— 2arcos® + a® cos 26 T cos & —acos 26
= — SET — e — B el

_rcos® + acos26\) P R f4a(l—k)
A 4n(l+k) T R?

v

aRz(R‘a + 2r?) +{2¢*R% 4- R* +a ¥)reos@+atrieos 20

—2R? | -

NJ
4R%k (R“ cos®+arc cos 20 R2 cos @ —arcos 2@) n

__aRg(E“ﬁ—?TdHu 2¢*R*+ R'+ o’ rcos® — a*r €08 20]

IS

M N
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<y o [Ricos® 4 ar R2cos® —ar
_9g |R“k—|—a“r‘* (R2k+r2)2arR2cos@~f—(a E+ R R? cos 20 |
M2 v
ROkt (R - %) 2arR? cos @ + (@ + R 1R cos 26 1. -
+ R S N"‘ +

2R [((R2 — 24%) 3R%ar — 3R%a%" | {(R® - 20%) (R* + 3a*r®) R2 -
—r*a*(3R* + a?r%)] cos @ 4 [(R*— 2a*) a*r> — R®| ar cos 2@) cME—
— (—'—(‘R’z —2a% 3R'ar + 3 Ria*r® + [(R?— 2a%) (R* + 3a¥r®) R —
—r2a*(3R* + a®r®}] cos @ — [(R? — 2a®) a®r®— R%] ar cos 2@) : N"‘]} .
We wzorach tych przyjeto oznaczenia
=72 - %ar cos & + af, B=—12 2arcos @ + a2,
M=R*- 2arR%cos @ -+ a®* N ::'R“-%Eang cos 0 F- a®’,

Z wyprowadzonych wzordw mozna zauwazyé¢, ze dla r =R, tj. na cbwo-
dzie tarczy kolowej, naprezenia Re 1 Rg sg rdwne zeru, jak byé powinno.
Dla r==0 naprezenia posiadaja wartodci skonczone, zaé dla r=—a przy-
bierajg wartodci nieskonczenie wielkie.

W przekroju Srednicowym tarczy najwieksze naprezenie rozciagajace
ma miejsce dla r =6 =0, przy czym wartosé jego wynosi

P at’
R=Xe— (-+km[(3+k)(l+ )w(s—---k)?J.

Stosujac prawo mezaleznvosm .dziatania sil i odksztalcen mozna roz-
wigza¢ w podobny sposéb kazde zagadnienie dotyczgce stanu napiecia
tarczy kolowej, obcigzonej w dowolny sposéb wewnetrznymi silami sku-
pionymi jak réwniez i momentami (parami sil), z tym tylko zastrzeze-
niem, azeby przyjete obciaZenie tarczy spelnialo warunki réwnowagi.
Ponadto wyze] przedstawiony spostb umozliwia okreslenie stanu napiecia
tarczy, ktorej obszar jednospdjny daje sie odwzorowaé ma koto za po-
moca przekszialcenia konforemnego.
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PeamwuMe

ATIPSIKEHLOE COCTOSHME KPYTOBOTO IMCKA IOJN JEMCTBUEM
BHYTPEEHUX, COCPEJIOTOYEHHBLX CUJL,

B pabore BriBogaTcA (POPMYJILI, ONPEASAIONE HANPANREHILI Rs, R,,
@p, CcymEecTByOLIIE B IPOUIBONBHOM TOYKE KPYTOBOTO AMCKA, pacTArd-
BAEMOTO JBYMS BHYTDEHHMMM COCPEJOTOMEHHEIMM CUJIaMM, PABHOOTAA-
JMeHHLIMM OT LIEHTPa 9TOr0 JIMCKA.

Summary’
THE STATE OF STRESS IN A CIRCULAR DISC LOADED BY CONCENTRATED
FORCES INSIDE THE DISC REGION .

This paper is devoted to the derivation of equatwns determining the
stresses FRe, Rr,®e at any point of a circular disc, sub]ected to, tension
by two concentrated forces equldlstant from the centre of the dlSC

Praca zostaza. zlozona w Redakcii dma, 10 lutego 1958 7,






