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1. Pierwsze prace poswiecone zagadnieniom rozchodzenia sie fal na-
prezen w ustrojach sprezystych pochodzg z drugiej polowy ubieglego stu-
lecia, jak np. prace C. Chree, {4] 115}, oraz L. Pochhammera, [11].
W chwili obecnej literatura tego przedmiotu jest tak bogata, Ze trudno
omoOwié szczegdlowo nawet te prace, ktére byly autorowi dostepne.
Obszerne informacje Zrodlowe mozna znalezé np. w ksigzee R. Kol-
skyego, [9]. '

Szczegdlnym zadaniem, rozchodzeniem sie fal naprezen w belkach
sprezystych, zajmowalo siq rowniez wielu badaczy. Juz L. Rayleigh,
[12], zbadat wplyw bezwladnogci obrotowe] przekrojow belek na pred-
kosci rozchodzenia sie impulséw gietnych, a S. P. Timoszenko, [16],
wykazal znaczny wplyw sit tnacych na te predkosei.

W ostatnich latach ukazalo sie wiele prac teoretycznych i doswiad-
czalnych na temat rozchodzenia sie impulséw w belkach sprezystych i to
zardéwno impulsow podiuznych (np. R. Skalak, [15]), jak i poprzecz-
nych (gietnych) (np. R. A. Anderson, [1], [2], M. Goland, P. D.
Wickersham, M. A.Dengler, [6], ARippenberger, H Nor-
manAbramson, B.A Boley, C. C. Chao, [3], ] inni).

W dostepnej autorowi. literaturze nie zwrécono uwagi na ciekawe
wlasnosel sil reakeji ustrojéw sprezystych podezas drgan. Poniewaz pod-
czas drgan powstajg fale napreien niosgce energie, muszg powstawac
szezegdlnego rodzaju reakcje zalezne od rodzaju wymuszenia i wlasnosci
- sprezystych i geometryeznych ukladu, kiére majs charakier niezacho-
waweczych sil ttumienia. Oprécz tych sil muszg wystapi¢ réwniez sity za-
chowaweze bezwladnodel, zalezne od przySpieszenia ruchu, orvaz sity za-
chowawcze, zalezne wylgcznie od przemieszezenia.

Moina sig spodziewaé, ze wlasnodci reakeji ofrodkoéw sprezystych pod-
ezas drgan bedg bardzo podobne do wlasnodci sit reakeji cieczy na drga-
jace ciala zanurzone lub pltywajgce w cieczy, [7], [8] i [17]. Np. dla drgan
w cieczy idealnej moina wskazaé wymienione irzy rodzaje reakcjl: sily
tlumienia (falami powierzchniowymi), sily bezwladnosei proporcjonalne
do przyspieszenia (charakteryzuje je tzw. pozorna masa wody towarzy-
szacej) oraz sity wyporu hydrostatycznego zaleine od glebokosei zanu-
rzenia pod powierzchnig swobodng. Wszystkie te sity majg charakter sit
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' zaleznych liniowo od predkosci, przyspieszenia i zanurzenia pod po-
wierzchniag swobodnag cieczy, przy czym ciekawg rzeczg jest, ze sity tiu-
mienia falami powierzchniowymi majg charakter sit tlumienia tarciem
lepkim, w ktérym wspélezynnik ttumienia jest funkcjg czestosel.

W niniejszej pracy wstepnej poswigeonej wylgeznie szczegblnym przy-
padkom drgan belek wykazemy, ze dla najprostszych ruchéw wykladni-
czych lub harmonicznych w czasie sity tlumienia falami mnaprezen sg si-
tami typu sit tarcia lepkiego, jednakse podobnie jak w zagadnieniach hy-
dromechaniki wspétczynniki tlumienia sg funkcjami czestodci. Dla pew-
nego przypadku drgan belki nieskonczonej znajdziemy réwnies mase zre-
dukowang jako funkcje czestogci drgan. Podobiefistwo tych zjawisk z drga-
niami sit w cleczy jest tak dalekie, ze mozna nawet podaé taki przyklad
z drgan cial sztywnych w cieczy lepkiej, w ktérym wspélezynnik thu-
mienia i masa zredukowana cieczy zalezy tak samo od czgstosel jak wspol-
czynnik ttumienia i masa zredukowana belki nieskoficzonej dla pewnego
przypadku drgan, [17].

Wplywu tlumienia wewngtrznego na sily reakeji uktadéw sprezystych
nie bedziemy w tej pracy analizowali. Szezegdlows  dyskusje podamy
W pracach nastepnych. Na pewne interesujgce zjawiska, ktére powinny
wystapi¢ w ukladach z tlumieniem wewngtrznym, zwrécono uwage w za-
konczeniu.

W punktach 2-6 pracy zajmiemy sie wylgeznie wyznaczeniem takich
ruchéw belek sprezystych, przy ktérych wystapia wylgeznie sity tlumie-
nia. Rozpatrzymy drgania podiuzne i skretne, p. 2, oraz drgania gietne
z uwzglednieniem bezwladnosci obrotowej, p., 3, i sit tngcych, p. 5. Wy-
prowadzimy szereg zaleinoéci na wspblezynniki ttumienia i podamy pro-
ste przyklady, p. 2, 41 6. W p. 7 1 8 znajdziemy takie rozwigzanie dla
drgai gietnych wymuszonych, w ktérym wystapig zaréwno sity reakeji
zachowawecze, jak i niezachowaweze 1 dla prostego przypadku drgai wy-
Znaczymy wspolczynnik tlhumienia i mase zredukowany belki nieskofi-
czone], _

2. Wezmy pod uwage réwnanie drgant podtuinych belki jednorednej,
prostoliniowe]j o statym przekroju. Réwnanie to mozna napisa¢ w postaci

Py Py
(2.1)‘ ) aza_mgn—ﬁtz_ =0 N

gdzie a=]/:E’7'g_ jest predkoscig fal podhuznych w belce, a u przemiesz~
czeniem.

Rozpatrzmy belke pokrywajaca sie z osig x dla e =0, Zatdimy, ze
w przekroju x—0 dziala dla t =0 podiuzna sita wymuszajaca P,
a w chwili t==0 calkowita energia mechaniczna belki jest réwna zeru,
Powstana wtedy w belce fale podiuzne poruszajace sig z predkoscig a
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w kierunku dodatniej osi x. Latwo wykaza¢, ze z ogolnej calki réwnania
(2.1) otrzymuje si¢ wtedy rozwigzanie szezegblne

(2.2) ’ uw=f(x— at}.

Obliczmy sile podluzng P wymuszajaca ruch opisany réwnaniem (2.2).
Otrzymamy wtedy

(2.3) P—— EAf'(—at),

gdzie A jest polem przekroju belki.
Podobnie predkosé przekroju poczatkowego v bedzie

(2.4) v =[] 0 = — af (-—at).

Poréwnujace réwnanie (2.3) z réwnaniem (2.4) spostrzegamy, ze P jest
w kazdej chwili proporcjonalne do # niezaleznie od postaci ruchu wymu-
szonego, pray czym wspbolezynnik proporcjonalposei 4 wynosi

(2.5) A=AV oE.

Zatem sily reakeji konca belki majg charakter sit thumigcych, odpowiadaja-
cych tarciu lepkiemu, a wspblezynnik A jest wspélezynnikiem thumienia.

Jeizeli polagczymy rozwazang belke z ukladem sprezystym o skonczo-
nych wymiarach, belka bedzie dzialala jak thumik drgan o wspolezyn-

niku tiumienia okreélonym réw-

naniem (2.5). Np. réwnanie ru-

chu oscylatora harmonicznego }

polgczonego z taky belkg (rys 1) k M Apt -
bedzie AN {“"'— il —
(2.6) Mii+ AYoEii+ku=Q(t) 7 —

gdzie M oznacza mase oscylato- 7 ’ig Y
ra, k szlywnosé sprezyny oraz Rys. 1

@ (t) site wymuszajacy drgania,
dzialajacg na mase oscylatora. Rownanie (2.6) opisuje zaréwno drgania
swobodne, jak i drgania wymuszone oscylatora z dowolng postacig sily
wymuszajgcej, gdyz do wyznaczenia wspodlezynnika thumienia 4 nie precy-
zowalismy postaci funkceji (2.2).

Analogiczny wynik mozna otrzyma¢ dla drgan skretnych belki o prze-
kroju koltowo symetrycznym. Wtedy rownanie drgafh ma postac

6219 029

(27) a 27 atz =0,
gdzie ar:}/@ oznacza predkosé fal skretnych, 9 kat skrecenia, a wspél-
czynnik tlumienia wynosi

(2.8) A=J,VeG,
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gdzie J, oznacza biegunowy moment bezwladnogej Przekroju oraz G mo-
dul $cinania. Prety ¢ przekrojach peinych majg nawet dlg niewielkich
wymiargw przekrojow duze wspolezynniki Humienia 1 ze wzgledu na duze
wartosel stalych E 4 G, a ich Dajmniejsza diugosé (dla bretéw TZeCZY Wi~
stych o wymiarach skox’lczonych) potrzebna do, tego, aby Impulsy nie wra-
caly do przekroju po-c‘zqtko-wego, jest bardzo duza, natomiagt sprezyny
Srubowe wykonane =z clenkiego druty 0 duzej Srednicy nawiniecig mogy -
daé opisane wyzej efekty thamienia juz przy Zupelnje realnych diugo-
Sciach minimalnych 1, Wprowad‘zaquc zastepezg belke do obliczenig drgan

h /0
(2 9) a ﬁS’—Bi Bz]/g—f,
(2.10) A:%l/cgﬁ*

gdzie D jest -,s’:rednicq ZWiniecig SPrezyny, h skokiom Sprezyny, C sztyw-
noscig skretng drutu, g polem przekroju dryty oraz ¢ gestoscia mate-

rialy Spreiyny.
Jak widag z TOWnan (2.9 i (2.10) zaréwno predkosé fal, jak i wspél-

czynmik thumienia tatwo zmniejszyé zwickszajge Srednice nawiniecia spre-
Zyny, - .

3, Rozpatrzmy teraz zadanie rozehodzenis sl impulséw . gietnyeh
W belkach jedn-orodnyc-h, prosto.liniowych, ktérych o Symetrii pokrywa
sie z dodiatnig osig e, Uwz;glqdni&jqc wplyw bezwladnogei obmtowej prze-

EJo* 0" Py
G T e et ea T8 g

odpo-vviadajqceg\o statej predicogei rozchodzenig sie fal, a tylko pewny

szczegolng ich postaé harzucajgcy warunki Wymuszenia ruchy, Zbad.ajmy '
dla jakiej klasy ruchéw rawnanie (3.1) dopuszeza rozwigzanie postaci (3.2),
dla tych bowiem ruchdow wystgpig Szezegolnie proste sity thumienia o ana-
logicznyeh Wiasnodciach do sit thumienia lepkiego, Pod-stawiajeyc (3.2) do

(3.3) (BT~ oJa¥)ft¥ 1. g da2ry
—

1 Patrz Uwagi w zakoficzeniy p. 9

436




Dwulkrotne catkowanie daje
(3.4) J(E — pa®) " + pAa’f =c{x —at) +-c,.

Zajmiemy sie tylko rozwigzaniem réwnania jednorodnego, gdyz calki wy-
nikajgce z niejednorodnosci réwnania (3.4) odpowiadaja translacji i obro-
towi belki jako ciala sztywnego. Zbadamy zatem réwnanie:

(3.5) JE — ga®)f" + gAatf =0,

Rozwigzanie zalezy od znaku wspélczynnika przy f7, ktéry okredla prze—.
dzial predkodci e rozchodzenia sie fal gielnych, odpowiadajgcych ruchom
pewnego typu. Rozpatrzmy trzy przypadki

1. E—pa®>0 (a2<—lg—),

(3.6) 2. E—pa= (a2 — E)
0

3. E—pa®<<0 (a2>§).

Oznaczajac przez

_ 4/ edd®
Gn- a_]/J(E—ea“)

mozemy otrzymaé ogolue rozwigzanie réwnania {3.5) dla przypadku
pierwszego w postaci

(3.8) f==c, cos|[8(x—at)] + ¢, sin [§(x —at)].

Otrzymalismy zatem znany wynik, ze dla wymuszen harmonicznych na
koncu belkl predkoéé rozchodzenia sie fal giefnych jest stata. Zakladajae,
ze czestosé katowa wymuszen jest «, otrzymujemy rownanie predkosm
rozchodzenia sie fal gigtnych w postaci

(3.9 do—=e.

Podstawiajac (3.7), podnoszge obustronnie do kwadratu i porzadkujagc we-
dilug poteg ¢ ofrzymujemy rownanie

(3.10) atpA+ Jow*a® — w?EJ =0,
Wyroznik tego roOwnania
(3.11) . A=J% w0+ 4pAET

jest zawsze dodatni, zatem mamy dwa rozwigzania na o¥:

EJ
: 2 o’ WP 2
(3.12) al,= 2 l/4 o . w?.
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Pomijajac Wpiyw bezwladnoge; obro'towej brzekrojow otrzymuj.emy SZCZo-
g6lnie Prosty postaé zaleznoge; (3.13):

- /B
(3.14) al = Ea_ we

tatwo Sprawdzi¢, ze obliczona bredkogs rozchodgeniy sie faj gletnych Jest
zZawarta w zadanym Przedziale 0, I/IE/@ = dla Wszystkich czestode]
drgan i ze

{3.15) lima, =g, lm g, == j?_‘
: @0->0 DR o

Dia granicznej wartoge; predkosci a ;—;/EE rozwigzanig réwnanig jedno-
rodnego sg toisamos’ciowo 2erem. Zatem d=0puszcza1nq klasa ruchéw o stq-
tej predkogei rozchodzenig sie zaburzen, 53 w tym Przypadku tylke ruchy
Ppostaei

(3.16) f=q ( — ]/—_f—_t) +e,.

Rozpairmny teraz brzypadek

(3.17) a2

(3 18) f—:ci Q‘J(X—af)+czeé(x—at)’
gdzie

. 0Aa?
(3.1 9) S Toei— 7

(3.20) da =g

lub po o;bu'stmnnym Podniesieniy do kwadraty j Uporzadkowaniy wzgle-~
dem poteg g2 '

(3.21) QAa“—~ng2a2+EJco2::0 .
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Wyroznik tego réwnania

{3.22) 4 =J" ! —4EJp A,

przy czym

(3.23) A0, gdy w2>4j1 %
‘A E

Przypadek 472> 0 dopuszeza dwa rozwigzania dodatnie dla a:

o 7 EJ
{3-25) a%ﬂ: ZA wzi 4Aaw QACO
Graniczne warbodei dla a?}z przy o —o0 sa nastepujgce.
{3.26) lim a2 =co, lim agxg.
o~ oo 4

Tatwo sprawdzié, ze obydwie predkoscel spelniaja warunek

E
’(3.27) aiz > ?
preyimujge dla o = (44/J) (E/e) wartosci
{3.28) afza§=2_§

Zatem przy tej samej czestodci urojone] wymuszenia wykladniczego na
koncu belki otrzymujemy dwie rézne fale wykltadnicze o réznych pred-
kosdciach ruchu a i a,.

4. Patwo teraz obliczyé wspélezynniki ttumienia dla znalezionych
prostych ruchow podstawowych W przypadku ruchéw okresowych har-
monicznie zmiennych w czasie kazdej czestoscl wymuszenia odpowiada
tylko jedna diugoéé fali. To uniemozliwia realizacje warunkéw brzego-
wych dla x=0. Mozemy obliczyé tylko wspélezynmiki tlumienia przy
jednoczesnym dzialaniu sily i momentu na kofcu belki cobliczajge dla ta-
kiego przypadku dwa wspblczynniki thumienia 4 dla sity i Ay dla mo-
mentr, Zalezno$cl trygonemetrycezne (3.8) daja od razu proporcjonal-
nosé pomiedzy sity T i predkodcia posigpows ¢ przekroju oraz pomiedzy
momentem M i predkodcig katowa 7" przekroju dla x=0. Prosty ra-
chunek prowadzi do réwnan dla Ar i Am w postaci

(.1) =L,

(4.2) am— s
(1]
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(4‘5'1) A' .T:O, y:(]’ . y‘l#{)) ;ITA:O) ;LMA:'_-E)J_(a[_FaE)

. ' J '
(4.5-2) B .‘L'::O, y%o, y :0, ATBE%6162(61+62), I’{.M‘B: »

P == i_EJ - 6162
(453) ¢ r—g T=0, Mo, Amc = w B
(4¢54) p = T#0, M- A=t 88
X ’ ) 70 PR 5

stosowalnoga wWzoréw (4.5.1)—(4.5.4) jest Ograniczong Warunkiem (3.23),
tzn. ze '

(4.6) wim g A e
. J o
gdzie 4, j Jy otrzymujemy z réwnan (3.19) i (3.25) wedtug wzory
J J O ET _)
. —_ 2+ v 4_ﬁ_j 2
@n 4.7 -QA(M RS 7 S ¥,
E b W
: Ifefsfors o )]

Charakt-erystyczna cechg znalezionych wspolezy nnikéw Jest ich zaleznoge
. ad Czestosei, ' ‘

byt Wiekszy g krytycznego, Zrealizowaa drganiy swobodne uklady
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o okreslonych warunkach brzegowych i oczywiscie przy zerowych waruh-
kach poczatkowych, tzn. ze calkowita energia mechaniczna belki w chwili
t =0 jest réwna zeru. Dla przykiadu wezmy uklad przedstawiony na
rys. 2, dlaktorego [§'|s—0—0, a mase

M uwazamy za clalo sztywne. Wte- lf%

dy drgania swobodne tego ukiadu £JAp y
moga by¢ opisane szczegolng cal- - . T
ka réwnania drgan swobodnych 7

z ftumieniem lepkim;: ?

(4.8) Mu-+Ami-tkx=0, 7

gdy y

(4.9) Arg = (Ar8),, Rys, 2

i gdy warunki poczatkowe ruchu dla masy oscylatora sg tak dobrane, ze
w calce ogdlne] '

+ ¢y exp [;—M (— Arg— V72, — 4MK) f;j ;

¢, =10 oraz zgodnie z warunkiem (3.23)

(4.11) (Are +;/E§,B—4M“E)2>16% E—Mﬂ.

Spelnienie warunkéw (4.9} i (4.12) tatwo uzyskat¢ dobierajge odpowied-
nio mase M.

5. Zajmiemy sig¢ feraz wyznaczeniem klasy najprostszych ruchéw
przy drganiach gigtnych belki pokrywa]acq sie z osig x dla x==0 uwzgled-
niajac zardéwno Wplyw sity-thgcej jak i bezwladnodci obrotowej przekro-
jow, Zbadamy zatem rozwigZzania S, P. Timoszenki

0 E 64 QZJ 0‘

w postaci
(5.2) y=flx—at).

Po podstawieniu (5.2) do (5.1) otrzymujemy nastepujgce réwnanie dla
funkeji f

(5.3) f“’[EJ~ QJ(

kG) a’ +¢® kG J+QA623‘”=0

a po dwukrotnym catkowaniu

) ‘ ; S
(5.4) f ‘[EJ—* et (1 |- kTEG“) a4 ot G a“] +pAa?f = ¢ {r—at)+cy.
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Podk)ﬂon'ie jak w punkcie 3 rozpalrzymy réwnanie jednorodne

eda”

—_ ....:E_ 2 2__J_ 4
EJ QJ(I-I— )a-l—e G o

(5.5) 7 F=0.
k'G

Poniewai postat rozwigzania réwnania (5.5) zalezy od znaku wspblezyn-

nika przy f, zbadamy znak wielomianu wzgledem ¢ w mianowniku tego

wspoiczynnika:

gy BNy s T
{5.6.1) M=EJ gJ(H-k,G)a +0 T
wyrdznik tego {rojmianu _
E \?
—_ 73 .2
(5.6.2) A==JT%p (1 —k’G)

jest nieujemny, zatem zawsze istniejg rzeczywiste rozwiazania dla o? ogra-
niczajgce przedzial, w ktérym M <{0. Wprowadimy bezwymiarowy para-
metr f:

(5.7) g= kFG .
Wtedy
(5.8) A=T"g*1— B},

a punkty graniczne przedziatu o2, w ktérym M <C0, sa nastepujace:
, 11 p1—p E

{5.9) af,= 25 o
Poniewaz k' <{1 oraz G <E, zatem §>>1 i otrzymujemy
1 E_ kKG E
(5.10) == "= , @2 = —
. B e e e
Ostatecznie wiec
(5.11) M>=0, gdy age(O,kQG)lub a“’e(g,oo).
Znajdizmy rozwigzanie réwnania (5.5) dla M > 0. Otrzymamy
(6.12) f=c.sin [d(oc —at)] + ¢, cos [8{x—at}],
gdzie
(5.13) d=ay /- 04
& Jpat— el (1B -+ ES




Zakladajac wymuszenie z czestoscia katowa drgan o otrzymujemy po-
- dobnie jak w p. 3 rownanie predkosel w postaci '

{(5.14) da—uw

lub pe uporzadkowaniu
2
+ (5.15) at (%JB-~ eA) —[eJ (14 fw®|a®+ EJw? =0,

Wyroznik tego réwnania
{5.16) A= p*J* (1 — Y w*+ 40 AEJ 0®

jest zawsze nieujemny. Zatem istniejg dwa rozwigzania dla e i jak latwo
sprawdzié zawsze nieujemne:

J(1+po? £V P1—f) o' + 40 AETw’
g
2 (% Jw? — QA)
Zbadajmy wlasnosci iych pierwiastkéw w zaleinogel od w.
Obliczajac granice af i a przy w-» oo ofrzymsamy

oJ
(5.17) af g==

KG

(5.18) |  ime=%,  lma=
—yoo 4] W ~poo

Zbadajmy teraz af przy malejacym . Mianownik we wzorze (5. 17}
maleje do zera przy o®— (E/p) (4/Jf). Zatem

(6.19) lim a} == oo,
E A E A

d w?—— == . oraz Wt ==

5y . e e Jp
Rzeczywiste rozwigzania dla ¢, otrzymujemy tylko dla czestodci katowych
spelniajgcych warunek _

E A

~ Odmiennie przedstaWia‘ja sie wlasnosci af. Latwo wykazaé, e pier-
wiastkami licznika w rownaniu (5.17) sa :

{6.21) wi=0 i w? == —
oraz ze granica ¢f w punkcie o®=(E/g)(A/Jf) ma wartos¢ skonczona.
Jednoczesnie al>0 w calym przedziale czestoSci katowych os (0,00}

oraz lim a¢;=0, gdy w—0.

Rogprawy Ingynierskie — 7



Ostatecznie wyniki dyskusji mozna przedstawi¢ w sposob nastepujacy:

(5.22.1) gdy wle (E —A—, oo) , ale (E, oo) :
e JB e
(5.22.2) gdy w?e (0, c0), ale (0 , ﬁ) .

Dwie fale o réznych dlugosciach otrzymujemy zatem tylko dla

E A
5.23 o B

Dla tego przypadku mozna ogdlne rozwigzanie rdéwnania (5.5) naplsac
w postaci : L

(5.24) f=0Cy;sin(d,x— ot)+Cysin(dx — ot) +
-+ Cy, cos {6, — ot)+ Cyy cos (d,x — ot} .
Umozliwia to realizacje warunkéw brzegowych dla x==0, jezeli zalo-
zymy harmoniczne wymuszenia drgan na koficu belki. Weimy teraz przy-

padek M <0, {zn. gdy predkosé rozchodzenia sie zaburzen zna]dUJe sig
w przedziale

(5.25) | (k G E)
e 0
Wtedy rozwigzanie réwnania (5.5) jest funkcjg
{5.26) ' fe= g e—dtv—all o edlx—an,
gdzie
(5.27) S—a- . e4 _
-——%—Jﬁa‘*—i— eJ (14 p)a*—EJ

Zzkladajge urojong katowa czestodt drgan o ofrzymujemy réwnanie
czestodcl w postaci

(5.28) ) do==wo
Iub po uporzgdkowaniu wzgledem poteg predkosei

2
(5.29) (QA + ‘1-’: Jﬁwﬂ) at— pJ (1 +Plo*e* + EJo® =0,

Wyrbznik tego réwnania

(5.30) A= p*J*(1 — B! — 4p AEJw?®
jest dodatni, gdy '
4A B
(5.31) - ot A E
Ji1—p) o
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Wtedy istnieja dwa pierwiastki dodatnie dla ¢® w postaci

J(1 B ptJH 1 — fF ' — 4p AE T w?

(6.32) gt OTLEDOT LV 0 —(92 p 2‘.” eABTw
2 (gA-l— . 3po )

Gdy @? — 0o, otrzymujemy

. 1+p+11—§|
.33 1 2 = ,
{5.33) mjrflmal,z 0 28
skad
{(5.34) lim a'i=£ Iim a= kG
i -rea 4] o o :

Gdy o®—[4A'J(1—p¥](E/e), otrzymujemy graniczng wspélna;‘ wartosé
pierwiastkéw zgodnie z réwnaniem

2 E

: lim @} = & —

(5 35) | m oy =177
4A E 4A
gdy v i ore; P
gdy T pF e P II-8R e
Fatwo wykazaé, ze wartoéé ta znajduje siq wewnatrz przedzialu
(5.36) o (k G ,E’.)-
e 4

Zatem gdy
631 ot A4 B

s
JA—pP ¢
rozwigzanie réwnania (5.5) mozna napisa¢ w postaci
(5'38) :f= 011 e_[d:x__wj) + C;ge_ {3 4 — @) + 621 e((’, X —wl) + 022 e(ﬂgx“&)ﬂ ,
zamiast dla o =[44/J(1—p§)*|(E/p) ‘memy rozwigzanie
(5.39) f=c e ol | ¢ eldx—ol),
Dzieki istnienin czterech stalych w rozwiazaniu (5.38) mozemy (przy da-
nym wymuszeniu wykladniczym z czestoscig katewa o na koncu belki)
realizowaé warunki brzegcwe,
6. Zbadajmy przypadek drgan wymuszonych masy m polaczonej z bel-

ka nieskonczong i elementami sprezystymi jak to przedstawiono na rys. 3.
 Zaldimy, ze

. E A ;
{6.1) T -
‘-( _ - o e Jf _ -
oraz ze calkowita energia mechaniczna belki w chwili poczatkowej jest
réwna zeru: ) _ . :
(6.2) Y == ¢y, sin (8, — wt) ¢y sin (62x — of).
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Mozna zatem spelnié warunek brzegowy .

(6.3) - [Wlmo =0/
skad
(64) i+ Cp=10

i rozwigzanie dla ¥ jeét funkcja
(6.5) y = ¢, [sin (8, 2 — ot) —sin{d,x — wt)].

Obliczajac moment gﬁqcy (reakcje) konica belki z réwnania

' ' e Py Py
(6.6) M= EJ( G o +k Ot
7 , .
orzz predkogt kylewa Y masy m
i poréwnujgc obydwa réwnania
E3Ap o oirzymujemy
p— . py .
1 (6.7 M=—Aiy,
' dzi
7 b gdzie .
' J
"~ _—— ! ) .
Rys. 3 (6.8) A=-_-k (8 .+ J)

Wielkosci 8, i 6, obliczamy z réwnan (5.27) 1 (5.32). Zatem réwnanie drgah
wymuszonych masy m przedstawionej na rys. 3, bedzie mialo postac

(6.9) 7.6+ ffui (6, 6,)9 - kO = M, sin ot

Przy tym w rozwigzaniu réwnania jednorodnego nalezy przyjat stale do-
wolne réwne zeru. '
W réwnaniu tym J, oznacza bezwladnos¢ masy m wzgledem punktu 0,
k' wypadkowy wspélezynnik sprezystodel elementéw sprezystych oraz @
chwilowy kat obrotu, :
?. Rozpatrzmy leraz wymuszone drgania gigtne belki sprezystej nie-
skoficzenie dlugiej bez uwzglednienia wplywu bewladnogel obrotowej
przekrojéw i sily tngeej. Zalozymy, Ze belka pokrywa sie z osig x dla
x>0 1 ze drgania sg harmoniczne. Otrzymane rozwigzania beda dostatecz-
nie dokladne tylke dla dostatecznie malych czestosci drgah. Rownanie
drgan belki bedzie zatem - :
oty
“oxt

2
+QA9—y—=-"O.

(7.1) o 5
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Szukaé bedziemy rozwigzania ogélnego dla y w postaci zes'polén-é
(7.2) , Yyl t) =yo(w)e™,

odpowiadajgeej’ ruchowi kinetycznie ustalonemu,

Aby otrzymaé tylko rozwigzania wymuszone, pos}uzymy sie metoda
N. E. Koczina, [8], wprowadzajac fikcyjne tlumienie w belce. Zalo-
zymy najprostsza postaé ttumienia proporcjonalnego do predkosci drgan
przekrojow. Wspblezynnik tlumienia fikcyjnego oznaczymy przez u. Aby
ofrzymaé rozwigzanie dla drgan wymuszohych belki sprezystej bez tiu-
mienia wewnetrznego, rozwigzemy wpierw zadanie dla belki z ttumieniem
fikcyjnym i obliczymy wartoéé graniczng otrzymanego rozwigzania przy
pu—0, '

Réwnanie drgan uwzgledniajgce nasze fikcyjne tlumienie w belce be-
dzie nastepujgce:

(7.3) S Ve O Ry s B

Podstawiajac (7.2) otrzymamy réwnanie dla y, w postaci
{(1.4) - EJylY + (upiw — g Aoy, =0.
Szukaé bedziemy rozwigzania wykladniczego

{7.5) Yy, =ce'*;

otrzymamy nast_epuja‘ce réwnanie charakterystycme:

a0A o Tpo
(7.6) 7 1 o ET i.
Do wyznaczenia pierwiastkéw réwnania charakterystycznego postuzymy

sie latwymi do wyprowadzenia réwnaniami

B - \,.,,..—.Ak—_

+ LE/% & +]/d2+d2) i l/;(—"c + ]/c‘“'-i—d”)_

17 (c-FdiN? — @=0, -
+ ]/1 e+ I/EM-T-?)_—tl/%(—c—i—]/m |

@< I

gdzie ¢ i d s liczbami rzeczywistymi,
Rozwiazujac réwnania (7.6) wzgledem 7* otrzymujemy

_(7.8)_' (r2)1,2=¢h/ A[ “r}/ A, )}_, |
Ras T




Wprowadzajge oznaczenia

I il

(7.9.2) p= ]/—} l—%‘w“ﬂ/mjﬁj'

tatwo wykazad, ze

oA
7.10 lim o — es lim §=0.
( ) ;a—yoa @ EJ ,uL)(Jﬁ

Mamy zatem przy oznaczeniach (7.9
(7.1 1) ) ' (7'2)1'2= i (a - ?'ﬁ) ?

skad po powtdrnym zastosowaniu wzoréw (7.7) otrzymujemy rozwigzanie
dla r w postaci :

a2y o=t} Lot var i/ Tt varel |

0122 =YL a v @ R+ e vt |
Oznaczajac przez

(7.13.1) y= ]/% (—a+Va1p),

(7.13:2) o= %(a + Vel + ),
otrzymujemy ostatecznie '
(1.14)  r=¢8—iy, Ty ==——Jd - iy, Fge=p--id, Ty =y —if,

Fatwo wykazaé, ze

. .
. . eA
7.15 1 =0, lim = d,= — .
( ) ,t.&lz)n()y . -y N EJ @
ijorzystujac rozwigzania (7.14) réwnania charakterystycznego napisze-
- my ‘ogblne rozwigzanie réwnania (7.4) w postaci '

(7.16) Yolx) ==c,eld—i* | c et d+x | c el?+idx 4 celr—ids

Poniewaz rozwazamy drgania wymuszone belki pokrywa_jacej sie z pol
prosty dla x = 0 z wymuszeniem drgan w punkcie w=10 ruch belki dla
Z— o0 musi catkowicie zanikngé. Zatem '
(7.17) _ . limy,=0,

X—roa
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skad od razu

- (7.18) : e, =cy=0. _

Ostatecznie rozwigzaniem réwnania (7.4), uwzgledniajgcym warunki brze-
gowe dla x — 00, jest funkeja

(7.19) y, () =c, el tx | ¢ eb-y—iflx

Latwo obliczyé¢ teraz rozwigzanie graniczne dla p— 0.Poslugujac sig
rownaniemi (7.15) otrzymujemy

(7.20) Hm o, () == ¢y e~ % 4 ¢,e %% =y, () .
-0

Rozwiazanie rzeczywiste y(x, t) réwnania (7.1) otrzymamy z réwnan
(7.21) ylx, t) = Eele yy(x)]

dla wymuszenia proporcjonalnego do cos ! oraz

(7.22) ylx, ) = Jm e Go@)]

. dla wymuszenia proporcjonalnego do sin ot.

8. Rozpatrzmy teraz przyklad rozwigzania réwnania (7.1) dla drgan
wymuszonych kinematycznie z warunkami brzegowymi jak na rys. 2. Wy-
kazemy, ze dla takiej belki istnieje przesuniecie fazowe pemigdzy drgania-
mi wymuszonymi konca belki i sila reakeji belki dla x =0, co warunkuje
istnienie niezachowaweczych sit tlumienia. Rozwigzemy zadania ogolnie
przy u=~0, co umozliwia zbadanie wplywu tlumienia wewnefrznego na
tlumienie falemi napreien, jednakze szczegblowg dyskusje tego zagad-
nienia przedstawimy w nastgpnej pracy.

7 warunku brzegowego dla x =20

8.1) yy=0

6-trzyrﬁujexﬁy

(8.2) Cg=——1ie,,

zatem

{8.3) Yolx) == ¢, |— el o+ % | p—lpridlx ],

Przyjmujgc wymuszenie kinematyczne drgan na koficu belki w postaci
(8.4) y, == Be'!,

gdzie B jest liczbg rzeczywisty, otrzymujemy
®5 e (1),
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Stad wedlug (8.3)A

©5) o () == 71; (14 9) | — det~34 b 4 g—ty+inz).
Zﬁajduja‘c rozwigzanie graniczne dla /u‘—>~ 0 otrzymujemy

(8.7) go(x):%(l + i) [—ie— ¥ | g=itex]

Obliczmy sile tngeg (reakeje) na koricu belki, tzn. dla x==0 1 wymu-
szenia proporcjonalnego do sin ot. '
Postugujac sie réwnaniami (7.22) i (8.7) ottzymujemy

(8.8) ' T=[—EJy"],_y=Jm [B8} (i—1) ™| EJ

lub po wykonaniu dzialan
(8.9) T = BEJ§; (sin wt — cos wt)}.

Latwo dokonat nastepujgcego przeksztalcenia:
' EJ o.]  [EJ 4.

. T=|~~& — | & ,
(8.10) [(u & yL:o [mz 60'9])‘30
skgd wspdlezynnik ttumienia
(8.11) A= EN* AP Ve
2 zredukowana masa preta .

(8.12) _ %= (Ej)ff‘i(gA)S,’él% )
Vo

Zatem réwnanie drgan wymuszonych -masy polaczonej z.belka, sprezysty
nieskonczenie diugg wedtug schematu na rys. 2 mozna napisa¢ w postaci

(8.13) [M + (EJYH (g A1 ]/1} @ + (B (eAP* Y @i + ku =P, sin ot
o \

Bardzo interesujgca rzeczg jest zalezno&é masy zredukowanej i wspdl-
czynnika tlumienia od czestodci. Ot6z zaleza one od czestosei wedlug tego
samego prawa co masa zredukowana i wspbdlezynnik ttumienia dla pew-
nego przypadku drgan ciala sztywnego w cieczy lepkief, [17].

9. Wykazalimy zatem, ze w belkach sprezystych nieskoficzonych,
w ktérych nie ma tlumienia wewnetrznego, wystapia ciekawe efekty thu-
“mienia falami napresen, Podczas drgan takich belek pojawiaja sie sity
niezachowawecze, sity tlumienia i sity zachowawcze bezwladnogel (8.10),
przy czym sily tlumienia maja charakter sit tlumienia tarciem lepkim.
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Zaréwno wspalezynniki- ttumienia (4.1), (4.5), (6.8) 1 (8.11), jak-i r_'na'sé;f s -

dukowana sa funkcjami czestosci katowe] drgann podobnie jak w prZY;.'_
padku drgan cial sztywnych i sprezystych w cieczy idealnej, [7], [8] i [17].

Jednakze tego rodzaju zjawiska moga wystapié réwniez w belkach o wy-
miarach skonczonych, w ktérych tlumienie wewngtrzne niemal catkowi~
cie gasi fale napreZenn wymuszone drganiami i uniemozliwia ich powrét
(po odbiciu) do miejsca wymuszenia. Jezeli to tlumienie jest dostatecznie
male, to mozna sig spodziewaé, ze od pewnych minimalaych wymiaréw
rozwazanego ukladu poczgwszy, moina oblicza¢ drgania mas polgczonych
z rozmaitymi ukladami sprezystymi (jak np. drgania mas wiszagcych na
linie i polaczeonej z wysiggnikiem diwigowym, drgania silnika okretowego
polaczonego z kadiubem statku, drgania maszyn na fundamentach itp.)
nie wnikajaec w mechanizm tlumienia wewnetrznego a posiugugac sig tylko :
wspblezynnikemi tlumienia i mas zredukowanych, zaleznymi wylacznie
od stalych charakteryzujaeych wlasnoéci sprezyste materiatu i wielkoseci
gecmetryczne ukladu.

Szereg rozwigzan z zakresu drgan belek, plyt i kadiuba statku oraz
polplaszezyzny i pdlprzestrzeni sprezystej z uwzglednieniem niejednorod-
noéei i anizotropii materialu, w ktérych dla réznych praw tilumienia we-
wnetrznego obliczaé sie bedzie wymiary minimalne ukladu i szacowadl
zaleznogé wspolezynnikéw {tumienia i mas zredukowanych od praw i wiel-
kogei thumienia wewnegtrznego podamy w nastepnych pracach.
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Pezome

AEMIIIHPOBAHUE C IIOMOINBIO BOJI HAIIPAXKEHWMI
B YIIPYTHUX BAJKAX

B pabore ykasslBaeTes Ha HEKOTOPYH aHAJNOTMIO SABJEHMIT Komebamuii
B yOPYTHX CPefax B XHUIKOCTAX. Jja 1enoro pAna BLIHYXKASHHBIX KOJe-
Danuil GecroHeWHBIX yupyrux 0ajoK ONPeieNdIoTCA CHMIBI PeaKIMM 9THUX
Banoxk. llokazaHo, 4TO ANA PAJA CIydacB FApPMOHMYECKMX MM IOKABATENb-
HBIX KOJIe0aHuil BO BPEMCHH, STH CIIBI MMEIOT XapaKkTep CHJ Bs3KOTO Tpe-
HUA ¢ KOS(hPHIMEHTOM AeMI(MUPOBAHNA, 3aBUCALMM OT YaCTOTEI M € II0-
CTOAHHBIMIL, XBPAKTEPMBYIOIMMHY YIPYIHME CBOMCTBA M TeOMET)UIo OaNoK.
Ompepenseres Takke AJIA HEKOTOPOIO HPOCTOIC CAyHas BETHY K EHHBIX
ronefanmil penyuMpoBaHHy0 Maccy GeCKOHEUHOH BANKM B 3aBYCHMOCTH OT
BREIICYNOMANYTBRIX MOCTOAHHBIX, [losmyyennsie pezyabTaThl WNIOCTPUPY-
I0TCA NPOCTLIMM DpMMepamMy Kosebaumii 1rapMoHHIecKOTo OCIMILAATOPA, CO-
enrHeHHOTO ¢ DecKoHedHOI ynpyroit Gamxkoil.

Summary
STRESS DAMPING IN ELASTIC BEAMS BY MEANS OF WAVES

" An analogy is indicated between vibrations in elastic bodies and in
liquids. In a number of cases of forced vibration of infinite elastic beams,
reaction forces of these beams are found, It is pointed out that for a series
of cases of harmonic or exponential vibrations, these forces have the form
of viscous friction forces with the coefficient of damping depending on
the frequency and the constants characterizing the elastic properties and
the gecmetry of the beam. For a certain simple case of forced vibration,
the reduced mass of an infinite beam is determined in function of the
above constants. The results obtained are illustrated by simple examples
of vabratlon of a harmonic oscillator connected with an infinite elastic
beam,.
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