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1. Uwagi wstepne

W pracy [l] podalismy zarys teorii pelzania ustrojéw hiperstatycz-
nych wstepnie sprezonych w oparciu o ogblng teorie pelzania Volterry-
Boltzmanna, uwzgledniajacg wplyw dojrzalosci (wieku) betonu, Teo-~
ria ta prowadzi do ukladéw réwnan catkowych Volterry typu(2.21%7,
ktérych rozwigzanie moze byé przeprowadzone ogblnie metods  iteracji,
o jednak wymaga na ogdl znacznego makladu pracy rachunkowej. Na-
ktad ten jest zalezny od postaci obranej. funkcji pelzania, ktéra przyj-
muje sie przede wszystkim pod katem widzenia uproszezen obliczenio-
wych, nawet za cene nieco gorszej aproksymacji doéwiadczalnych krzy-
wych pelzama Zoyt wielka dokladnosc nie bytaby tu uzasadniona, po-
‘newaZ sama teoria posiada charakter przybhmny, np. zaklada hmowosc
pelzania, pomija wplyw relaksacp armatury, Wplyw naprezen - fcinaja-
cych itd. : .

W pracy [1] naszkwowa]lsmy Ogolme tok rozvvlazama w przypadku,
gdy funkcja ‘pelzania ma postaé sumy iloczynéw funkeji parametrow od-
powiednio t (czasu obcigzenia) i v (wieku betenu), ¢o jest zalozeniem ‘bar-
dzo ogélnym. Zagadnienie sprowadza sie wowcezas do rozwigzania ukla-
du'réwnan rézniczkowych-odpowiedniego rzedu o zmiennych w ogo6lnosei
Wspolczynmkach co. nastrecza rowniez duze trudnosei rachunkowe.

W mme]sze] pracy przedsta\mmy rozwigzanie w przypadku, gdy funk-
¢ja pelzania jest funkejg réznicy dwdéeh argumentow tiz t] e

(1.1) C(t,7)=C(t—1},

co jest rownoznacane z zaloieniem, ze przebieg pelzania nie zalezy od-
wieku betonu w chwili obcigZenia. Natomiast teoria nie wymaga. zaloze-
nia g priori postaci samej funkcji C. Jezeli obcigzenie ma charakter okre-
sowo staly (a tak bywa majczesciej), mozna dla kolejnych okreséw wpro-
wadzit odmienne funkcje pelzania {(np. réznigce sie stalym parametrem)
i w ten sposoh zmniejszy¢ bledy wynikajgce z meuwzglqdmema do]rza—
10501 betonu

t W dalszym ciggu ozﬁaczamy gwiazdks wzory odnosiace sié do pra,{;y;,' {1]._”-_:”.
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Korzysci plynace z pPOWYZszego zalozenia polegaja na mozliwosci za-
stosowania metody operatorowe] opartej na transformacji Laplacea
do rozwigzania ukladu réwnan calkowych pelzania (na co zwrocito juz
uwage kilku autoréw). Prowadzi to do daleko posunigte] carytmetyzacji»
obliczen i pozwala na bezposrednie wykorzystanie teorii w praktyce inzy-
nierskiej w stopniu niemniejszym niz stosowana obecnie powszechnie jed-
noparametrowa ieoria Disc hingera® .

7Zastosowanie transformacji T.aplac ¢ a {jednostronnej)

LR =1 — [ e F@as
(1]

do rozwigzania réwnan calkowych opiera sie, jakr wiadomo, na naste-
pujacym twierdzeniu o skladaniu transformacji.
Weszmy pod uwage splot funkeji Fy i Fa
) 4
Fi(t) = Fy(t) = f P, (z) Fz(t——t)drr——jFi(twr)Fz(t)dr
0

¢

i zaléimy absolutna zbieinosé calek Laplace a da tych funkcji. Wow-
czas transformacja splotu funkcji jest réwna iloczynowi transformacji
funkcji sktadowych, tzn. :

LIF, (&) Fy(0)] = LIF: (O] L [F2(0)].

Wykorzystanie tego twierdzenia pozwala ha wprowadzenie _bard-zo proei-
rzystej symboliki rachunku.

2, Ustroje izostalyczne

Rozwazmy najplerw ustré] izostatyczny (tzn. tylko wewnetrznie sta-
tycznie niewyznaczalny) i zwroémy uwage na uklad réwnan calkowych
(2.13%), ktérego jadra maja postaé '

' d8{t,7)

en

gdzie 6(t,7) oznacza odkszialcenia wlagciwe (przy naprezeniu jednost~
kowym) z uwzglednieniem pelzania,

é (t, T) = _E%I) +C(t, 1,‘).

 Tepria ta prowadzi do ukladéw réwnafi rofniczkowych liniowych o statych
wspélezynnikach, ktére zreszty réwnlez mogy byé rozwigzywane z korzyéeia metoda
operatorows. .
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Zatozmy E (1) = const oraz C({t, 'c) w postaci (1.1). WéWcza-s

2.1) Ko p0CE—"_ _ poCt—x)

o EGp—y —EKE—1

Na tej podstawie uklad (2.13%) w przypadku ustroju izostatycznego zapisu-
jemy w postaci
Ho(t) = FotAgm g K+ Ao 0 5 K,

(2.2) :
w (t) = Fh’+ﬂmay o 'J'K_!’z-wm (I K,

gdzie (por. [1], str. 43D)

f‘ﬂ(t) — O (N§ -+ NS5 — O (M- M. --M3),
Fo(t) = On(My-} Me-+M5) — O(NG 4+ N.--S5)

{(wprowadzono tutaj, jak réwniez w dalszym ciagu, uproszczong symbo-
like w poréwnaniu z [1], mianowicie: @uw==0n, Guu==0u, Opu=FC.ny—=0),
Do obu stron réwnan (2.2) stosujemy iransformacje Laplace’ a ko-
rzystajgc z twierdzenia o transformacii splotu funkeji. Funkeje przetrans-
formowane (transformaty funkeji) bedziemy oznaczali w dalszym ciggu
matymi literami, a wiec ogélnie L[F(t)] =7F (p), LIK(t)}=k (p).
Przy zastosowaniu fych oznaczen uklad przetransformowany ma
postat
' L[nol = frtAmmk L[] +Anu k L ]w],

(2.3)
' Llo]= fot donk L]n] +-Aeok Llo].

Powyzszy uklad réwnan algebraicznych lindbowych rozwiazujemy ze
wzgledu na niewiadome 2[n,] i £[w]. Otrzymamy

[ ] _fq(l“—ﬁmm k)+j:w /‘{-'qo)
o oy o — oo Bo) K2 (o A} R L
foll-—Agg k) +TFy Aoy k

Nw] =
= [w] (A Ao == Ao A % -+ (Ao -+ L) K- v

(2.4)

Wstawiajac te wyrazenia w prawsg strone réwnan (2.3) 1 wprowadzajac
oznaczenia (charakteryzujgce cechy geometryczne przekroju)

| ot — A"T’T /1(.)(0 —— 247&} Z-m');a,
B= dpytAoo,

sprowadiamy, po nietrudnych przeksztalceniach, otrzymane rozwiazanie
do postaci *

(2.5)

Llngl = fy+Farantforye,
ﬂ [0)] — fm 'I':f‘;; Tmﬂj“fw Taw,

(2.6)

185




2qqk‘*ak2

Ty (p) = okt Bkl
Auwk
Tye(p) = akz_?w ,
Aok
Tag(p) = %
Aﬁjm k — k“

roolP) = e —pk

Funkcje r(p) sa wynikiem przeksztalcenia Laplace’ a rezolwent
skiadowych ukladu réwnan catkowych (2.13%), wystepujacych w rozwig-
zaniu (2.14*), Stosujge do rdéwnan (2.6) transformacje odwrotng i ozna-
czajac ogélnie L2~ 1r (p)] = R(t) otrzymamy bowiem

4 ¢
(0 = Fy(&)+ [ Fat) Renlt — 2 d7+ [ Fola) Ryolt— ) d 7,
@ ¢ .

28 | . .
\ w@%ﬁﬁbﬁ%FfFﬂﬂf@ﬂtéﬂﬁdr+wa&H&mﬁ——ﬂdr.
0 { .

Wyrazenia (2.8) stanowig rozwigzanie ukiladu (2.13%) lub (2.2), zas§ odpo-
wiednie wyrazenia R(t—7)sg jego rezolwentami sktadowymi. Rozwigza-
. nie zagadnienia sprowadza sie zatem do przeksztalcenia odwrotnego funk-
cji 7(p) danych wyrazeniami (2.7), tzn. znalezienia 1ch :funkc31 pierwot-
nych, bedacych rezolwentami ukladu.

Korzystajse z addytywnosci transformacji I.aplace’'a, dokonujemy
powyzszego przeksztalcenia rozkladajgc wyrazenia (2.7) na ulamki cze-
sciowe, Znajdujgc pierwiastki rownania kwadratowego

k?—pk+1==0,
przedstawiamy funkeje 7 (p) w postaci sum utamkéw typu?®

Ak(p}

(2.9) kip)—B’

¥ Wyrdznik powyzszego réwnania ma postaé [por. (25) oraz {1], s, 4351
nPui(l—o) t+4da,d
T+ 1) (1+nyvi)—ﬂ2yzwc]2

D = (g — A4 Zyohay

I jest dodaini (gdyz », jest dodatnie), zatem réwnanie ma tylko plerwiastki rze-
czywiste i jednokrotne.
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gdzie A 1 B sg pewnyini -statymi. Przeksztalcenie _(_io,qbs-ziamu pierwotné; )
go ¢ powyzszych wyrazen zalezy od postaci funkeji k (p). Jezeli np. funk-
cja pelzania ma postat . -

Clt— 1) =Co(l —e r¥=9),

a zatem [por. (2.1)]
K(t—r):-—ECoe_?‘“_",

[

wowczas

. 1
k(p) = LIK}|=—ECoy-——.

Wstawiajge k (p) do Wynaieﬁ (2.9) dojdziemy w tym przypadku do éum

ulamkdw formy S
‘ p+Ds; '

(gdzie D sg pewnymi stalymi), ktorych funkcje ‘pi-erwotn:e majg postac

D, e Dt

Wywod powyzszy mozna rozszerzyé bez trudnosci na p-fzypa&iek, gdy
K(t—7) jest suma kilku funkeji wyktadniczych, Pray rozwiazywaniu
praktycznych ragadnien korzystamy z wszelkich twierdzen rachunku ope-
‘ratorowego, przy czym w tablicach transformacji sg téwniez z reguly
podane warunki zbieznosci calek. N v
W przypadku armatury skoncentrowanej, tzn. przy ve=»;, (por. [1],
5. 443), jak latwo stwierdzié, a==0 1 funkecje r(p) dane ‘wzorami (2.7)
stajg si¢ réwne sobie z dokladnoécig do stalego wspélezynnika. Ozna-
czajac
. o k
(2.10) L T(‘p)#l——Ek_:

sprowadzamy réwnania (2.6) do postaci .
‘. Lno] = fotH(Ang FatAne fud7,
fe [(B] = ]t"’+(’10”7 j:’n‘;! '1"/1&:@ f(-)) T.

(2.11)

4 Jak wiadomo, transformacja odwroina funkeji f(p) ma W'ogc"ﬁrios’ci‘ pbstaé

G+ fee
1
g —_— el
F(5) T f et? f(p)dn,
T . g—ie= : ! - .
gdzie p=v+ri, a catkowanie dokonuije sie po prostej rownoleglej do osi urojonej.

W praktyce oczywiscie stosowapie tego ogblnegoe wzoru nie jest konieczne i kKo-
rzysta sig z gotowych tablic calek Lapldce a
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Wystarczy tu ;a‘cem, jak wykazalismy to juz w pracy [1], p. 3.1, wyzna-.
czenie jednej rezolwenty za pomocs transformacji odwrotnej funkeji (2.103.

W ustrojach hiperstatycznych wprowadza sie niekiedy jeszcze dalsze
- przyblizenie zakladajac jednorodnosé ustroju, tzn. nu=0 (jest to uzasad-
nione zwlaszcza w tych przypadkach, gdy decydujgca role grajg odksztat-
cenia narzucone (dystorsje), takie jak osiadanie podpér, skurcz betonu, od-
ksztalcenia termiczne itp.). Jedli nu—0, wowezas @n-> 1, ®u—1, za po~
zostate @ oraz wszystkie 1 —0 (por. [1], s. 435), a zatem funkcje r(p) — 0.
Uwaga ta moze postuzyé dla oceny bledu wynikajgcego z zalozenia jed-
norodnosci ustroju. Ponadto, poniewas a jest z reguly male w poréwna-
niu z § [por. (2.5)], zatem wzory (2.10) i (2.11) mozna traktowaé jako roz-—
wigzanie przyblizone. :

Wyznaczenie naprezen w dowolnym punkcie przekroju wymaga roz-
wigzania réwnania catkowego (2.6%), ktére moze byé zapisane w skréco-
nej formie

o(t) = Ep(nyt+zw—e)+o =K.

Stosujge do obu stron transformacje Laplace a mogemy przedsta-

wi¢ rozwigzanie w formie .
‘ 1

(2.12) Llol=Es(Llm]+2 L]w]— LDy .
Wyrazenia w nawiasie o-trzymamy ze wzorow (2.6) lub (2.11). Przy funk-
cjach pelzania o postaci wykladniczej bezposrednie obliczenie o (%), tzn.
transformacja (2.12) do obszaru pierwotnego, nie nasirecza zadnych za-
sadniczych trudnosei. '

3. Ustreje hiperstatyczne

Bierzemy pod uwage zasadniczy uklad réwnan catkowych (2.21%) i do
obu jego stron stosujemy transformacje Laplace’ a, wprowadzajge
analogicznie jak poprzednio ogélnie oznaczenia £ [X (O] ==z (p), L[ ()=
= A{p). Poniewaz jadra (¢, v) maja postaé 8{t—1) mozemy zasiosowaé twier-
dzenie o skladaniu transformacji. Otrzymamy nastepujacy uktad prze-
transformowany

6ga mg‘l_aba .'L‘g-{— v +6na .:L‘:: == 9{9 I'%a] _daa .‘Bz '_Aba CC;;L— e __Aﬂa -:C."’;;
Bap X2+ Opp Tyt o +Opp ki — L [oe6] — Aqw 20t — App x5 - ... — A Tn,
San -’L'§+55n x§+ cee 3 .TC: =12 [%n] — Agn x5 —Apa xE— v —Aun .‘IL‘:. '

Funkcje aznaczone gwiazdkami majg ogodlnie postaé (por. [1], s. 432)

¥
X*(t) =X(t)—fX(r)K(t_r)dr,
0
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Wwobec czego ‘ :
rf=x—kr=ux(l—Fk).

Na tej podstawie mozemy przej$é od razu do ukladu (przetransformowa-
nego) dla wielkosei niezredukowanych (nie wyroznionych gwiazdkami)
dzielge obustronnie przez (1-—k); otrzymamy

Gaa La+-Opg o+ o T Opg Xy == Qa—Aaama—Aba Xp— ... — Apg Xy,
3.1) { Bap Tat-8sp Lo+ ... +6no Tn = Qs — Aap Ta — App %5 — ... — Anp Ty,
I ...........
l San Lot Obn s+ s T Onn Xn = Qn—Aan Xa — Apn 16 — ...mﬁnnﬁ'—'n;
gdzie ogdlnie
_ Ll
R p—

oznacza wyraz obcigzeniowy Iub po przeniesieniu wszystkich niewiado-
mych na lewa strone i wyraZnym wypisaniu funkeji p
I [&m + Aua (p)] g ('P) + [aba+ Apa (’P)] Ly {'P)+ ot
(3.2) 5 +[6nat Arm(P)] xn(p) = qa(P)a
[6au Jr' Aan ('P” La (p) TL labn + Abn (’P)] Xy (p) + e ‘|“
-+ [5mt+dmz (p)] Xn (P) == {y (p)
Jadra przelransformowane A(p) majs oczywidcie postaé (por. [1],
5. 439) '

(3.3) - dun(p)= [ (OnNe—O Mp) Nuryy(p, 2) d 5+

5

ot J (@MM.&—@N?:) Nm?‘o;,-m(p,ﬂ.)dS—l—
+ f (@NN}.'—@M.&) Mrnrmn(p: ;{) ds+
+ f(@MM.’?M@NA:)Mm'rww(p,/‘i)ds,

gdzie wyrazenia r(p,4) dane sg wzorami (2.7) z uwzglednieniem (2.5).
Oczywiscie wszystkie wspolezynniki @, 1 oraz wielkodei N, i My, cha-
rakteryzujace konfiguracje geometryczng ustroju, sg tu w ogolnoéei funk-
cjami s, tj. potozenia rozpatrywanego przekroju. W przypadku armatury
skoncentrowaniej wyrazenie (3.3) przybiera postaé _

34)  Awn(p) = [ (O~ Ne—-0 Me) N A+t M — O Np) Nin Aot

B

'_'_(@N Nk_QM.k) Mm /’lmﬂ—}_(@MMki@ Nk) Mm )smm]'r(p, A)ds,

gdzie r (p) nalezy wstawié ze wzoru (2.10).
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7 powyzszych wywodow widzimy, ze problem zostal sprowadzony do
rozwigzania ukladu réwnan algebraicznych liniowych (3.2), ktore przy-
biera forme . .

I Qa(P), [6ba‘|"Aba('P)]: e [5na+4na(p)] ‘

qs(p), ‘[6bb+Abé7(p)]: v [ Gnp+ Ans(D)]
W . QH(p), [(Sbn‘l“ Aen (P)J yner [6tm+ Ann(p)]

(35) ‘ xa('p) ZW_ T [6an+ Aaa(p)]: {654+Ab“(p)] L [6na+d’w(p)'| i

.....

[6rm+ Aan{p)] s [fsbrl‘}“.ﬂb_n (p)] yeen [5m1+ Arm(p)]

1 a-nalogieznie' dla xp (p), Xe (P} oo Xn {10). _

“" Rozwigzanie é‘éga-dnieni.a polega na przejéciu do obszaru pierwotnego
z powyzszymi wyrazeniami, przy czym w miare moinoéci stosujemy ich
rozklad na utamki czesciowe. A

fL :

4. Zastosowanie praktyczne teorii. Przykiad obliczenia ramy prostokatnej
dvwuprzegubowej :

... Efektywnosc rozwigzania, tzn, przejécia do obszaru pierwoinego z wy-
razeniami (3.5) zalezy od przyjetej funkcji pelzania, od konfiguracji geo-
metrycznej ustroju (zmiennosci cech geometrycinych przekroju wzdiuz
elementu) i stopnia jego statyczmej niewyznaczalnodel. Wystepujg tu’
zwlaszeza trudnoscel dwojakiego rodzaju: " ) o

(1) przy zmiennym przekroju lub przy krzywoliniowe]j trasie kabla
calkowanie we wzorach (3.3) lub (3.4) [z uwzglednieniem (2.7) lub (2.9)]
prowadzi na ogét do skomplikowanych funkeji %, ktérych transformacja
odwrotna nastrecza niekiedy powaine trudnosci;

(2) rozklad wyrazen typu (3.5) na wlamki czefciowe wymaga rozwig-
zywania réwnan odpowiedniego stopnia (w celu wyznaczenia pierwiastkow
mianownika), ' '

Trudnofci te zmuszajg do poszukiwania metod przyblizonych.

- Plerwsza trudnosé omijamy dzielagc element na odeinki, dla ktérych
przyjmujemy staly przekr6j betonu i armatury i staly mimogréd kabla.
Wowezas funkeje r(s) sa odcinkowo stale [a, = const (s)] i mogg byt
wylgczone przed calki w wyrazeniach (3.3) lub (3.4). Podzial na takie od-
cinki jest réwnoznaczny z aproksymacia linii ugiecia ustroju zastepezego
pod wplywem (samych) sit sprezajacych linig zloZong z hikéw kolowych.

Druga trudnos¢ pokonujemy uwzgledniajac w sposdb  przyblizony
(zrészta 7z dowolng doktadnodeia) wplyw armatury. Zauwazmy mianowi-
cie, ze wyrazenia A(p) wchodzace w (3.9) s W poréwnaniu z & wielkoscia-
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mi malymi (rzedu nu), gdyz zgodnie z (3.4) lub (3.3) w polgczeniu z (2.7)
wechodza do nich mate wsp6lezynniki A. Przy rozwinieciu wyrazen typu
{3.5) mozna wiec pomina€, zaleznie od zgdanej dokiadnosci, iloczyny 4
odpowiedniego stopnia.

W skrajnym przypadku mozemy w ogble pominaé wplyw armatury
zakladajac nu==0 (co prowadzi do A4==0), tzn. przejsé do ustroju jedno-
rodnego (por. [1], p. 3.3). Jest to uzasadnione w tych przypadkach, gdy
role decydujaca graja odksztalcenia narzucone, takie jak osiadanie pod-
pér, odksztalcenia termiczne, skurcz betonu .

Wspbtczynniki @ i 2 podane w pracy [L], s. 435 wystarczy przyjmo-
wat w sposéb przyblizony {z bledem nie przekraczajgcym z reguly 2 do
3%/0); odpowiednie wyrazenia otrzymujemy rozwijajac ulamki wedtug
wzoru dwumiennego  Newtona i zatrzymujac pierwsze dwa wyrazy
rozwiniecia oraz pomijajac iloczyny zawierajace (np):

’ 1 | i, Ao == 1t
Oy = (1 —npy === (L —7nu),
N bAb ( 'u) EbIb ( Iu) ﬂ.q-rw == Eq N,
ey ‘ . 1
' O == N, )‘(v)'i] = "=y,
(4.1) Epls ea
= 1_ — Ana= #REU,
. a= (o — 2 (i,

B = (1-+»)np.

W przypadku armatury skoncentrowanej jest oczywiscle v = e ==
Praktyczne stosovranie oméwionych uproszezen wyjasnimy na przy-
kiadzie. o : T P
Wezmy pod. uwage rame prostokatng dwuprzegubowa (jednokrotnie
" statycznie niewyznaczalna) o statym przekroju: odpowiednio rygla i stu-
péw, o armaturze skoncentrowanej, réwniez 0 statym przekroju (rys. 1.
Trasa kabla jest prostoliniowa w siupach 1 krzywol_inidvva‘ w ryglu; te
ostatnig zastepujemy dwoma odcinkami prostoliniowymi o statych mimo~
srodach e, i e, (liczonych algebraicznie) WYStQijqC'yCh na  drugosciach

5 Jezeli przy obliczeniach ustrojow izostatyeznych uwzgledniamy wplyw zmian
sil sprezajgeych na odksztatcenia pelzania, wowezas W, ystrojach hiperstatyczoych
(przy obliczeniach réwnie dokladnych) nie moiZna pomijaé wnp). Jezeli natomiast
w ustrojach izostatycznych okreslamy straty sprezenia szacunkowo, wowczas w-ustro-
jach hiperstatycznych mozna zalozyé jednorodnode, a nastepnie uwzgledniajac wy-
niki obliczenia okreli¢ straty szacunkowo. ;| o ) ) L

Wezory podane w polskie] normie PN-57/B-03320 (oparte na teorii Dischin-
gera) sugerujy uwzglednienie wplywu zmiennodci- sit sprezajacych,, Brzy projekto~
waniu jednak zadowalamy sie z reguly szacunkowym ckreéleniem strat.: .
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odpowiednio {1 i {(1-—¢)1 (linia kreskowana na rys. 1), Za dodatnie be-
dziemy uwazali sity wywolujace Sciskanie betonu i momenty wywolu-
jace rozcigganie we witknie zewnetrznym ustroju zastepczego.
Momenty i sity podtuzne
wzbudzone przez reakcje X—1
w ustroju zastepczym (izosta~
tycznym} majg odpowiednio
wartofel; w o ryglu  N,= 1,
| - M,=1.h, w stupach: N,=0,

el M,= 1-s.
W dalszym ciggu bedziemy
x X korzystali z  mnastepujgcych
Rys. 1 - T weskagnikow :
=7 ﬁ;:—i, | ﬁz‘r:T’; Dis==1", ?9#-:;:'

Obliczenie rozpoczynamy od wyznaczenia wielkodci A(p) wediug (3.4)
korzystajge ze wzorédw (4.1). Pomijajac wyrazy zawierajace (nu)® otrzy-
mamy po przeprowadzeniu calkowan (z uwzglednieniem rozhicia elementu
na odeinki) 1 elementarnych obliczen

i (1—0)1 2k
A(p) = r,(p) ', g9, 41,5 (p) Tn#rﬁz—l—rg(p) 3 EL sy,
gdzie
191 = ﬁ?r + 2 ﬁir ?911 I/'Vi +?9?1 1'1 4 192 - ﬁ?r —2 airﬂn l/;.‘a + ﬁi Vy-

Poszczegolne sktadniki w wyrazeniu na A(p) odnosza sie do kolejnych
odeinkéw.
W podobny spostb obliczamy § = 4, ze wzoru (por. [1], s. 439)

§= [ @,Nids 2 [ ON,M,ds+ [ 6y Mids.
5 ¥ 5

Pomijajgc wyrazenia zawierajace nmpu i wprowadzajac jak wyzej wskaz-
niki & i 9, ofrzymamy

Y N2 2 = "
8= EI, (@, +05) + 3 Bl

* Wskainiki a { b (odnoszgce sig do armatury i betonu) bedziemy pomijali jako
oczywiste, natomiast wprowadzamy wskasniki r i s odpowiednioc dla rygla i dla
stupéw oraz wskazniki 1, 2, 3 odpowiednio dla odcinkéw o mimogrodach e,, €, i e,.
Ponadio dia ujednoclicenia postaci zapiséw zastapimy A przez I korzystajac z zalei-
noSci I = A ‘ ’

192




Obliczymy wyrazenie A(p)/3, kiore bedzie nam potrzebne w dalszym

clggu: )
A
_g_) =g 1 (p)Fera(p) + 57, {p),
gdzie |
_ nurldy
ey Bop
ir it 3 ™y
Pa " 92 2 03 '
19“._!‘? h+ ggi h
%n,uswa 9,9
Pa =

g, 2 '
0, 03+ 50

Wreszeie nalezy obliczyé wyraz swobodny q (p) wechodzgey do réwnah sta-

tycznej niewyznaczalnodci. Opierajgc sie na oznaczeniach pracy [1], s. 438

i 439, i przeprowadzajgc fransformacje Laplace’ a (przy czym funkeje

przetransformowane oznaczamy, jak wyzej, malymi literami) otrzymamy
B[Eu,,,}= [ (n(;‘;‘ns‘{’sg} (@J\TNm—@Mm) ds—+

+ [ (mi+met mi) @nMa— ONu)ds+

5

+ J ('n'(; + 1w "|‘“3§) 1(@.’\)’- Z-rm — @/‘lnm) Ny (@N/’i-wa] — O iue) Mmi rds+

-{—_ I (mf; 4 me—f—mg““) [(@M Avw — 6 /'i-(-m) M+ (@M A'J?(b‘ - @/‘t'rm) Nm] rds.

‘Wstawiajac do poWZszego wffaienia wspdlezynniki wediug (4.1) i po-
mijajac wyrazy z (nu)?, ponadto oznaczajge

' L [8m(t) + ZCrmelt)] =&(p),

dochodzimy do nastepujgcego wyrazenia na wyraz z obcigzeniem dla od-
cinkow o statych cechach geometrycznych przekroju:

e 1f Mo\ .
@2 a=1 g l_f(nn—!—sﬂ—k 1k)" Npds+

+ f (mo+m&+ {-”_{E)M,,,ds]Jr%?(lﬂr)l f (nﬁsﬁ%‘jk)x
e
1—k

x(igN,n—FeMm-) ds+ [(mu—{—'mgﬂl—

a.
&

) (»My+eNm) ds] .

W powyzszym wyrazeniu uwzgledniono, ze ng = n,(1 —k), itd.
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- Obecnie mozemy przystapi¢ do rozwiazania réwnania ukiadu ramo~—
wego (jednokrotnie statycznie mewyznaczalnego) ktére zgodme z (3.1}
ma postaé

M(p) — qlp) — A(p) x(p).
Stad znajdujemy

(4.3) =l 4.2

Poniewaz A/6 jako zawierajace wspdlezynniki ¢ (a te z kolel zawieraja nuy
jest wielkoscig maty, mozemy podstawit
1 A A\? A48
g

A d I ]
1+E

Uwzgledniajac to otrzymamy nastepujgcy wzér w formie szeregu:

(4.4) RETI B

g
] 66+

; (%)_

Dolgczenie kazdego nastepnego Wyrazu zwieksza dokladnosé przybhzema

Rozbijajac ustréj w ogdlnosei na § odeinkéw o statych cechach geome-
tryeznych przekroju (w naszym przypadku j==3) mozemy ogdlnie na-
pisaé (por. wyzei) '

oA - 3 _wk
(4.5} 5 Z = ; 1—k

7 uwzglednieniem powyiszego kolejne wyrazy w szeregu (4.4) dadza sie
przedstawié w formie sum ulamk6éw o mianownikach typu IJ (1— Buk).
a wiec rozklad kolejnych wyrazéw na ulamki czesciowe nie przedstawm’
trudnodci. Nalezy jednak pamietaé¢, Ze ilosé tych ulamkéw gwattownie
rosnie z kazdym nowym przyblizeniem. Omdwiona metoda przyhlizenia
przez coraz dokladniejsze uwzglednienie wplywu armatury jest w.sposéb
naturalny zwigzana z istota ustroju. -

Zatrzymajmy w szeregu (4 4} dwa Wyrazy, wowezas uwzgle;dmaja,c-
(4.5) otrzymamy : A

(@6) L S

88 A 1—pik

Podstawienie do p'owstzego-" wyrazenia cztonu obcigzeniowego ze W2Zoru
(4.2) rozwiazuje w ogdlnodei zagadnienie w dbgzarze przetransformowanym..
Od razu widaé, ze pierwsze dwa wyrazy (4.2) podstawione do pierwszego
wyrazu (4.6) przedstawiaja wplyw odksztalcen sprezystych oraz wplyw
odksztalcen narzuconych (miarowicie osiadania podpdr i skurczu betonu)
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'zrmennych W czasie., Te ty]ko odksz’cal’cema wywo_
tyczne tego gamego «rzeduy. wielkogci co reakcje spre; te: ]
razy zawierajgce nu lub ¢ przedstawiajg zmiany: «drugdr edn
sunku do- pierwszych); spowodowane zmianami sil' w:armaturze;’ Jesycze
dalsze [zawierajace (nu)® Iub nup] —— zmiany «trzeciego rzedus: itd.

Przegdzmy do rozpatrywanego przyktadu. Pomijamy przesumqma pod-
por oraz wyrazy zawierajace (ng)? i podstawiamy (4.2) do (4.6) uwzglcgd—
niajac odpowiednie wartoscl N, i M,,. Po odpowiednich obliczeniach otrzy-
marmy : ' _ - ‘
TN R p— 1 5 {(1H ‘PIE _'I%I; k.—lffk k)x

?9%[ 4 5 9, "9?1 1k 2 fs

lﬁ?’l [(’ng an+ )ds—!—ﬁk f(m0+msu IT—sk) ds+-
i i

| s
+2ﬂfﬁf(mo+ms.,+ ij)sds]—

h

— Nty [@fr(6i1'+ﬂh l/'!’1) ( 1_]{}3] ) k f(’ne"l‘so_"' )ds+

+?91r( ir— Oy ]/'Vg) ( kﬁ k) ! f (n0+so

The
1Ak) ds-

o kA1 .
+(ﬁhv]fﬁf,l/wl)(1— ““B_k) Ff(mo—kmq,—}— IT—k)dS+

1

G — b7 (1— L )1f(m0+mqﬂ+ Ui )ds
2

— 1— k&

?9 k 1 : g
191 ?9;5?9[1 1/')1 ( — 1«—"|83k)12f (n0'+sn+ ﬂ)3d3+
h

& | k 1 M, .
+25;v3(1 1~—ﬁ5 ) f(mo-l-mso—i——l_k)sds]} d

Reakeje wywolang odksztaleeniem sprezystyvm (2 uwrzglednieniem
wplywu armatury) otrzymamy podstawiajac k=0 we wzorze (4.7), tzn,
r=—0 w (4.2). Jezeli reakcja ta znika (np. w przypadku samego sprgze-
nia kablami o trasach wspdtbieinych), wowezas pozostajg tylko cztony
przy k (lub przy r); w ogélnym przypadku reakcja ta pojawi sie zatem
z biegiem czasu, jednak — jak widaé z (4.7) lub (4.2) — bedzie to reakC]a
«drugorzedna» (rzedu nu).
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Trase zastepczg kabla, tzn. ¢ mozna obraé w ten sposob, aby reakcja X
w fazie sprezystej odpowiadata reakcjl rzeczywistej (por. rys. 1)

Przejécie. do naprezen w danym przekroju odbywa sig na podstawie
wrzoru (2.12) z uwzglednieniem (2.11) oraz (2.10), z tym ze funkcje obcig-
zeni obejmuja w tym przypadku wplyw reakceji hiperstatycznych, tzn.
ogdlnie :

(4.8) Llol=E {[@N ('n0+30+ % +Na9:..q+N;,ac.g+...)—

Me

—6 (mo;l"mso +

1—k
m

’GE 4+ Maxa+Mexs+ .| —

+ M, 5Ca+Mb1'b+...)] ll +(;{-q-r,»+ 2’/10»;) 1jﬁT{;‘ 4
= )

—+ [@M (moersn +

—06 (nn';_sn + F?ib__k + Na$a+meb+...)l <

X [z'+ (Ago+2hoo) T»Tkﬁfk] — f%%} .

Powyzszy wrzor jest wazny w przypadku armatury skoncentrowanej
i uwszglednia juz redukeje wyrazow oznaczonych gwiazdka. Wartoscli §
oraz Na,Ma.. (dla X,==1,..) odnoszg sig do rozpalrywanego przekroju.

Dzieki liniowosci teorii mozna stosowaé zasade superpozycji, tzn. obli~
czaé oddzielnie poszczegdine wyrazy we wzorach ogélnych (4.7) lub (4.8),
odpowiadajace poszezegdlnym wplywom. Dodawaniu wyrazéw odpowiada.
w obszarze pierwotnym dodawanie krzywych bedacych funkcjami czasu. '
Obliczenia upraszczajg sig znacznie, gdy mozemy pomingé poszczegdlne
wplywy (jak z reguly przyjmuje sie w dotychezasowych teoriach), a zwlasz-
cza przy operowaniu od razu wartogciami liczbowymi zamiast wyraze-
niami ogdlnymi. .

Przejscie do konkretnych rozwigzah wymaga okre§lenia funkcjl petza~
nia oraz sposobu obcigzenia konstrukcjl. Przyjmiemy funkcje pelzania
w postaci
' Clt—1) = Co(1—e 7t ),
skad (por. p. 2)

¥
k(p)———1,
(p) ot+r
gdzie” y= EC,y. Na tej podstawie otrzymamy ogblnie
- 1 pty k —y

1—k  p+ytw)’ 1—pk  pHy+pw)
ic, cznacza wartosé ostateczng odksztalcenia petzania, tj. dla t —¢ > 00; Wyra-

zente EC, jest znanym z teoril elementarnej wspotczynnikiem pelzania; y jest miarg
szybkodel pelzania. -
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Dila przykladu zbadamy zmienno$¢ reakeji X w czasi€ pod wpltywem
sit sprezajacych S, fraktowanych jako obciazenie izolowane. (tzn. dla
ramy niewazkiej 1 nieobcigzone] silami zewnetrznymi) 8. Qezywiscie
S, == const (t), a zatem ST -
e

So=2[S,] P

Zalézmy, ze S, odpowiada sile sprezajace] w ryglu, natomiast sita spre-
zajgea w stupach jest rowna Ye S,; przyimijmy ur= 2 ps, tj. 9p=2. Po-
nadto zatézmy (por. rys. 1), ze {="/; 1 ;== —e,, a WigC p; =9~ (wow-—
czas kabel w ryglu nie wywola reakeji podporowych w fazie sprezystef,
jesli pominiemy wplyw sil podiuznych). Ponadto podstawmy o @y =@,
B, =P, = fBr i analogicznie zamiast wskaznika «3» wprowadszmy wekaznik
«g» (stupy). Obliczajac catki we wzorze (4.7) 1 podstawiajgc przyjeta funk-
cje pelzania oraz wyzej podane wyrazenia olrzymamy po odpowiednich
redukcjach

e Y
- ?9?,.—!- ﬂi+§6l 0..:' ) ‘

L T 2 S L S
% (p + pier(?-Pﬁrw)]. + plp+(?+5rw)l)

3

_ 2 1, v _
T [Q”(Hv’) (p 'p[p+(y+ﬁrw)])
1

198 By LT
F0 0V 0t s )

Uwzgledniajge rozklad funkeji na utamki czefciowe mozemy bez trud-
nofci przejsé do oObszaru pierwotnego i znajdziemy rozwigzanie naste-
pujgce:

X(t)_ﬁ_*‘“_ﬁ 1 — 2 _l 3. .
s = —--»{(19,.,_ 5 1 0 ]/1.s)><

2 . RIS
&40+ 50,0

- {1;% (1 — e—r+orint) 4 LWy e sty —

V+ﬁr%0 . 'V‘l“ﬁs’l,l) |
— e 92 (1 FENEE ST w+ﬁr«p)t)]+
. nru.l .U‘( _*._vf) ) + 7’+ﬁfw( ¢
1 _ » s
+ gm0, 950 Vo (L E) [1 ot v ﬂsw)]}_ |

) § Przypominamy, Ze Sp jest sily naciggu armatury przed obcia_ﬁeniem konstrukf '
eji, ktéra naleiy wyznaczy¢ na bazie teorii elementarnej. W przyblizeniu mozna
oczywiscie przyjaé, Ze jest ona réwna sile odezytanei na manometrze naciggarki. *
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. W podobny sposéb obliczamy wyrazenia dla naprezen korzystajac ze
avzori (4.8). Weimy pod uwage np. przekrdj Srodkowy w ryglu i okresl-
amy zmiennoéé naprezen .w skrajnym dolnym. wldknie betonu. Po odpo-
wiednich obliczeniach ofrzymamy w obszarze przetransformowanym .

ﬁ _
Ar{1ﬁ(1+v,)nﬂ,+%[1—(1+ﬁ;1/m)n,u,}}><
. R
X[l. (1+‘/3”’)"“'p+(y+ﬁrw)]+

{ S | {1/v,—ﬂ]/v,(1+w)nm+ [ﬁh* (]/vr rv,)nyrnx

Llo]=

[]/3 - (]’ 7’r+?"r ]/3)nju,r p—l—( Jrﬁy))]

Przechodzae do obszaru pierwotnego [po uwzglednieniu wyzej znalezione-
go wyrazenia na x (p)/S,] obliczymy stosunek o/o,, gdzie *o=S./A, ozna-
cza Srednie naprezenie (fikcyjne) w przekroju, odpowiadajgce sile spre-

A
Gy

38

M\
A\

)7

M
\ \\\\.___ 3, =0404+—+—|
25 \ N I
f T~ =030
[ : 3020
\\ ‘
~ _ |
' 5, =040
2’an ‘ 00 200 340
—= t{dni)
Rys. 2

Zajace] nieuszezuplonej przez straly sprezyste i reologiczne. Zadanie roz-
wigzemy w konkretnych wartosciach hczbowych przy]mujac przekroje

prostokatne o wysokosci d, dla rygla i d,=2/3-d, dla stupéw. Okreslimy

198




zmieniodé w czasie wyrazenia ofo; dla roznych parametréy
razu obliczamy 9w =%, F/0n, I1= dg/d”——S 38_ ponadte p: Zyjmiemy
vp== 2w == 1,0, 9y = 0,02, yr—O(}l n=>5, a stad Wedlug 1y

Ps==0,0625; wreszcie zaldzmy, ze y==0,03, p==0, 06 (y iy 'rﬁajac Wymla
T-1; czas ‘wyraza sig w dmach) A R0 e it

-

778 — -
g!:i % N \
oft) ' L]
b — USRS [P
o RUST.'UJ {zosfalyczny
w5
- ‘
0 g1 - 462 032 04 a5

Rys. 3 -

Nie przeprowadzamy na tym miejscu dos¢ Zmudnych wyliczen i poda-
jemy wyniki na wykresach (rys. 2 i rys. 3). Rys. 3 podaje zmiany stosunku
napreieﬁ_ dla t==o0c 1 dla t=0 (tzn. gdy zachodza tylko odksztalcenia
sprezyste) przy roznych @, przy czym dla pordwnania podano wartosé
tego stosunku dla analogicznego ustroju izostatycznego (rama wolnopod-
parta o tych samych wymiarach). Wptyw reakcji hiperstatycznych jest
w danym przypadku niewielki, gdyz trasa kabla w ryglu jest wspélbieina
i reakcle podporowe zmkome Wplyw ten roénie przy malych s, pomewazi
wtedy dominujgey staje sie Wplyw sit podiuznych i reakcje podporowe
wywolane sprezeniem rosng (zmieniajgc przy tym znak). Zmiany napre-
zeft wstepnych sg procentowo znaczne (por. rys. 2); nalezy jednak mieé
na uwadze, ze zmiany rzeczywiste beds mniejsze wskuiek wspéldziala—~
nia ciezaru wtasnego.

Literatura eylowana w tekécie

[i] C. Eimer, Podstawy teorii pelzania ustrojéw hiperstatycznych wstepnie
spresonych, Rozpr. Inz. 3 (1957).

% Przyklad ten ma znaczenie tylko teoretyczne, gdyz w naleiycie zaprojetkowa-
nej ramie przy zmianie &, zmienig sig réwniez inne parametry. Ponadto nie zaj~
mujemy sie futaj spraws ewenlualnego przekroczenia naprezen dopuszczainych.
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PeswMe

: P HPMMEHMIHE IIPEOBPABOBAHUS JIAILIACA
K. PEOJIOI‘I/I‘IECHPLM PACUETAM [IPEIBAPHTEILHO HATPKEHHBIX
— ¢ u s - HOHCTPYRIMHA

N S T

B paﬁo're HAaoTCcd OCHOBRI HPAKTHMYECKOT) MCUMC/JACHWA J3MeHeHMA CTa-

STUYeCKMX BEAMYMH B IIPENBAPUTEJBHO HANPANKEOHHLBIX CTAaTHYECKM He-

OOpeeNMMEIX KOHCTPYKLVAX, OIMpadck Ha oDIIell TeopimnM, IPUBEIQHMHON
B pabore [1]. Pyurrmsa HONByYecTH IpMHUMaeTca B cpopme (1.1) u peure-
HMEQ HpOU3BONMTCA OIEPAIIMOMHEIM MeTOTon TPY  MCTIONB30BAHMM  [IPe-
obpasoBamma  Jlanmmaca. Jlatores npmﬁ.nmﬁeﬂﬁnﬁé MEeTOLbL, HpOM3-
BOJNAIME YUYECTh ¢ TPOM3BOJEHON TOUHOCTBIO BIMAHIE HAOPATAIOINEN
apmMaTypel. B kauecTBe IpuMepa OPMBOAWTCA PEUICHME IPAMOYTOJIBHON
JIBVILAPHIPHON PaMbl IpM yYeTe BAUSHIA MOMEHTOB PAaBHO Kak M IIPo-
JOJABHBIX CHIT.

tSummary

APPLICATION OF THE LAPLACE TRANSFORMATION TO RHEOLOGICAL
COMPUTATIONS OF PRESTRESSED STRUCTURES

Establishment of principles of practical computation of the variation
of mechanical quantities in function of time in prestressed statically in-
determinate structures on the basis of the general theory described in the
Ref.. [1]. The creep function is assumed in the form (1.1). The solution is
obtained by means of the operational method using the Laplace trans-
formation.

Approximate methods are proposed enabling us to determine with
a desired degree of accuracy the influence of the prestressing reinforce-
ment. As an example, a rectangular doubly hinged frame is considered,
taking into account the influence of both the moments and the longitudi-
nal forces,

ZARLAD MECHANIKI QSRODHOW CIAGEYCH
IPPT PAN

Praca zostala ziozona w Redakcji dnia 10 pozdziernila 1957 r.






