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W szeregu zagadnien dotyczaeych zawieszenia i amortyzacji pojazdow
bezszynowych, podwozi pojazdéw drogowych lub samolotéw nieliniowosé
w charakterystyce amortyzacji ukladu drgajacego jest z gbry przewidzia-
na przez konsiruktora jako zaloZenie celowe ze wzgledu na rodzaj pracy
konstrukeji. Charakterystyki zawieszenia przedstawié mozna w formie
wykresu P == f(x), gdzie P jest obcigZeniem zmiennym w czasie pracy
amortyzacii, zas & odksztalceniem amortyzatora. Stad zmieniajaca sie ra-
zem z obcigzeniem sztywno$¢ ukladu okrefla sie jako pochodng dP/dx,
ktéra ilustruje znane typy charakterystyk sprezystych amortyzacji: amor-
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tyzacje «szlywna», «lintowa» 1 «miekkg» (krzywe a, b i ¢ na rys. 1), Kon-
struktor zalesnie od potrzeb dobiera wiasciwe kombinacje wyzej wymie-
nionych typéw amortyzacii dla réznych wartoéci obcigzen, Dla wzmoc-
nienia efektu silnego wzrostu lub zmniejszenia sztywnosel przy pewnych
obcigzeniach stosuje sie niekiedy takze nieciagly charakterystyke spre-
zystg, np. polgczenie dzialania prieumatyka i amortyzatora podwozia, re-
sory wielowigzkowe itp. Na rys. 2 przedstawiono typows charakterystyke
amortyzatora olejowo-sprezynowego stosowanego np. w podwoziach sa-
molotéw, rys. 3 przedstawia za$ ten sam wykres dla kota ogumionego.
Krzywe a podajg prazebieg sit obcigzajacych podezas skoku roboczego,
krzywe b sg wykresami sily amortyzatora przy skoku powrotnym. Wobec
adiabatycznego procesu sprezania powietrza w pneumatyku krzywe a 1 b
na rys. 3 pokrywaja sie. Pola pod odpowiednimi krzywymi reprezentujy
prace poszczegdlnych skokéw amortyzacil. Jest ona dobrana tak, aby prze-
wyzszala energie ukladu amortyzacyjnego, pochodzaca do-impulsu obciagzenia.
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Uktady zawieszenia nie sy z natury rzeczy ukladami zachowawezymi
dzigki dysypacji energii w czasie pracy amortyzacji (dtawienie przeptywu
cleczy w amortyzatorze). W charakterystyce amortyzacji stosunek pola
powierzchni ograniczonej krzywymi obcigzenda i odcigzenia o i b do pola
powierzehni catkowitej pod krzywa obcigZenia a stanowi miare wspol-
czynnika tlumienia. Zdolnosé tlumienia wahan amortyzatora okreslona
przez ten wspélezynnik odgrywa bardzo wazng role przy toczeniu sie po-
Jazdu po nieréwnym terenie. Jegli amortyzacja nie ma zdolnosei do po-
' chlaniania energii w sposbb nieodwracalny
(przykladem braku tych zdolnosei jest pneu-
matyk na rys. 3), uklad amortyzowany, np.
ladujgcy samolot, moze by¢ przy toczeniu sie
«dynamicznie niedostateczny», «Podskoki» sa-
mototu zanikajg dopiero po bardzo diugim cza-
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ab sie pod wplywem innych czynnikéw thumig-

- cych. To uzasadnia potrzebe dokladnej analizy
Z . _~  wplywu tlumienia w obliczeniach konstrukeyj-
Rys. 3 nych, szezegélnie gdy eksploatacja pojazdu ma

nastepowaé na gruncie nieréwnym i dzialanie
Impulséw obcigzenia moze si¢ na siebie naktadaé, Amortyzator nawet przy
najwickszym tlumieniy powinien mieé¢ zdolnoegé szybkiego powrotu do
Potozenia poczatkowego po zmniejszeniu obcigzenia. Interesuje nag przy
tym zwykie zachowanie sie ukladu amortyzujgcego tylko w zakresie pew-
nej skoficzonej ilogci wahnieé, W rozwazaniach haszych pozwala to, ogra-
niczy¢ zagadnienie do rozwazenia drgan swobodnych uklady amortyzo-
wanego. Przy polgczeniu réwnolegtym tlumienin wiskotyczniego i amor-
tyzacji sprezystej w naszym typie amortyzatora im silniejsze marhy thu- .
mienie, tym przy wzrastajgcej predkogei jazdy ttumik przejmuje na siebie -
wieksze obcigzenia odcigzajac jednoczesnie uklad sprezynowy. To powo-
duje «usztywnienies amortyzacji i przekazywanie pojazdowi amortyzo-
wanemu tym wigkszego przyépieszenia, Warunkiem =za prawidlowe]
eksploatacji takiego pojazdu jest maksymalna chionnogé amortyzacji, tzn,
otrzymywanie przy duzych stosunkows ugieciach matych przyspieszen.
Dia konstruktora zatem warunek | #| < kg, gdzie x jest, jak juz zazna-
czyliSmy, odksztalceniem amortyzatora, g przyépieszeniem ziemskim,
k wspétezynnikiem stalym, okresla zakres dopuszezalnyeh wartogei wspot-
czynnikéw ttumienia, Ogranicza to rowniez zakres naszych badaf do «sta-
bego» tlumienia, tzn, do ruchu naprzemiennego, Ponadto, wobee koniccz- ‘
hoscl wzrastania sztywnogei dP/dx ‘wraz z obcigZzeniem we wszystkich przy-
padkach technicznych zastosowan naszej amortyzacji, ograniczymy ba-
dande do przypadku «twardej» amortyzacji. Dla jednoznacznodei analizy
Wplyw wspolezynnika tlumienia (wobec fizykalnego zalozenia «stabodeir
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tlumienia) réwnoczesnie linearyzujemy. Zakladamy takze rozdzielenie sl
dysypacji od sit zachowawczych, co wynika z oméwionego przykladu
amortyzatora olejowo-sprezystego. Przy tych zastrzezeniach przedstawi-
my model naszego uktadu amortyzujacego o jednym stopniu swobody
na rys. 4. Przyjety model odpowiada réwnaniu ruchu drgajgcego uktadu
o jednym stopniu swobody, przy nieliniowej charakierystyce sprezyste
i liniowym tlumieniu, ktére mozna napisa¢ w postaci

{1) mi -+ l;c + F(x)=0,

oraz warunkom poczatkowym x (0) == g, v {20} ==1vo, gdzie m jest masg
ukladu amortyzujgcego, ! wspodtezynnikiem statym thumienia wiskotyez-
nego oraz F(x)} charakierystykg sprezysta. Rozwigzanie
réwnania tego typu, zwlaszeza w oparciu o jego analize
jako$ciows, nie jest juz w tej chwili zagadnieniem. orygi-
nalnym. Jednakze autor nie spotkal w dostepnej literatu-
rze technicznej pehlej interpretacji inzynierskiej, kon-
sirukeyjno-obliczeniowej tego réwnania. Podstawlajac Eﬁ
w og6lnie znany sposéb do rownania (1) wartodel t/m = 2h

i F(x)/m = f(x) mozna napisaé T 7

(2) E2hE+F(x)=0. Rys. 4

Charakterystyka sprezysta ukladu f(x) wymaga ze wzgledéw fizykal-
nych oraz analityeznych pewnych zalozen. Sity okreslone charakterystyka
sprezysta majg zawsze potencjal, wobec tego funkcja f(x) powinna byé
jednoznaczna. Przy dodatniej energii potencjalnej ukladu speiniony jest
warunek v(x) > 0; mamy ponadto f(x}xr =0, co odpowiada zachowaniu
stalego zwrotu sily'sprezystej (ku -polozeniu réwnowagi), oraz f(0)=0,
co wynika z symetril charakterystyki f (x) wzgledem poczatku osi x. Przy
jednym stopniu swobedy f(x) jest miara gradientu. Gradient jest skiero-
wany stale “ku Srodkowi krzywizny krzywej f(x) wobec zalozenia, Ze
funkcja jest stale dodatnia. Ponadto przyjmujemy, Ze f(x) jest funkcja
analityczng, rosngea, okreslong w przedziale (— oo, + ©0). Z tego wynika
warunek 1 << f(x) < oo oraz to, Ze charakterystyka sprezysta jest «satyw-
nas lub «miekka» dla prawie wszystkich x, tzn. dla wszystkich z wyjat-
kiem ofoczenia x=0. Ponadto f(x) spelnia warunek Lipschitza,
Mozna zatem w. analizie techniczno-obliczeniowej dolsona¢ rozwiniecia

fla)=F(0)+ F{0)x + f'”(O}—g +..=ax+ fxt+ ...

7, dokliadnoscia wystarczajaca dla praktyki przyjmiemy f (x) = qx -+ ik,
gdzie wobec uwag poprzednich a> 0, §> 0. Dla dysypacji warunki fizy-
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kalne prowadza do zalozenia Zp(x) >0, gdzie p(x£) jest pewna anali-
tyczng funkcjg predkodci. W naszym przypadku warunek powyiszy ma
postaé h 2= 0.

Réwnanie nasze przyjmie zatem postaé

(3) &+ 2hE + ax - fxt — 0.

Dowéd istnienia i jednoznacznodei: rozwigzania réwnania (3) zostal jux
przeprowadzony, [1]. Ponadto réwnanie to mozemy nazwaé «jednorod—
nym» réwnaniem Duffinga, [1], ktéry rozwazajac je w postaci

F+1E F xt fa* =0

udowodnit dla przypadku 1=0, Ze istnieje calka okresowa, aharmonicz—
na, dla ktérej okres jest jednoznaczng funkcija ampli-tudy (wylaczajgc
oczywiscie przypadek §=0). Dla przypadku l=£0 wykazal on istnienie
jedynie okresowego rozwigzania banalnego x =0, ,

Zostala réwniez wykazana naprzemiennogé rozwigzan roéwnania (2)
dla okreslonych wartodci parametréw w ograniczonych obszarach x. Ana—
lize tej naprzemiennodei przeprowadzit R. Gutowski, [2], wykazujac,
ze réwnanie typu (2) posiada rozwiazanie naprzemienne dla przypadkdéw
h/]/E> 1 (wedlug naszych oznaczen), w czym miedci sie warunek tzw,
«stabego» ttumienia (odpowiada to warunkowi /b <C1 dla drgan linio--
wych). Konieczne jest ponadio istnienie prostej y = (h?/a)x stycznej
w punkeie przegiecia do charakterystyki f (x) (tzm. majgceej z funkejy f (&)
tylko jeden punkt wspélny x==0), w stosunku do ktorej wykres funkeji.
f (x) przebiega gérg dla x>> 0, zag dotem dla x << 0. MoZna wykazaé, ze-
dla charakterystyki «twardej» prosta taka istnieje zawsze, zas dla «miek--
kiej» tylko dla (x) <<, gdzie a,,;, jest najmmniejszym pierwiastkiem,
rownania

(4} (ax—l—ﬁ:ce‘)—%ix:o
albo
(5) 2 = EE_C‘Z )

Rozwigzanie réwnania (2) moze zatem mieé charakter naprzemienny
(interesujacy nas przede wszystkim), wykazano jednakze, ze nie jest ono-
w przypadku ogblnym okresowe (por. [3]).

Dla wszystkich technicznie waznych przypadkéw przyjmiemy o> 0.
Wprowadzajac wiec analogicznie jak w drganiach liniowych oznaczenie
y=h/}a, ograniczymy nasze badania do przypadku 0 <y < 1. Pozostaly
parametr g rozwazymy réwniez w przedziale {0, co). Badanie ruchu na-
szego amortyzatora przeprowadzimy na plaszezyinie fazowej va.
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Dotychezas nie ma metody na znalezienie $cistego rozwigzania réw-
wiania (3). Isinieje natomiast szereg metod przyblizonych, analitycznych
i graficznych interesujacych nas z technicznego punktu widzenia.

Zanim przejdziemy do omowienia tych rozwigzan, zestawmy dane,
jakie ofrzymano z analizy jakosciowej naszego przypadku. Okreslimy
wektory pola kierunkéw. Réwnanie (3) mozna sprowadzi¢ do ukladu

{6) P =-—2hv—ax— fx*, E=1,
skad

dv —2hv— ex— px*
) = > :

7 (6) wynika przy v >0, ze x rodnie wraz z t oraz ze przy wzroscie ¢
punkt trajelktorii fazowej [x (t), v (t)] przemieszeza sie W kierunku ruchu
wskazéwek zegara w okolicy polozenia réownowagi v=10, x==0. Na pod-
stawie (7) napiszemy wprost réwnanie rodziny izoklin trajektorii fazowe;
nagzego ruchu:

() —Zhv—;’ax——ﬁx“

== = const.

Rozwazmy kilka grup izoklin zaleinie od wartosci parametru rodzi-
ny C. Przebieg izokliny zalezy ponadio od wzajemmego stosunku C i h,
czyli od typu dysypacji. Przyjawszy h =0, mozemy omdwié wplyw pa-
rametru C. :

Opierajgc sig¢ na réwnaniu (8) dla poszczegéhnych C mozemy zestawic
typy izoklin dla naszego przypadku (dla rozwazanych zakresow zmien-
noéci a, f i h) wedlug rys. 5. Izokliny, dla ktérych tangens kata nachy-
lenia trajektorii do osi x bedzie dodatni (C>=>0),

beda krzywymi zgodnie -z réwnaniem v
3
v:m‘w__l"ﬁ'_”_ (C,=2h+C).
Cy

Rownania izoklin o tym samym tangensie
ujemnym majg postac
3
- ax +fx g
(o

jesli |C{>>2h, a izoklina stycznych poziomych
trajektorii ‘

___am»}-ﬁ:c""‘
o 2h

Wszystkie oméwione izokliny maja styczne w punktach przegiecia
- w poczatku uktadu (0,0}, ktérymi sa odpowiednie izokliny drgan liniowych
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(przy p=0); tylko gdy C-> oo (tj. gdy mamy izokliny v =0) oba przy-
padki =<0 i § >0 pokrywaja sie. W przypadku §-<<0 latwo wykazaé,
ze izokliny odginatyby sig od stycznych (= 0) w kierunku przeciwnym.
Wpisawszy odecinki trajektorii fazowych w dowolnie gesto wyznaczone
styczne do nich za pomocy rodziny izoklin, ktére w przypadkach szczegdl-
nych znajdujemy dla catego zakresu parametréw C, mozna w przyblizeniu
zorientowaé sie w przebiegu trajektorii: beda one otaczaé w pewien spo-
- 0b poczatek wspékrzednych plaszezyany fazowe.

Dla przypadku h==0 {(brak dysypacji) otrzymamy zamiast réwnania (3)
prosty oscylator nieliniowy:

dv  —ax—px*
dr v ’

(9)

kidrego trajektorie fazowe beda okreslone réwnaniem
(10) v? + ax? -} fx'/2 — 2 H;,

gdzie jednoznaczna Iunkeja Hi(x, v) jest catkowita, w danym przypadku
stalg energia ukladu. Bedzie to rodzina elips ze érodkiem w poczatku
ukladu x, v o parametrze 2H; Eatwo wykazaé, [4], ze poczatek ukladu
iest obecnie polozeniem réwnowagi statecznej oraz punktem osobliwym
ze wzgledu na jednoczesne znikanie w tym punkecie licznika i mianownika
rownania (9). O charakierze trajektorii mozna réwniez wnioskowaé na
podstawie analizy punktéw osobliwych Poincarégo w naszym prey-
padku, gdy h=0; bedzie to tzw. stateczny punkt wirowy,

Wektory pola kierunkowego beda tutaj styczne do opisanych elips.
Jesli wykreslimy je na tych samych izoklinach, co dla Omawianego wyzej
przypadku (h > 0), latwo wykazemy, ze wektory pola k>0 bedg skie-
rowane w stosunku do wektoréw pola dla h=0 w strone cobszaru we-
wnatrz zamknigtych krzywych state] energii (z wyjatkiem punktéw v — a,
x 70, gdzie oba wymienione typy wektorow sq styczne). Zatem punkt
wedrujacy trajektorii fazowej dla ruchu h> 0 w kolejnych okreslonych
czasach t; przechodzitby przez okreslone poziomy energii H(x,:¥, 1) (przy
czym H jest funkejg jednoznaczng zmiennych x i 2, za§ t; gra tylko role
chivilowego parametru). Istotnie, poczatek ukladu wspélrzednych jest te-
raz (analogicznie do ruchu h =— 0) takze polozeniem réwnowagi stateczne;j,
co wykazemy p6iniej. Zmieniajac parametr mozemy znaleZé predkosé
znikania H w kierunku poczatku uktadu wspdlrzednych, ktérg okregla
funkcja dysypacji @:

dH _0H , | 0H
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Przyjmijmy x =V, 1 v=V, za skladowe weckfora prqdkoéci zn-i-kanié

energii, czyli sktadowe «wektora tlumienia» na plaszezyinie fazoweij, oraz .

_ 73_H)2 aH)2: d
ey B

Odpowiednie cosinusy kierunkowe omawianego wektora beda

a, = OH//JH a, = aH/’AH
i wzér (11) mozna napisa¢ w postaci
dH
(12) "&%’ = I grad H 1 Ve,

gdzie V, jest wektorem predkodei tlumienia skierowanym wzdiuz osi nor-
mainej do trajektorii (rys. 6), przechodzacej przez poczatek wspoirzed-
nych, Wersor n° tej osi skierowano w strong zgodng ze wzrostem energii
ukladu. Na podstawie (11} i (12) olrzymamy

2

V“_—uﬁ]gradl—ll‘(ID
co okresla kierunek V, wzgledem osi n”. Trajektorie fazowe przecinaja
zatem krzywe H=—=const w kierunku wykazanym.

Majac pole kierunkéw trajektorii fazowych
dla przypadku h >0 oraz trajektorie h=0,
wobec faktu przecinania tych ostatnich przez
poszukiwane trajekforie h > 0, mozemy okres- ‘ 7o
lié ich przebieg w:kierunku..zmniejszania sig
energii catkowitej ukladu. Traktujemy przy tym f" V
trajektorie h==0 (czyli H = const) jak rodzine & /
pewnych kolejnych pozioméw polozen punktéw _/
trajektorii poszukiwanej, dla ktérej mamy ko- x -
leino H, - H,— H, -0, przy czym zmiang '
energil okresli jej wieltkodé gradientu

0H = |grad H {dx. Rys. 6

Fakt ten potwierdza poprzednig uwage o nhieckresowos$ci rozwazanego
ruchu — w przypadku ogolnym gdy h > 0,8>>0 oraz « > 0. Dla ruchu
naprzemiennego mozemy jednakze rowniez oszacowat ogolme polozenie
réwnowagi.

Z jednoznacznofei funkeji H w pewnym otoczeniu poczgtku ukladu
wspbirzednych plaszczyzny axv wynika, ze uklad amortyzowany dazy dla
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t - oo do poczatku ukladu wspélrzednych, tzn, x—01v— 0, przy czym
H —» 0, Z réwnan zas :

as) {ﬁ:—2hv‘a9c——ﬁ:caz )

3&:1}: ’

okreflajacych polozenie réwnowagi, wynika, ze jest nim dla ruchu na-
przemiennego w granicach wartoéci preyietych dla o, 1 b wiagnie oma-
wiany poczatek wspbirzednych x==0, v=0. Wynika to takze wprost
2 charakteru ruchu wobec wykazania jego naprzemiennoéci wokol punktu
réwnowagi, [2], dla x (f) oraz £ (). Wobec zalezniodci (13) omawiany punkt
(0,0) jest réwniez w tym ruchu punktem osobliwym i rodzaj tego punktu
. oktesli nam charakter trajektoril w jego okolicy. Wedlug Poincar égo
rozwigzanie réwnania.

dv _ Qx,v) _ oz +bot @ (x,0)
dx, Plx,v)  cx-+dv + Py(z,0)

ma w otoczeniu punktu (0,0) taki sam charakter jak rozwigzanie réwnania

dv _ ax-+bv
dx  cxtdv -

{gdzie a, b, ¢ 1 d 53 wspolezynnikami statymi), jesli tylko spelnione beda
warunki nagtepujgce: '

ad—bc# 0, @(0,0}=10, P,(0,0)=0.

W naszym zaé przypadku ed — be==—a, Q. (0) =0, P,=10, a zatem wa-
runki stosowalnodci twierdzenia Poincar égo w otoczeniu punkiu
{0,0) zostaly spelnione. O rodzaju punktu oscbliwego decyduje, jak wia-
. domo, wyrbimnik A= (b—c? + 4ad = 4(h* —a). Gdy 0= h= Y a dla
=0, mamy A <0, fzn. ze wobec b-f-c=— 2h <= 0 mamy punkt ognisko-
wy stateczny (rys. 5). Trajektoria zawija sie spiralnie w kierunku punktu
(0,0). MoZna wykazaé, ze zblizenie punktu wodzacego trajektorii do punk-
tu {0,0) ma charakter asymptotyczny.

Poniewaz trajektoria ma styczng pozioma prostopadia dio osi v i plo-
nowy prostopadly do osi x, to musi istnieé taki punkt (vq, ), aby v >0
oraz x; > 0, czyli punkt lezacy w 1 éwiartce ukladu xv. Ze znanego wa-
runku nieosiggalnoéel przez trajektorie punktu (0,0) w czasie skonczo-
nym, ktéry ma postac P* (&, vy)+ Q% (s, 1) > 0, wnioskujemy o asympto-
tycznym zblizaniu sig naszej trajektorii do polozenia rownowagi, ponie-
waz dla naszego przypadku ujetego w postaci najogoélniejszej mamy

PPy ) Q@ (x vy) == vi+ [~—2hvy — fla)]?= (144 h?) ’D%+2 ho, flx,) +
+[flx)P =0,




“Wynika to z kolei 7 nierdwnosci
(14+4hH)vi>0, 2hy, flx) =0
wobec x, =0, 2hv, =0, fla)x; > 0.

Widzimy wige, ze na podstawie badan jakosciowych mozna stosunkowo
dokladnie okresli¢ charakter krzywych calkowych v(x} dla naszego przy-
padku. Ulatwia to bardzo obliczenia inzynierskie, dajgc sprawdzian do-
Kladnoéci tych obliczen oraz wykluczajac. w zasadzie duze pomylki w ra-
chunku liczhowym. W praktyce inzynierskie] potrzebue s3 jednak’ rozwig-
gania iloSciowe. Z szeregu metod przyblizonych analitycznych i graficz-
nyeh stosowanych .do rozwiazania réwnania amortyzatora mozna wybraé
kilka stosunkowo prostych i dajacych wystarczajaca technieznie dokladnosé.
dla réznych zakresow wartosci parametrow f 1 h. '

1, Metoda rozwiniecia rozwiazania na szereg potegowy. Poniewaz funk-
cje F(x} i ¢(v) sg analityczne w badanym obszarze plaszczyzny xv, moz-
liwe jest dla matych x poszukiwanie rozwiazania v (x) w postaci szeregu
potegowego, zbieinege w pewnym otoczeniu punkiu poczatkowego.
Uproszczenie nasze dla calego zakresu parametréw h polega tylko na
zwezeniu obszaru badania x (t} przy pozostawieniu warunku silnej nie-
liniowosei charakterystyki amortyzacji, co (w odréznieniu od stosowanego’
ostabienia  nielipiowodci w metodzie malego parametru lub ograniczenia
czasu ruchu przy szukaniu ‘wprost x (t) w postaci analogicznego szeregu)
daje nam znacznie ogdlniejsze rozwigzanie. Zaleznie od potrzeby w przy-
padkach, szezegélnych przyjmujemy o(x) w. postaci ‘szeregu poteg parzy-
stych lub nieparzystych _z'nﬁenn@j x -oraz wprowadzamy dodatkowe
ograniczenia. Dla h >} a, tm. W przypadku ruchu nienaprzemien-
nego, przy amortyzacji twardej przyjmujemy rozwiniecie v (%)== a,+’
Faxtaxd -t bez zadnych dalszych ograniczefi. Jednakze dla interesu-
jacego nas przypadku h < Vd tylko dla miekkiej amortyzacji f-0
moglibysmy przyjac w(x) == gy a0 -— 6, X+ ..., PrZy czym wspdlezynni-
kami sg liczhy rzeczywiste. Dla 7> 0 wprowadzamy dalsze uproszczenia
zakladajac chwilowo, Ze v(— x)=— v(x) dla h->0 1 h= V o. W pozosta-
tych przedzialach 0 <h<]/ a znajdziemy funkcje v{x) w postaci szeregu
o wyrazach zespolonych. ' B ‘

Om(’)\ﬁ(rimj_f w-dalszym ciggu poszezegdlne warianty tej metody.

Dia wartosei granicznych ttumienia h =0 (>0, a=>0) réwnanie (5)
mozna hapisa¢ w postaci

(14) — Lo h) - f(x)

lub wobec poprzednich zatozen dotyczacych funkeji f(x) 1 v {x), podsta-
wiwszy z =—— x, mamy ’ '

(15) v(2) (%-‘2h)":f@).
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Przyjmujac v(x) W postaci v(z) = 6y iz a:2 otrzymamy z réwnania
(15) stosujac metode nieoznaczonych wspdtezynnikow '

| YN S M

(16) w(x)==+ 'vo—l—(h—I—l/h +a) (o —x) + 2h+4]@ﬂ(azu x )].

Jest to réwnanie trajekforii rozwikiane wzgledem zmiennej zaleznej v.
7aleznie od obszaru plaszezyzny fazowej v dobraé trzeba kolejno dla
2> 0 lub x << 0 znak plus lub minus przed nawiasem prawe]j strony wzo-
ru (16). Ciggla krzyws v(x) «zszyjemy» z czterech oddzielnych gatezi, od-
powiednio do czterech miejsc zerowych wielomianow, jakie ofrzymalibys-
my z catkowania réwnania na v w sposob écisty. W poszczeg6lnych kolej—
nych obszarach {v >0, x> 0}, {v<<0, x>0}, {v<<0, = <0}, {v>0, :
x << 0} itd. podstawiamy coraz to inne wartosci poczatkowe wvo: (i), O
decyduje o maleniu promienia wodzacego trajeltorii p?-=v®*-+a? Kolejne
satem roéwnania dla poszezegélnych odeinkow trajektorii fazowej beda
nastepujgce: :

dla v =0, x, =0
17 v (X} = vy + &4 (g — 1) + & (b, — xd},
dla v<<0, 2> 0

{18) v (x,) =— [y 1 (g — x,) +ay (a3, — )],

dla =20, x, =<0
. {19) v () == Vg3 + 04 (e — T3) 1 @3 (d, — x?)

itd., przy Cczym X znajdujeny z warunku znikania prawej strony wzoru
(17), 2o z Warunku znikania prawej strony (18) itd. Sg to kolejne malejg-
ce amplitudy ruchu, czyli odpowiednio Lgs™= ®tmax, Loz = Lzmax itd., jeSli
PrZez &y, ..., &, oznaczyc biezace wepblrzedne w poszezegblnych obszarach
plaszezyzny vz. State kolejne sa odpowiednio roWne Vs = 0,055 =[v(t5)|x.~0,
Vs =0, Vg5 == [0{x)]x=0 itd. Stale Xg =T, Oraz Vo =Ly sg danymi dla
naszego ruchu ogdélnymi warunkami poczatkowymi.
Sprawdzianem moga by¢ warunki '

’D()l = vng = 'U[)a =N =g voﬂ, .‘1’:02 > 3?04 = mgﬁ > v .‘1?07(,;+1] 3

odpowiadajace kolejnym naprzemiennie zn’iniejszajacym sie maksimum
energii kinetycznej w polozeniach réwnowagi i potencjalnej w potozeniach
wychylen maksymalnych. .

Przytoczymy przyklad liczbowy dla e=12, g=1, h=02, x,=0,2
iv,=—250.
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Obliczymy kolejno:
1

a1=0,2—|—]/)2_,T4":1,6.3,' aa:mm—zo’z;'. o
v () = 25,33 — 1,63 ¢ — 0,22,
0(0,2)=25,  »(2)=204T, @A =603,  Tu=445,
v (1) =23,5, v (3) = 15,04, v (4,45) =0, oe = 0;
v (xg) == — (24,85 — 1,63 ¢ — 0,2 2%, :
p(d)—— 555 ©(@)——20, 0(0)=—2485 Tu=0,
v (3) = — 14,56, (1) = - 23, ' gy ==— 24,85,
v {ig) = — 24,85 — 1,63z — 0,2 %%,
(1) ——23, v(—3=—1456, v(—445)=0, Tgy = — 4,45,
p(—2)=—20, v(—4=— 559, Vg =0}
v (xy) =1(24,85 +1,63x 1 0,2 %),
v(—4)= 5,55, v {(—2) =20, v (0) = 24,85, 2y =0,
v {— 3) = 14,56, v(—1)=23, gy = 24,85.

Na rysunku 9 przedstawiono traj ektorie dla tego przykladu zmalezio-
na graficznie metodg Liénar d a. Porownanie wynikéw obu metod wy-
kazuje rozbieznoé¢ nie przekraczajaca 10%b. _

Dla wartodci granicznych hz]/a stosujemy postgpowanie analogicz-
ne. Tutaj stale wynosza: a;=2,41 V ‘« oraz o, = f/7,66 Va.

Wzér (16) przybiera wiec postaé

(20) o ov(y==% [vo—i- 2,41y a (x,—x)+ —i— (a5 — ;ﬁ)] .

Wzory (17) - (19) maja zastosowanie bez zmian. -
Dla przedziatu 0 <h<]/a rozwiniemy funkcig v (x) w szereg Tay-
lora w ofco_czendu punktu (a,, v,) ograniczajgc sie do trzech wyrazow:

. . I 1 rr :
(21) () = v, + (2 (x — ) + _2“'” ‘(xo) (20— xp)”.
Zwiekszajac liczbe wyrazéw przy zachowaniu ponizej ‘przedstawione] pro-
cedury mozna okregli¢ v (x) z dowolng doktadnodcia.

‘Wspodltrzedne trajektorii obliczamy wedlug poprzednio przyjete] me-
tody piszac wzor na v (x) w formie ’

(22) vix) = {'UOE f;lo—. (2 hwor + axoi -+ ﬁmgf) (x— x0:) +
. 1
2 v

[a + 3 ﬁx%i + *5? (axo; + ﬁmg;) (2hve -+ axo: + ﬁ.’fcgf)] (x— .’L‘oi)g}

i przyjgwszy oczywiscie, ze Xo; == Lo, Vo1 ™ Yo’
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Poniewaz dla rozpatrywanego ruchu istnieje zawsze przynajmnie] jed~
no zerowe rozwigzanie, mozemy zalozye dla ulatwienia obliczen, ze Ty =V
Wtedy dla wezystkich nieparzystych obszarow plaszczyzny fazowe]
(i=2n+1 n= 1,2,..,00) wzor (21) uprosci sig odpowiednio, .

2. ‘Metoda kolejnych przyblizen Picarda. Nie jest ona na ogbt:uzywana o1
efektywnego rozwiazywania réwnan, gdyz wymaga duzego nakladu pracy,
jednakze przy ograniczeniu sig tylko do pierwszego przyblizenia uzyskuje
sie dobre rozwiazanie orientacyjne. ) .

Wychodzac 2 réwnania

dv : a8
Vo 2hv— ax — f&

i przyjetych warunkéw brzegowych otrzymujemy jako pierwsze przybli-
zenie ' :
(23) vl = v?,—l—tkhvn(;co» x)+alxl— m‘z)—l—‘%(a:g —x").

Rownanie to mozna rozwiktaé wazgledem zmiennej v:

G

(24) - v (x) =~ = "/vi () -

Znaki = przed plerwiastkiem’ interpretujemy jak pnprzednha's-:balsze po-
dtepowanie 1 tzw, «zszywanier odcinkéw trajektorii jest analogiczne do
przedstawionege W metodzie’ poprzedniej. Drugie przyblizenie réwnania
(23) wymaga do&é skomplikowanych obliczen, w ktérych wyniku otrzy-
mujenmy ' ‘
U%mvﬁ—}—Za(m‘é—x2)+ﬁ(m‘l‘]—x‘l)+4h(zcoﬁ—:c)><

X [vqu 1/1)?,—}—4]1@0 (a:o—ac)-ka(s:’é——xz)—}wg (xd— m‘i] :

3. Zmodyfikowana metoda graficzna Liénarda. Metoda ta w zastosowa-
niu do naszego przypadku sprowadza sle (por. [8]) — po pewnej zmianie —
do konstrukeji nastepujace] (rys. 0. . :

Kreélimy na plaszezyznie o krzywg 2hv — ax— px?==0. Punkt P,
{zwigzany Zz warunkami po-cza;tkowymi) rzutujemy réwnolegle do pro-
stej x=0 (punkt A). Prostopadle do kierunku rzutowania odkladamy od-
cinek AB == v,/2h. Laczac P, i B otrzymujemy odcinek stycznej do tra-
jekforii, na ktérej obieramy dowolnie bliski punkt P, powtarzajac dla
niego t¢ sama konstrukeje itd. Postepowanie takie mozna azasadnié ma-
jac na uwadze, Ze '

aztpz’
dv  —-2ho—ax —fX 2R g gy —
S T = o ——tgs=tg (180 s)wtgtp,
2h

zas kat ¢ jest wlanie katem pochylenia trajektorii v ().
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Parametry «,f8 1 h spelniaja okreslong role techniczna‘,' dmtegd jes't'”. S

konieczna pdpo-wiednia dyskusja przy wyborze typu konstrukeji amorty- -
zatora. Wplyw parametru « jest
zwykle maly, stad po ustaleniu 1\\/
h< Ja giéwny ciezar analizy - By (X0, %)
cbejmuje parametry g i h.War-
toge f okresla stopien nierow- "
noécl jezdni, zas wartosé h jest
swigzana z szybkoscia zanika
amplitudy i takiego tiumienia,
ktére by umozliwito optymaline
wytracenie» przy$pieszen ukia-
du, tzn. mozliwie spokojng jaz-
de bez wstrzasow.

Wszystkie omowione 1oz~
wigzania przyblizone maja 0~ . .
golna postad , : : - Rys. T

2hv-Fix)=0

v(m)ij—[au——.—j‘mx"] . (izcl,....,n) L

dla kazdego z tukéw trajektoril, przy czym wspotezynniki ¢; zaleza od h
i f na ogodl w taki sposdb, ze &, rognie ze wzrostem h; a; (i 1) maleje ze
wzrostem h, za$ ro$nie ze wazrostem . Poniewaz jednak dla malych *
{w rozpatrywaﬂym przez nas obszarze), a, roénie szybeiej wraz z b niz a;
(i > 1) maleje, moina przyjaé, ze ze wzrostem h 1 f predkost v (x) szybko
maleje. Wynika to zreszty wprost z zaleznoscl

v, 2hvlbaxtfE

Cde v

przedstaxw-iéija‘cej kat pochylenia trajektoril fazowej. Zatem ze wzrosiem
saréwno h, jak i f maleja réwniez kolejne amplitudy ruchu i ruch jest
szybciej thumiony. . '

Zauwaimy rowniez, ze przy stalym h wzrost § wplywa na zwiekszenie
dysypacji. A zalem im twardsza charakterystyka amortyzacji, tym szyb-
ciej ruch amortyzatora ulega sttumieniu. Dla tlymienia wiskotycznego
teoretycznie amplituda powinna zaniknaé po nieskohczone] ilosci od-
ksztalcen, nas jednak interesuje praktycznie stopien zanikania amplitud
tylko do pewnych okredlonych ich wartogel, ktéore mozemy W kazdym
przypadku technicznym ustali¢ na podstawie zaleznodci energetycznych

1

~
Tin =" %o,
o -




Xg= 8,2 Vg:25
a=2 B=z
h=02 odpow. charakl. @
h=05 . b
h=1 ¢




o ¥

\

=02 =25

=2 B=1

h=0,2 odpow. charokl a
h=85 b
fi=A ¢

- Rys. 9
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gdzie
%aiﬁx%aazﬁ—l—hvﬁ.

Z przeprowadzonych rozwazan wynika ponadto, ze przy ustalonyno:
ff = const dla h — 0 uklad upodabnia sie do nietlumionego oscylatora nie—
liniowego zwigzanego z réwnaniem (10}, ktére wynika wprost z réwna-
nia (23) dla h==0. Za$ dla h-—>ya ruch zatraca charakter oscylacyjny,
trajektorie stajg sie krzywymi trzeciego stopnia zgodnie z réwnaniem -
prayblizonym (20).

Dla tej samej zatem charakierystyki spreiystej, przy tych samych
warunkach poczatkowych, wraz ze wzrostem dysypacji polozenie réwno-
wagl, wokdl ktorego odbywajs sie drgania, zmienia charakter: z punktu
osobliwego ogniskowego staje sie' punktem osobliwym wezlowym, tra-
jektorie przecinaja coraz rzadziej oé x.

Av

=¥

Rys. 10

Uwagi powyisze ilustruje przyklad liczbowy dla nastepujacych war—
todet: a==2, x,=0,2, v, ==25. Odpowiednie wyniki podano dla réznych
wartosci f 1 h w tablicy 1 oraz na rys. 8, 9 i 10 (wykre§lone metoda
Liénarda).

W obliczeniach technicznych badanie omawianego charakteru naprze-
miennosci ruchu amortyzacji, tzn. kolejno zanikajacych amplitud ruchu,
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oraz odeinkéw czasu Af; pomiedzy pojawieniem sig tych amphtu a, moz_'.'_":'
na przeprowadzm droga dyskusji-na- liczbach" szczego}:owych:

5 sy | 2| § i, Bl By
Xo:i+1
Oraz
X0+t '
dx
6 s— e
(26) - At f v{a, i, fla,h)’

.\'01'

gdzie i,8/a i h sa parametrami danego ruchu. Daje to konstruktorowi moz-
nost takiego doboru parametrow fla i h (materiatu i ksztaltu sprezyn
oraz oleju ﬂumlqcego) by otrzymaé wymagane dla eksploartacsl po;azdu
stosunki aoifxei oraz At Aty dla danych i

Oméwimy przyklad obliczenia konstrukcyjnego na tle podanej teorii.

Na podstawie réwnania (16) mozna napisa¢ dla poszezeg6lnych ampli-
tud ®imax OFAZ Tyiryymer Dastepujace réwnania

— ' —_ 3 =
@7 { Qg; — Oy Ty — Uy T, =0,
. _ 3 - PN . N
- U1 B4y oy CaXyyy = 0,
gdzie
. J— 3
ay; vm—i—aiam.Jra 5‘30;41:
a’(]:+1 (VI o A o 370: 10
czyli : :
— - 3 Ry
(28)" { Vg g (g — ey g ) 8y (5, L) == 0
_ . 8 a3 )y —
Vg4 T O (Zprq L)~ O (20— Ty 9} =0

7 réwnan (28) widaé, ze przy zachowaniu statego f i h (tzn. stalych a, i a.)
- oraz niezaleinie od zachowania sie tych parametréw w kolejnych obsza-
rach — wobec Vo = Vor+1 malejs kolejno rdznice Tp;— Xoi+1, 8 o za tym
idzie, mamy ;= #iy1. Znaczy to, ze przy obranym przez kanstruktora
stalym h efekt thumienia amortyzatora w czasie ruchu (na skutek nieli-
niowej sprezystej amortyzacji) maleje. Efekt powyiszy zneutralizowaé
mozna wzrostem h i . Siegnijmy po ilustracje znéw do naszego przykia-
du liczbowego: a=—2, x,= 0,2, v,=25. Dla poszczegdlnych § 1 h ko-
lejne stosunki amplitud x»; podane zostalty w tablicy 1.

Tablica 1
Ji h 1 I 3 N %y g 7
Loz 1,08 1,06 1,05 1,02 1,04 102 1,00
1 23 5 o1 S =L
5 02 . 1,55 1,43 1.4 14 Lz 1,15 . —




Szybkoé¢ malenia x; bardzo wzrasta wraz z h, nie zmienia sig prawie
pod wplywem zmiany f. Wynika to wprost z oméwionego poprzednjo
wickszego tempa wzrostu a, oraz h, od tempa malenia a,, oraz z niezalez-
nofci a, od f. Natomiast wplyw § jest widoczny na kolejnych przyro-
stach At

Dla omawianej przez nas metody rozwiniecia w szereg mamy np.

i ] x0i+1d
i
(29) Aty== f ppas
*0;

Jesli obliczane poprzednio wspoélczynniki rozwiniecia przyjac na razie
dla uproszczenia za stale

0‘,0 (i: a, ﬁa h) = v(];' -+ a‘j_ x(]f + Gy mgi '
a;=f {a, £, h),

] aﬂﬁfa (a’ﬁ}h)i
to ofrzymamy
X0i+1 B TER |
dx
A t: == o 2 :
an—al a‘lmi (—x,) (—a,x® —a, 2, T -0y X, ¢)

*0f

Podstawiajgc dalej dla uproszozenia

A=a1+a3ng+1, B=ayxy ., C=a,
oirzymamy
Aty= ! e 1 ‘B4-2Cxis1 arc tg B+2Cx
A—|~Bmm vt O ]m ]/—AC B

l (o 11 — ) ” ot

A+B:r:+Ca:
{ 1 [ 3xor41 arc tg Toi+1 T2

a,+3a,2%, ]/m o
i+

]/4 +3-'ro:+1

In (xor+1 — x)? ]}*ﬂﬁ 1
9 2 2 .
27 ag(xg  + xy ot )+ 0y |fxo;

Z zachowania sie stosunku a,/a,, gdy wzrasta f§, widaé ze przy rosna-
cym f przyrosty At; wzrastajg szybceiej, gdy wzrasta ».. Np. dla naszeg:
przykiadu, gdy e=2, =1, h=0,2, x,=— 0,2 oraz v, ==25, dla ktorego
znalezliSmy a, = 1,63, @, = 0,2, x,, = 0,2, x,, — 4,45, x,, =10, otrzymamy
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dla odcinka czasu potrzebnego do osiggniecia przez ukiad plerwsze]j 'ampii;
‘tudy nastepujacy wzdr:

4,45

ia _ - _
Aty _. 0% A — 1,655 125,83 == l0,104 arc tg (9,46 —0,21x}y—

0,2
20—89x+ax \]4%
—0,0371n ; » Y
et (5,59—!—0,89 x+0,2x2)] 0

skad po wyliczeriiu Aty =0,07. ‘

Nie zawsze jednak konieczne jest dia pozostalych obliczen lub dla
spelnienia wymagan technicznych okreslenie trajektorii fazowej uktadu
amortyzacii metodami analitycznymi. Okreslenie odcinkéw czasu At a co
za tym idzie wszystkich technicznie waznych elementéw ruchu x (t), moz-
na uzyskaé¢ tez za pomoca metod graficzoych. Jedli przyjaé ogolna postat
trajektorii fazowej w formie : -

T () = @y — @ T — o TP,

to majge okre$lone graficznie amplitudy e, Xoi+1, Xoit3 Or&z Doi, Voiti
Tatwo na podstawie réwnan (28) okredli¢ wspdlezynniki a,,ay, @o: 1 g3, PO
czym jak poprzednio obliczyé
RIUTES
s dx
ER

oi-— &y Li—— Qg Xy

_\’ui

At; =

W przypadkach orientacyjnych obliczen konstrukcyjnych uktadu
amortyzacyjnego potrzebnych do ustalenia geometrycznych parametrow
konstrukeji, np. skoku amortyzatora, interesowaé nas bedzie tylko pierw-
sza amplituda ruchu naszego uktadu oraz czas jej osiagniecia. Wicksze
zapewni bezpieczenstwo oczywiscie taka metoda, ktorej dokladnosé wpty-
nie na realizacje urzadzenia o duzej amplitudzie. Tak np. dla omawianego
przez nas przykladu przyjmiemy raczej wynik znaleziony na podstawie
metody rozwinigeia na szereg, tj. Xgp =445 (metoda L.iénarda da-
la xpy=4). ‘

Kazda z opisanych metod moze byé wykorzystana w pelnym zakresie
a, f i h. Najszybciej daje wynik metoda graficzna Li énarda. Nie ma
tu jednak mozliwodel rozwazenia kolejnych wartodei At:; uzupelnienie
mozna otrzymaé za pomoca niezbyt ucigzliwych obliczen w oparciu o wzo-
ry (28). Zachowanie dokladnoéci wynikéw w otoczeniu punktu {0,0) wy-
" maga preyjecia duzej skali na obu osiach v (x),co dla =2 stwarza juz
" duze trudnogci techniozne w kreSleniu ze wzgledu na konieczna bardzo
duza powierzchnie rozkladu punktow tréjkata na rys. 7. Nieskompliko-
‘wana jest metoda rozwiniecia na szereg potegowy o. niewiadomych wspol-
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czynnikach., Przy zachowaniu 2 wyrazu rozwiniecia biad przyblizenia nie
przekracza 5%, Rozbieznoéé wynikéw obu tych metod przyblizonych, jak
juz wykazaliSmy, nie powinna przekracza¢ 10%, co mniej wigeej pokrywa.
sie z sumg bledéw przyblizen. Pozostate metody rozwiniecia rozwigzania
na szereg kolejnych przyblizeh wymagajg klopotliwych obliczen. Byty
takze préby, [6], stosowania metody czeSciowe] linearyzacji odcinkéw
charakterystyki nieliniowej (tzw. metoda «zszywanias). Moglaby ona zna--
lezé zastosowanie w przypadku charakierystyk w postaci krzywej lama-
nej, w ogblnym jednak przypadku ze wzgledu na to, ze wymaga duzego
nakladu pracy, metoda ta nie wydaje sig praktyczna.
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Pezswome

JUHEWHOE I[EM.H@HPO!BA\HHE.HE’HHHEHH-OH AMOPTH3AIIHAHY
OMHHAPHOIO HMIIYJBCA

Hocme obcyxRpenus ROHCTPYKIPMOHHON CTOPOHBL MCCHEIyEMONH amop—
TH3AMHY, (DPUIMHECKHX TPENION0oXKenui 1 obaacTit MCcIeAuBaENRE cocTaB—
JieHa MOZIENb CHCTEMBI M COOTBETCTBYIOLUEE YPABHEHNE BMIKCHMA mz+
—]—lac—I—F(m)—O Vzraraerca KpaTko, paspaboTaHHbii paHee, XavecTBeH-
HBLI aHANN3, KaK NpeIBapuMTenbHasd Mepa K MHXKEHEePHBIM KavueCTBeHHBIM
HCenenoBaHMaM. Jalee, OrpaHMYMBAACE MCCIACKOBAHMEM IICPEMERHOTo
JRVOKCHUA ¢ JKECTKOM yIpyrofi XapaKTEePUCTHKOM, ARTOP OMMCHLIBAET HpPH-

© DIICKeHHLIE MeTONBl KOJMUECTBEHHOTO aHaimza Hambojee yaoDHBIX AAA
OTHACJIBHBIX MHETEMPANoB MIMEHYMBOCTEH MapamMeTpPoR AeMIIPHpOSaHHSs
¥ YIPYyIeil XapakTepHeTHMEM. JMedwcieHwus IoTmoJHEHBI HMCJOBBIMM NPW-
mepam. Ha ocHoparmy npubiICKeHHBIX TeopHit (Da3HEIX TPaeKTOPMH IIpo-
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BOAMTCHA AMCKYCOMA XApaKTepa JeMIhyMpOBaHMA M M3MEHYUBOCTH HAIPAB-
JeHMA IBMIKEHWMA AMOPTMIAIMOHHOM CHMCTEMDI, B 3aBUCHMMOCTHM OT 3Hade-
“HUIT IapaMeTpos AeMIMUPOBatdMa M YOPYTON XapakTepweTWRM; IIPKM STOM
TIPUBOIUTCA YHCAOBOM IIPUMEP TAKOTO NBMAKCHMA A PasiiIHbIX BapUaH-
TOB TIAPAMETPOB. YRasbIBAeTCd HeoDXOMMMOCTL [POBEREHNS JMCKYCCHUH
KOHCTPYKTOPOM AMOpPTH3AIIMOHHON! CHCTEMBI, B KajK/0M CIydUse KOHKpeT-
. 'HOTO KOHCTPYXIMOHHOTO PEIIeHMHA, € .JeJbI0 NoADOpa ONTUMANBHBIX 3Ha-
oM 0BCYIRASHHEIX TapaMerpoB.

Summary

LINEAR DAMPING ‘OF A SINGLE IMPULSE BY A NON-LINEAR SHOCK
ABSORBING SYSTEM

After discussing the design problems of the shock-absorbing system
considered, and also physical assumptions and the scope of investigation,
a model of the system is established with the corresponding equation of
motion. The existing results of qualitative analysis of the case under con-
sideration are summarized. Then, the author passes to a description of ap-
proximate methods of quantitative analysis for each particular range of
damping parameters and elastic characteristic, confining his investiga-
‘tion to alternating motion with elastic characteristic of the rigid fype.
“The calculations are accompanied by numerical examples. On the basis of
approximate equations of phase trajectories, a discussion is entered inte
on the character of damping and the alternating motion of the shock-ab-
sorbing system, depending on various damping parameters and eclastic
characteristic. A numerical example of such a motion for various values
-of these parameters is included. Attention is drawn to the necessity of such
‘an analysis for the designer of the shock- absorbing system in every case
of design. This is necessary for selecting the optimum values of para-
meters,

Praca zostala zlofona w Redakcji dnia 17 kiietnia 1957 1.






