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' Poézukujqc rozwigzan zémkniétych (tj. wyrazonych za 'poinoca‘"znm
nych funkeji) dla plyt prostokatnych o dwoch przeciwleglych brzegach
utwierdzonych Koepcke, [1] 1 [2], 1 Papkowicz, [3], uzyskali od-
powiednie wyniki wyrazone przez uklady funkcji biharmonicznych, spel- '
niajace warunki brzegowe na brzegach utwierdzonych. Spelnienie wa-
runkéw brzegowych na pozostalych brzegach podpartych dowolnie otrzy-
mali na drodze aproksymacji rozw1qzama wyzej wspomnianego i calki
szczegbinej odpowiadajgce] danemu obciazeniu zewnetrznemu. Kito-
wer, [4], rozszerzyt zagadnienie na plyty o dwéch przeciwleglych brze-
gach wolnych lub o jednym utwierdzonym i drugim wolnym. Zagadnie-
niem powyzszym zajmowali sie tez Worch, [5], Grinberg, [6].
i w czasach ostatnich Wegner, [T].

My$l przewodnia metody Wywodzqca sie od T6lkego, [8], 1 rozwi-
nieta ndstepnie przez Fadla, [9], polega na przedstaw1emu wartosci
wlasnych réwnania przestepnego w postaci zespolonej. ;

Wszystkie wspomniane rozwigzania dotyczyly plyty i'mtrdﬁowej'. Ce-
lem niniejszej pracy jest rozszerzenie metody KoepckegoiPap ko~
wicza ha plyte ortotropowag Zajeto sie blizej problemem wyznaczenia
‘uktadéw funkcji wlasnych réwnania jednorodnego quasi-biharmonicznego.
Gdy wyznaczone zostang te funkCJe sam tok postepowamo przy rozvvla,zy-
waniu plyty ortotropowej nie bedzie
sie ré6znit od metod podanych przez
Koepckego i Papkowicza
dla plyt izotropowych i dlatego w pracy.. .

1. Punktem wyijscia jest rdéwnanie

niniejszej zostal pominiety.
rozniczkowe jednorodne powierzchini

¥
o
ugiecia prostokatnej plyty ortotropowej W“
o k1erunku ortotropii zgodnych z przy- a |

]etyml osiami wspélrzednych (rys. 1): Rys. 1
0% w ot w 0% w \
(1.1) o Dy _a'%};" f_ 2H ox? 0y2 —.f:—‘D,\- Ot _0 t it
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Wspbtezynniki w réwnaniu (1.1) okreslajg znane wzory:

E\ri h3 7E}f h'3
12 De=yzo g D= 1

2H:D_\"VJJ+D}:’V,\-+4C,

gdzie E. i E, s3 modutami sprezystosci wzdiuz odpowiednich kierun-
k6w ortotropii, C =G, h%12, G, jest modutem odksztalcenia postaciowego,
py 1 vy 58 Wspolczynmkanu Poissona, ah jest grubodecig plyty.

Wprowadzajac oznaczenia ¢! = Dy/Dy 1 Q—H/]/ D D, rownanie (1.1)
przqume postaé
. 64 64 ' 64
as- dy "+ 0" 0x? oy + et Gt =0

Wedluz brzegow pkyty dla y = —i—b/Z sq spetnione Jednorodne Warunakl
brzegowe

(1.4) : w=10,. %ﬁ:g,

" Przedstawmy ugiecie plyty w W postaci szeregu
{1.5) . o 2 ekt Fk(y
k

Jak latwo sie przekonaé, kazdy wyraz szeregu (1.5) spelmia zaréwno
réwnanie quasi-biharmoniczne (1.3), jak i warunki brzegowe (1.4).

Podstawiajac w do rownama (1.3) otrzymujemy réwnanie rozmczko»
we . zwyczajne :

(1.6) F(y)+ 206 85 Fily) + & s 7, =o.

. V_Warunk:i brzegoiyg dla tego réwnahiq_ sq nastepujace: _
an F%L§)=:O, F%th)::O. o
Przechodzae z kolei do ro-:zwiaczania féwnania charakterystyeznego

(1.8) - 4 206" sE T L8t s) = '
otrzymujemy trzy rézne rozwigzania dla trzech przypadkéw: ¢=>1, g=1

oraz o -1, o
Niech pierwiastki réwmnania (1. 8) Wynoszq

(1.9) oo == b, meae=Ei

Wowezas dla ¢ > 1

(1.10) ﬁkZShE]/Q+ Veoi—1 1, e VIQ—— l/gTj R
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dla p=1
{1.11} Br=Azr=spe ' '
oraz dla g<C1-

{1.12) Br== s+ iy, A ™= g Yy

14pe
o =8, & Y

2. Rozwigzanie dla przypadku ¢ 1. Calksa ogélng réwnania (1.6) 3est
funkcja

{2.1) Fu(y) = arcos ey + brsin ey +epcos Ary+ desin A y.

gdzie

Podstawiajac y = -+ b/2 otrzymujemy

b . :
Fy (?) =a,cosp, +b,sing,+c,cosp, +d,siny, =0,

2.2} b '
jon (L 2) =0, oS, — by sing, +-c, cosy,—d, siny, =0
oraz
Ft, (E) = —a, B, sing,+b,f, cosg, —c, A, siny,+d, A, cosy, =0,
@3 | R
' Fr (— ——2—) = d, Bk sin (Pk_i_bkﬁk cosg, + ¢, zk siny,~+d, }‘k cosy, = 0’
gdzie | |
. - b b
(2.4) e T ﬁ!z.ﬁ ] V= e 9"

Jak latwo zauwazyé w powyzszych rownaniach wydz1e11c mozna czesc
symetryczng i antysymetryczng. '
24. Czeé¢ symeiryczna

a, cos g, +c,cosyp, — 0,
{2.5) '
ay By, Sin @+ ¢, 4, siny, =0

posiada rozwigzanie rézne od zera tylko wiedy, kiedy Wyznaczmk ukiadu
rowna sie zeru, czyli gdy -

(2:6)_ . A, siny, cos p, =f, sin g, cosy, . .
Réwnanie powyzsze zapisaé mozemy w postaci réwnowaznej -

{2.7) . A tgy,=f 189,
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chociaz forma (2.6) nadaje sie lepiej do dalszych rozwazan. Po Wprowa--
dzeniu oznaczen :

08 n— Ve VEL, oVt Vi =1, o=,
réwnanie (2.8) przyjmie postaé
{2.9) ¥¢ 8in y @, o8 y, w, =¥, 5in y, @, €08 ) 3, -
Przyjmujac dalej
(2.10) 8=y, +vs, Sp =1 — s
étrzymamy po przekszialceniach
(2.11) y{sin 6, @, +sin 8, w,) = y,(sin §, w,—sin é, w,).
Przedstawmy za Fadlem, [6], w, w postaci !zesp'olon ej,
{(2.12) w, =1, +i,,
i wetawmy te liczbe do rdwnania (2.1 1-):
(2.13)  y,[sin 8,(r, +it,)+ sin 8,(r, +it,)] —
: o =p,[sin 8,(r, + it,) — sin &, (r, + it,)]

Po przeksztalceniach i przyréwnaniu oddzielnie czesci rzeczywistej i uro-
_jonej otrzymujemy ostatecznie réwnania pozwalajgce wyznaczyé 1y i ta:

{ 8y 5in 8, re ch &, tp == — 8, 8in d, s ch by T,

(2.14:) 52(:08 61.”: sh 6] t,'z:——dlcos 62 ’J‘kSh 62tk‘

2.2. Postepujac analogicznie dla czesci antysymetrycznej

b, Sin_(pk +d, siny, = 0,

(2.15) ) [
b,B.cosg,+d, i, cosp, =0
otrzymamy
d, sin 6,7, chd t, =4, sind,r, chd,t,,
(2.16) ~ l :
d,cosd r,shd t, =9 cosd,r,shd,t,. .

3. Rozwigzanie dla przypadku o= 1. Przypadek ten sprowadza sie do
plyty izotropowej. Zostal on szezegdlowo rozpatrzony przez Koepcke -
go i Papkowicza, przytoczymy wiec tylko wyniki. Funkejy rozwia-
zujges jest nastepujgca funkcja:

(3.1)  Fuly)=arcos ey + brsin fry -+ cx fry cos fry -+ di fr y sin fr y.
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Podstawiajac [por. (2.12)]
W, =1y, ity
otrzymujemy dla czedci symetryczne]

sin 2r,ch 2ty == — 27y,
(3.2)

cos 2 sh 2t = — 2tz
oraz dla czgfel antysymetryczne]

{sin 27y ch 26, == 271y,

(3.3) cos 2r, sh 2t, = 2t5.

4 Rozwigzanie dla przypadku ¢<(1. Funkcja rozwigzujaca ma postaé

(4.1)  F(y)=a,cos p, ychu,y +b,sin u, ychu,y-+
+ ¢, c0o8 jr1, Y S o, Y -+ Ay sin gy Yy sSh g, Y.

Postepujac podobnie jak w p. 2 fatwo znalezé zaleznose dla czesci
symetrycznej i antysymetrycznej na 7x i t. Do tych samych wynikow
dojé¢ mozna wykorzystujgc rozwiagzanie (2.14) i (2.17), majac rowno-
czesnie na uwadze zaleznosci f, = gy, + ity Oraz A, = py, — ip,, przedsta-
wione w nieco innej postacil:

(4-2) ﬁk == Sk('ﬁ} - 7"'92)» Ap = Sk(ﬂl o 5193),

gdzie Hp=—¢ ‘|/ 1=+ e)/2. ,
Wykorzystujac dalej wzory (2.10) otrzymamy po przeksztalceniu zalez—
nosci: ' - . .

1

" 4d. dla czescl sjr'metryéznej’

(4 3) { T?g Sin 21?1 Tr Ch 2'&1 tk _ 191 Sh 2?92 T'e COS 2?9-3 tk )

9, cos 20, v, sh 20, tp = — O, ch 28, resin 20, te;
£2. dla czefci antysymetryczne]

{192 sin 28, 7, ch 28, ta = 9, sh 20, rrcos 24, te,

(4.4) 9, cos 28, rp sh 28, t, = 9, ch 28, T sin 280, tn

Rownania powyzsze, jak rowniez réwnanie (2.14) i (2.16) przechodzy
w rozwigzanie dla plyly izotropowej, czyl dla p =1, jeéli przejdziemy

z wiclkogciami 9, i 9, lub 8, i 8; do.odpowiednich granic.

1 Por. prace np. J. Mossakowskiego, [10[.
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5. Pierwiastki réwnan przestepnych na 7 i t, dadza sie obliczyt sto-
sujac np. metode Ne wtona do réownan z dwiema niewiadomymi. O ile
w przypadku izotropii pierwiastki nie zalezg od zadnych dodatkowych
paramétréw, w przypadkach ¢ =1 dla odpowiednich warto§ci parame-
tréw o 1 ¢ istniejg oddzielne grupy plerwiastkéw. Jako przykiad podano
3 pierwsze wartoscl plerwiastkow réwnar (2.14)i(2.16) dla g=11 1 &= 2
(tabl. 1).

Tablica 1

Pierwiastki rownania (2.14) | Plerwiastki rownania {2.16)

¥ = 3,870 t, = 1,131 7, == 2,151 t, = 1,053

1y = 8,815 t? = 0,000 7, — 5,615 t, = 0,918
© o1y =8§,131 t; = 0,834 7, = 7,332 t; = 0,000

Znajomost plerwiastkow pozwala wyznaczy¢ odpowiednie funkeje bi-
harmoniczne (1.5). Jak juz zaznaczylismy, dalsze postepowanie przy obli-
czeniu plyt nie rézni sig niczym od sposobu podanego przez autoréw wy-
inienionych ma wstepie. '

Literaiura cytowana w fekscie

[1] W, Koepcke, Uber das Randwertproblem an rechieckigen Platten, Bor-
na-Lipsk 1940. )

{2] W. Koepcke, Zur Ermittlung der Einflussflidchen und innerem Krifle"
wmfengsgelagerter Rechteckplatien, Ing.-Arch., 1. 17, 1950. :

3] I.@ Manxobkug, Cmpoumetiias HMeTaRiKe wopadAs, CZ. _2,Le‘ningrad 1941,

(4] K. A Hurosep Hiwud mourus npamoyeoabtHbly naum, C6. Paciem npocm-
panemaeHHvie xorwempywyul, 2, Moskwa 1951 ) L )

[5] G. Worch, Beifreg zur Berechnung der allseitig eingespdnnten Rechteck-
platte, Forschungshefte Geb. Stahlb, 6 (1943).

[6] I"A Tprubepr, O Hemode, -ppedaoocernon . D, Hanxosuuos dan peweHis
naockolt andeny meopuw ynpyeocmu Bas apgMoYy2oaLHO odsaemu 1 2adawy uammie npa-
Moy2omeHoll monKoth nawme ¢ JeyALs 30X PeNAeHIbLMNY EPOMEGMU, W 0 HEKOMOPHIT €20
o0Go0uyenuaw, Tparn. Mar. Mex., 17, 1953. -

[7]“ U. Wegher, Berechnung von teilweise eingespamiten rechteckingen Plat-
ten bet Vorgabe von Randmomenten, Zeitschr. Ang, Math, Mech, t. 36, 9-10 (1956).

[8] F. Télke, Wasserkraftanlagen, Iandbibl. Bauing., Berlin 1938.

[91 J. Fadle, Die Selbstspannungs — Eigenwerifunktionen der gquadratischen
Scheibe, Ing-Arch,, 1. 9, 1940. )

' [10] J. Mossakowski, Osobliwe rozwigzania w teorii plyt ortotropowych,
Arch. Mech. Stos. 3 {1854).

(111 C. Runge, H. Konig, Numerisches Rechnen, Die Grundlagen der

mathematischen Wissenschaften in Einzeldarstellungen, t. 11, Berlin 1835.

»

1400




Peszwme

METOA HENKE-TIATTHOBMYA B NPUMEHEHHUM K OPTOTPOITHBIM
OJNACTHHEAM

Pemreme Kenxe-Ilankosuda, NOMYyYeHHOS JUIA M30TPOTHBIX ILIACTH-~
HOK, BAUIEMJEHHBIX BJIOJE IPOTHMBOMOJOMILIX KPAcs MOIKHO JIETKO pac-
HNPOCTPAHMATE HA AHAJNOMMYHBIE OPTOTPONHBIE LTACTHHREMU. B 3aBHCHMOCTH
or snawenmit p==1 ypaBHemna (1.6) Opimu IONYHEHEL COOTRETCTBYIONINE
TPAHCLIELEHTHbIE YPIXBHEHMA,

Hypusogured YMCIOBBEC sHawenyua KOpHeH T, M i) ANA 3agaHHBIX
o=1,1nu e=20.

Summary

APPLICATION OF THE KOEPCKE-PAPEOVITCH METHOD TO ORTHOTROPIC
PLATES

The solution obtained by Koepcke and Papkovitch for isotropic plates
clamped along two opposite edges can easily be generalized to analogous
orthotropic plates.

Depending on the value ¢ = 1 of the Eq. (1.6), transcedental equations
are obtained. The numerical values of the roots 7% and t, are given for .

"p—1,1 and ¢=2,0.

ZAKEAP MECHANIKI OSRODKOW CIAGEYCH
IPPT PAN

Praca zostale zlozone w Redakceji dnia 11 kwietniq 1957 1.
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