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W pracy rozpatrywane sa drgania poprzeczne preta wirujacego, wspar-
tego na trzech podporach, z ktéryeh Srodkowa przesuwa sie ze staly pred-
kodcia v wztluz osi preta (rys. 1).

Réwnanie ruchu zostalo wyprowadzone przy zatozeniu gladkosci pod-
por i przy pominieciu oporu osrodka i oporu wewnetrznego. W przypadku
dwoch podpér A 1 B wirujacy pret ze stalg pregikoécia katowa o 1 drga-

jacy poprzecznie jest obciazony claglym ukla- p o 3
dem sit bezwladno$ci w ruchu postgpowym fg"ﬁ? = il aa

elementow preta w kierunku prostopadiym do — 1 =
osi preta oraz reakcjami na podporach. Cigzar
preta pomijamy.

Uklady tych sil leza w jednej plaszezyznie przechodzgce] przez 08 preta
i wirujgcej dookola tej osi z predkoécig katows o. Przy wprowadzeniu
trzeciej podpory gladkiej C wystapi
reakcja tej podpory i bedzie dzialaé
w tej samej plaszezyznie.

Przyjmujemy, ze diugosé podpo-

i

Rys. 1

u Z%
L ﬁf‘i_f_ ry ruchomej d mierzona wzdiuz osi
: ;o preta jest mala. Przy tym zatoze-
R, niu moina przyja¢, ze oddzialywanie
i podpory ruchomej na pret mozna za-
Rys. 2 stapi¢ jedng sila R skupiona w srodku

podpory. .
Obieramy uklad wspolrzednych prostokatny x, z w plaszezyZnie obcig-
zenia i reakeji {rys. 2).
Ustalmy warunki brzegowe i poczatkowe dla- wirujacego preta: wa-
runki brzegowe

.(11) ) Z(U;t)—-of l:a}c—z]x:ﬁ == ,
__A 0%z o
1.2) 2(,=0, [wsz =0,

{1.3) z(vt, 1) =0;
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warunki poczatkowe

2 2w 0=et, [ =0

O funkeji ¢ (x} zalozymy, 2e jest klasy Cj;, tzn, e jest czterokrotnie roi—
niczkowalna, w sposéb ciagly.

W celu ulozenia rownania ruchu postepujemy w nastepujacy sposob.
Reakcja R na ruchomej podporze zalezy od poloZenia podpory wzdiuz osi
walu (wspolrzedna ), od ugiecia

.,
} ) mm“?g preta w poszezegélnych punktach ost
I— oraz od czasu t.
X Ze wzgledu na to, ze x, oraz ugie-

cia preta zalezne sa od czasu, reak-
cja R jest funkecja zlozonag funkeji

: zaleznych od czasu i mozna jg przed-
R P stawi¢ w postaci funkcji R(t) zales-
zintha’mdy nej tylko od czasu,

Oddzialywanie reakeji R(t) na pret
zastapimy obciaZeniem dziatajgcym
wezdluz preta i prostopadle do niego. ObcigZzenie to oznaczymy przez
p{x, t) 1 okredlimy je w nastepujacy sposdb:

Rys. 3

d
jedli 0<x\vt——2~, to  plx,t)=10;
{3) ijes’li vt—~—§-~<x<vt+%. to p(sc,t)=%;
| jesi vt+%<x-\<l, o plx,t)=0.

Reakcje na podporach stalych A 1 B sg oczywiscie funkejami czasu. Przy
tak okreélonym obcigzeniu p (x,t) na element preta o dlugosci dn w od~
leglosci n od poczatku ukladu dzialajg sily (rys. 3):

pin, tidy, zptle®mdy, —m(0%2/0t)dy
(m jest masg jednostki diugosci preta).

Moment zginajacy w dowolnym przekroju x wyraza sic wzorem

{ I3
{4) M(m,t):fp(?i,t)(n—m)dn+fZ(n,t)wﬁﬁ(n—:c)dn—_—

vk

0%z

ﬂ—x)dn+R2 t)(l—m)-»



Riwnanie linii ugiecia preta przyjmujemy w postaci

e
®) 1720y,

.gdzie EJ jest sztywnodcig preia na zginanie.
Po dwukrotnym rézniczkowaniu (4) wzgledem xz i podsiawieniu do (5)
otrzymamy rownanie

otzl(x,t)  _0%zx,t) _ o
(6) EJ Ot —I—mT—mm z{x, ty=plx,t).
Roéwnanie (6) napiszemy w postaci

Az | ,0%2 .

{7 ozt @ Etgr*b z=F{x,1),
;gdzie

d:ﬁ . Mo’ :'p_(:c,t)

57 b = Fx,t) E]

Réwnanie (7) nalezy rozwiazaé przy warunkach brzegowych (1} i warun-
kach poczatkowych (2).

Najpierw rozwigzemy réwnanie (7) przy warunkach brzegowych (1.1)
1 {1.2) i warunkach poczatkowych (2). W otrzymanym rozwigzaniu wyste-
powaé bedzie funkcja R (t), ktorg tak wyznaczymy, aby spelniony byl wa-
runek brzegowy (1.3).

Rozwigzania rownania (7) przy warunkach brzegowych (1.1) i (1.2)
i poezatkowych (2) szukamy w postaci

(8) z{x, t) ==z, {x, t) + 2, (x, t},

gdzie z; (m t) jest rozwmzamem jednorodnego réwnania, tj. réwnania (7)
przy F (z,t)==0 i warunkach brzegowych (1.1) 1 (1.2) i poczatkowych (2),
za$ z (x, ) jest rozwigzaniem réwnania niejednorodnego (7) przy warun-
kach brzegowych (1.1) i (1.2) i zerowych warunkach poczgtkowych.
Rozwigzania réwnania jednorodnego odpowiadajacego réwnaniu (7)

dtz 0?
(9) prciala az z=0

szuka¢ bedziemy w postaci, [3],
(10) oz, =X(x)T(t).
Po podstawieniu funkcji (10) do (9) otrzymamy dwa réwnania rozniczkowe

Zwyczajne

$#X o T P
(11) o MX =0, Ca

gdzie 4 jest stalym parametrem. '

1




Uwzgledniajac warunki brzegowe (1.1) i {1.2) otrzymamy warunki dla

funkeji X (x): _

: d2X ‘
X 0)=— 0 3 ¢ =0 H
( ) l dxa ]x:ﬁ

ex1
XM =0, [—@_L“ —0.

Przy tych warunkach réwnanie dla X (x) posiada niezerowe rozwiazanie,

jezeli

(12)

(13} sinil=20.

Stad mamy wartosci wlasne

(14) ﬁ-n:%zr (n: 1,2,3,...)‘
oraz funkcje wiasne
(15) Xn(m):sinﬂl:r.

1

Po podstawieniu wartosci 4» do rownania (11) otrzymamy réwnanie
dla T (t):

‘ nt gt 1
{16) *’”";—'—knTnzo’ . k":( [ —bz)?'

Rownanie (16) nalezy rozwigzaé przy warunkach

aTe)
(17) Ta(0) =1, [dt—ltoﬁﬂ.

W zaleznosci od znaku wspélczynnika k, réwnanie {16) posiada rozne roz—
wiazania. Rozréznimy dwa przypadki: k, > 0 dla kazdego n i k, << 0 dla
pewnych poczatkowych wartosci n, np. dla n << N. W przypadku k, = 0
réwnanie (16) przy warunkach (17) posiada rozwigzanie .

(18} Tu:COS l/k;lt.

Podstawiajac funkcje (18) i (15) do wzoru (10) otrzymamy rozwigzanie na
2, spelniajgce warunki brzegowe (1.1) i (1.2). Nalezy jeszeze spelni¢ wa—
runki poczgtkowe (2). W tym celu ulworzymy szereg

(19 . zlz.wAnsi‘nEExcos]/E,t.
Pt
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Funkcja ¢(x) okreSlona warunkami poczatkowymi da sie przedstawié
w postaci szeregu

i
{20) ) rp(ac)zzl1 sinn—lnm%fw(s) sin n—;j sds .
n=1 .
9

Po wykorzystaniu warunkéw poczatkowych (2) wyznaczymy wspolezyn-
niki A,:

!
(21) ‘ An=?fcp(s)sin nln sds.

0

Rozwigzania zy réwnania niejednorodnego (7) szukamy w postaci szeregu

(22) ‘ 2y = Z Se(t)sin " .

n=1

‘Szereg (22) spelnia warunki brzegowe (1.1) i (1.2), za$ zerowe warunki po-
czatkowe okreglaja warunki poczatkowe dla funkeji S,{t):

as
(23) Sp(0)=0, [ dtn] '_0:0.
Funkcje wystepujgca po prawej stronie réwnania (7) przedstawimy w po-
staci szeregu /

— . N7
(24) F{x,t) —’g; B (f)sin N

gdzie funl%cje B,,(t); 58 okl:eéloi'}e Za ponocsg wWzoru

(2B) Bn(t)z%fﬁ‘(s,t) SinnTnsds.

Po wstawieniu funkcii (22) i (24) do wzoru (7) i po porownaniu wspdlczyn-
nik6w przy sin (nmxfl) otrzymamy rdwnanie rézniczkowe zwyczajne na
funkcje S,(t):

A28, (t)

dtg“"— + kaSa(t) = Balt).

(26) N

Réwnanie to przy warunkach poczatkowych (23) posiada rozwiazanie

[3

(27) Sn(t ]/_ [ B.(s)sin l/kn {t—s)ds
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Korzystajac z okreslenia funkeji F (x, t) mozemy obliczy¢ wspolczynniki

B, (t):
2md
4sin 21 nmw !
{28) By(t) = — “ETnmd R(t) sin 5 t.

Po podstawieniu funkcji (28) i (27) do (22) ofrzymamy rozwigzanie zy:
¢

oa

(29) zz(:n,t):z Cy sinTmfR(s)_sinn?E ssin V kq (t— s) ds,
n=l . -
i)

gdzie przez ¢, oznaczono wyrazenie
. nud
4 sin

21
(30) = Bl e,

Laczge z) 1 zy zgodnie ze wzorem (8) otrzymamy rozwigzanie na z, spel-
niajace warunki brzegowe (1.1) i {1.2) oraz warunki poczatkowe (2):

(31) Z Ansin ™" xsin }/kn t+
s

n=1

-+ Z ¢y Sin — :cf R(s)sin —E?E s sin .1/15; (t--s)ds.

Pozostaje jeszeze do spelnienia warunek brzegowy (1.3). We wzorze (31)
wystgpuje niewiadoma funkcja R (t) i warunek (1.3) wykorzystamy do
wyznaczenia tej funkcii.

Z warunku (1.3) wynika, ze dla x =1t ofrzymamy z =—0. Podstawiajac
do rownania (31) z=0 i x = vt otrzymamy rownanie calkowe

{32) 2 Apsin = rftsln Viat +

TV
v Y T (b .
—+ S Cx sm t{ (s)sm 1 ssiny kq(t-—s)ds=0.

W drugim szeregu po prawe] strome (32) catke moZna wyciggnaé przed
znak sumy ze wzgledu na to, ze wspdlczynniki ¢, sg rzedu o (1/n%) i szereg
ten jest jednostajnie zbiezny wzgledem zmiennych s i ¢, [2]. Wprowadzi-
my oznaczenia: _

l(t):z A, sinf??mtsin Vint
(33) =
Kis,t)= Z casin 2t sin Y g sin Vkn(t—s).
[4

=1
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Przy oznaczeniach (33) réwnanie (32) ma postaé

¢
(34} l(t):—fR(s)K(s,t)ds_
;T

Jest to réwnanie Volterry plerwszego rodzaju.

Rownanie (34) mozna sprowadzi¢ do rownania catkowego Volterry
drugiego rodzaju przez réniczkowanie obu stron wzgledem t.

Po pierwszym rézniczkowaniu otrzymujemy w naszym przypadku réw-
niez réwnanie calkowe pierwszego rodzaju, poniewaz K (i, ) —0. Nalezy
wiec rézniczkowanie powtdrzyé. Obliczenie drugiej pochodhej funkeji
K (s, t) wzgledem ¢ przez réiniczkowanie szeregu trygonomeirycznego (33)
wyraz po wyrazie jest niemozliwe, gdyz prowadzi do szeregu rozbieinego.
Funkcja K (s, t) moZe posiadaé druga pochodna wzgledem t, lecz obliczenie’
jej w powyzszy sposob jest niemozliwe.

Réwnanie (34) rozwiaZzemy w przedziale [0, l/v] 1 przedstawimy funkcje
K (s, t) w postaci szeregu Fouriera dwu zmiennych w kwadracie

1 l
0=t —, 0 <5l
) v

Funkeje K (s, t) mozna przedstawi¢ w postaci szeregu zlozonego z samych
sinuséw, [2]:

m YR
{35) | Z tijo sm— tsin AL

gdme v 58 okr eslone za pomoca WZOru

(36) Ujp —

WV k(g [(— 1Y — =1y

oo 4y kan® jpat v8sin

.4

o [fea

2

”:1—1_6[}6;;—2::? (n— ) ] [kn nz’v (n+4-3) “krz (n+v)a] |

Ze wzoru (36) wynika, ze a;,—0, gdy j=»1ub gdy i1 sa rownoczednie
parzyste, lub § i » sg rownoczeénie nieparzyste. Ogolnie mozna to wyrazw
wzorem hastepujacym <

(37) ap=0, jesli (j+w/2=pn,

gdzie p jest liczbg calkowita.
Rowniez ze wzoru (36) wynika

{38’) . . af'v:_‘_aq;jr.
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Na podstawie (38) mamy
‘ - L
(39) K{t,t) :.Zla,v'sm :_Ttsm 5 t=20.
jo=
Wspdlezynniki a; sg rzedu o (1/5% 1 o (1/»%) i szereg (35) jest jednostajnie
zbiezny wzgledem obu zmiennych.

Po zrozniczkowaniu wzgledem t otrzymujemy szereg o wspdlezynnikach
rzedu o (1/7%), a wiec rowniez jednostajnie zbiezny. Drugle rézniczkowanie
wzgledem t daje szereg o wspolczynnikach rzedu o (1/§). Szereg ten jest
zlozony z samych sinuséw i jego majoranta jest szereg

o szn#t

. )
= ]

ktéry jak wiadomo przedstawia funkcje ciagla w przedziale otwartym
(0, o).

W dalszym ciggu rozumowania pominiemy czas przejScia podpory ru-
chomej nad podporami nieruchomymi i rozpatrywaé bedziemy réwnanie
(34) w przedziale 0 <ty <t << Ijv — ty, gdzie &) jest czasem przejscia pod-~
pory ruchomej nad nieruchoma.

Po dwukrotnym roézniczkowaniu rownania (34) wzgledem £ otrzymu-
jemy réwnanie Volterry druglego rodzaju w postaci

1
(40) V() =—R{®K'(t,t) — [ R(YK (s, t)ds,
' 1}
gdzie
, 0K{s,t) — jav | jav YV
K (t,t):[#] = @jp - — cos*——tsin —1t,
4 ot |._, 1,1,2_71 1 pT
v O0%K(s, t) — v Jm YD
K's,t) =—53"—"=— ij(F) sin®——tsin--—s.
| e j;; ! ] 1

Rozwigzanie réwnania (40) mozna napisaé w postaci nastepujacej:

. ACI
(41){ R{t)=— TG0 +f i F(s t)ds,
gdzie P(s,t) jest rezolwents jadra K" (s, t)/K' (¢, t).

Funkcja K’ (t, t) przyjmuje wartosci zera na kencach przedziatu [0, fvl;
konce te wykluczyliSémy, zaé funkcja K"(s, t) jest ciagly obu zmiennych
i ograniczong w przedziale [ty, ljv — tg]. Gdyby funkcja K (t,t) przyjmo-
wala wartoéé zera wewnatrz przedzialu [ty, /v — o], to mozemy podzieli¢:
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przedzial [ty, I/v — t] na skorficzong liczbe podprzedzialow, w ktoryeh funk-
cja K'(t, t) jest rézna od zera, i réwnanie (40) rozwigza¢ w kazdym pod-
przeduziale. '

Przy obliczaniu wspblczynnikéw a;, przyjeto zalozenie, Ze mianowniki
wlamkow wystepujacych w szeregu ga rézne od zera., W mianownikach
wystepuje wyraZenie

2 42
v,
ey — I2 LA

o ktorym zakladaliSmy, Ze jest roZzne od zera dla kaZzdej liczby catko-
wite] ni p.
Przypusémy, ze dla pewnych liczb calkowitych n i p zachodzi réwnogé

7t P

(42) : kn—THz:O-
Po podstawieniu na k, wartoSel (16) i wykorzystaniu oznaczenn (7) otrzy-
mamy rownanie

nrl 5.54 ﬁwz E.JT ;"[,2 ?}2
sl R LR N | —— 2 ==
(43) ( I EJ )""fﬁ m #=0
Rozwiazujac réwnanie (43) na »? otrzymamy
_ 12 (ntatEJ .
(44) V=g (”Tfﬁf“ - ‘“)

Wzor (44) oznacza predkosé », przy kiorej ruch pretd staje sie niestatecz-
ny i amplituda drgan rosnie proporcjonalnie do czasu. W rozpatrywanym
przypadku-czas zniienia sie od 0 do /v i wzrost amplitudy zalezy od 1/v.

- Predkod¢ okreslong wzorem: (44) mozna nazwaé predkoscia krytyczna
przy przesuwaniu podpory wzdluz preta wirujacego.

Jezeli w==0, tj. jezeli pret nie wykonuje ruchu obrotowego, wzér (44)
okresla predkogé krytyczng przesuwania sily skupionej po belce wsparte]
na dwoéch podporach. Przy w = 0, jak wynika ze wzoru (44), predkoéé ta
sie zmniejsza. Predkos$é¢ krytyczna katowa preta wirujacego w dwéch lo-
zyskach wyraza sig wzorem

4,4
45 ) mg=n14”—ﬂ_?].
Podstawiajac (45) do (44) ofrzymamy
(4.6) ) 9? = ?z"?‘;;ﬁ (mi— 602) '
Ze wzoru (46) wynika, ze predkoi¢ krytyczna jest tym mniejsza, im mniej
réznig sie obroty preta od obrotéw krytycznych, oraz dla kazdej pred-
koéci katowej w istnieje ciag malejacy predkosci krytycznych przesuwu.
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Ze wzoru {43) mozemy obliczy¢ o®:
{47 w? = |-
Podstawiajac do wzoru (47) funkeje (46) otrzymamy

?52 ,v2

‘(48) w? = wr21— iz 4”2 :

Ze wzoru (48) wynika, ze predkoéé¢ katowa krytyczna przy przesuwaniu
podpory jest mniejsza od predkosci krytycznej preta wirujacego w dwoch
Yozyskach.

Przesuwanie podpory po wirujgeym precie jest dzialaniem wymusza-
jacym drgania. Przy predkosciach przesuwu okreslonych wzorem (44) na-
stepuje ziawisko o charakterze rezonansu. Powyzsze whnioski oraz rozwia-
zania (31) otrzymano przy zatozeniu, Ze k, > 0. _

Rozpatrzymy obecnie drugi przypadek, gdy k, =0 dla pewnych

< N. Rozwigzania réwnan (16) i (26) majg postaé:

Taft)= ol 50 e ), jesli  n=1,2,..,N;
(49) - |
Tn(t):cosl/k_,,t, jesli n=N+1, N+2,.;
i . PR e\ — R
Sn(t):m‘(ﬁ’ﬂs)(e“ Wk gl k”]dS;
(50) Y ‘ je§i m=1,2,..,N;
. !
1 ' . s
Sn(t):?fansin'l/E(t—s)ds, jedi a=N+41, N+2,..
¥

‘Dalsze rozumowanie przebiega analogicznie do przeprowadzonego dla
k, >> 0. Rozwigzanie (31) w tym przypadku ma postac¢

N oo
% T ) _
{561) z= E Ansinn—f;ﬁ—I (”’I r,,+ ik k")+ E An smn—ﬂxcos]/k,;t%—

2 n=N+1 !
. ” ¢ - —
—I—Z ——-fa: fR\s) sin o2 l ( i)V —ha __ = U= —kn) go .
=1

t

o

-+ Z Cn sinﬂl fR(s)smnlvs sin | Imcn(t——s}ols

a=N+1

We wzorze (5) wystepuja funkeje wykladnicze i niezaleZznie od innych
parametréw ugiecie osi preta roénie z czasem, [1]. W tym przypadku. pret
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wykonuje drgania okreslone szeregami we wzorze (51), w ktorych nie Wy-
stepuja funkeje wykladnicze. Przypadek k, << 0 zachodzi, jezéli spetniora: = .

jest mierdwnosé

tj. jezeli predkos¢ katowa preta jest wieksza od predkosci katowej kry-
tycznej preta wirujgcego w dwoch tozyskach. Ruch preta jest w tym przy-
padku niestateczny ze wzgledu na predko$é katows ponadkrytyczna, [1].
Wplyw predkosei przesuwu okreslonej wzorem (44) jest taki sam jak
w przypadku k, > 0.

We wzorze (30), okreflajgcym wspdlczynniki ¢, wystepuje dlugosé
podpory ruchomej d, ktérg przyjmujemy jako malg. Mozemy wykonaé
przejicie do granicy d— 0 1 woéwezas wspdlezynniki ¢, przyjma wartosé

(52) P—— _ 81

ETVEkn
Rzad wspélezynnikdéw ¢ zwieksza sig 1 wynosi o (1/#7), co jednak nie wply-
wa na zbiezno$é szeregéw otrzymanych we wzorach (31), (41) i (51).
Opisang metode rozwigzywania drgan pretéw wirujacych na rucho-
mych podporach mozna uogélni¢ na skonczong dowolng liczbe podpoér,
z ktorych dwie skrajne sa nieruchome. W tym przypadku otrzymujemy
uktad réwnan calkowitych typu (40) do wyznaczenia nieznanych reakeji.
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PeaoMme

KOJIEBAHVA CTEPZKHEW HA HOABIIKHEBEIX OIIOPAX

PaccmaTpueanoTea HoTepedHsle KoJAeDaHMA CTEPHCHA, BPAIIAIerocs
Ha TPpex omopax, M3 KOTOPLIX CePeAMHHAA OI0pa IepeMelaeTes ¢ HOCTOAH-
HOM CKODOCTEIO BLOJB OCH CTepikuA. Pellente yparHerEuA Rovrebanmit moiry-
HaeTcA IIyTEM ONpejefieHud COSCTBOHHBIX 3HAYeHMHM W cOOCTBEHHBIX
yurmuii, B pesyaprarte amanmula peilieHMA ypaBHeHMA Kojebammil moly-
HaeTed 'ypasHeHMe AZA KPMTHYCCKMX CKOpocTell B 3aBMCMMOCTHM 0T CKO-
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poCTY . TepeMelnenna  ONOpPEL .Mz oToro VpaBHeHMs CJeAyer, UTO IIpH
[epeMerTieny . COPEIFIHIOI OIIOPB], KPUTHIECKHE CKOPOCTH. MEHbHIE KPU-
IMYECKUX CKOPOCTEl CTePISHA, BpaIlaioleTocd Ha ABYX TOAIIMIEHIKAX.

MeTon npuBemeHHBIT B pabore MOMKHO 0000IIMTE *HA TPOMIBOALHOE
YHCJO OMOP, M3 KOTOPHIX NBC HEMOMBUIKHBL.

Summary
VIBRATIONS OF BARS ON MOVABLE SUPPORTS

A consideration of transverse vibration of a bar rotating on three
supports moving with constant velocity along the axis. The solution of
the equation of vibration is obtained by finding the eigenvalues and the
eigenfunctions. As a result of analysis of the equation of vibration, an
equation is obtained for critical velocities depending on the velocity of
support displacement. From this equation it follows that with a moving
intermediate support the critical velocities are less than the critical
velocities of a rotating bar on two supports.

The method described may be generalized to any number of supports
of which the two exireme ones are immobile,
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