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1. Réwnania podstawowe gi¢tno-skretnych drgai cienkosciennych pretéw
o otwartym nieodiksztalcalnym profilu

Zamm prze]dmemy do Wlasc:lwego zagadnienia, czyli do drgan wlasnych
ram przestrzennych z elementéw c1enkosc1ennych o otwartym profilu, zaj- -
miemy sie drganiami preta cienkoiciennego biorge pod uwage wplyw wa-
runkéw brzegowych na jednym koncu. '

Nastepnie przejdziemy do drgan preta poddanego dzialaniu obciazen
lokalnych i wplywu tych obcigzenn na amplitude drgan. PowyZsze rozwa-
zania jak rowniez i dalsze }gedziemy prowadzili wychodzae z ogblnych row-
nan w celu mozliwie pelnego przygotowania podstaw, ktére postuzg do
wyprowadzenia wzorow na reakcje dynamiczne na koncach preta.

-Ogoblna‘teoria gietno-skretnych drgan pretéw i powlok, w ktérych prze-
krojach poprzecznych wystepuja normalne naprezenia wskutek dzialania
podluzne] mimosrodowo- przylozone] sﬂy S, okresla sie ukladem nastepu—
jaeych réwnah rézniczkowych: -

0*¢ y 0%¢
(LY BAgZz—TA 0= OA’ \
P T TR T
(1.2) EJ}’ 02:1 - J}" azgdt; + A a S a 5 ._;_
' 0% s
+ A atf —l_S( ay) a g)ﬁ qx (Z,t),,
O v 0 67, 024
EJ‘ ozt j.J'“ 0zt0e + A 9t iS 9 T .
T o? L .
Coae A dt‘P + s( AAAAA - ?‘-?),LEZ'ZE %‘qfu;(z, B,
Qifﬁ_ ':V oy _ a A, , 0% P |
EJe azg Ja a at«; R GJS az —lg - [] at‘a T (TO_E— 2ﬂ_le\_
AL, 0%E __ grE o
+ 2, ey) ’5*??) + ay}" A 6?&“’5 S(eJ, ay) azf e A at:] +

. - 3 — v
TS a) %‘—z;’— —ma (2,9,
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Powyzsze rownania, jak latwo zauwazy¢, sg rownaniami ruchu cienko-
sciennego preta poddanege podiuznym ovaz gietno-skretnym drganiom.
Prostokatny uklad wspolrzednych x, y, z jest tak usytuowany, ze od z po-
krywa si¢ z osig podluzng preta, natomiast osie 2 i ¥ sg gléwnymi osiami
hezwiadnosci przekroju poprzecznego preta.

Symbolami g, %, ¢ oznaczono przemieszezenia punktu preta w kierunku
trzech podanych osi, ¢ odpowiada katowi obrotu elementu preta wokolo
osi podiuznej 2z, A polu przekroju poprzecznego preta. Wielkosei J, 1 J; sa
oléwnymi momentami bezwladnosei, -J; jest momentem bezwladnosci na
czyste skrecanie, J, zad gietho-skretnym fnomeéntem bezwladnosci przekro-
ju preta. Symbole ay 1 @y oznaczajg Wspolrzedne srodka zgmama preta,
e|x ie sy Wspoh"ze;dnyml mlmosrodowyml punktu przylozema Sﬂfy S.
Op1 dez tego pr7y3et0 nastepumce oznaczema

rp= -—F?"a%—':{aﬁ?
ﬁ" L () dA—a, f 1 (mg% ‘ﬂ)dlA‘_'.ua-. |
,\"——2‘]-)" ;I-l Y " -\';A y—z'Jx Y ] Yy ”)'-
e : X .

Znak plus przy sile S odnosi sie do §ciskania, minus do rozciagania preta.

W przypadku jezeli rozpatrywany pret lub powloka sg wstepnie spre-
zone sila Ry, réwnania (1.2) i (1.3) pozostang bez zmian, zmianie ulegnle
- réwnanie (1.4), w ktérym zamiast wielkosci GJ, . wystgpi

# GJs = GJs -+ Ri g,
gdrie

- E*J)f*gi +yi‘j yo® dA+ fxesz

A
=21y, g—altl.

Symbole xp. 1y, oznaczaja Wspolrze;dne przyiozema sily Ry. Poniewaz row-
nanie (1.1) przedstawiajace drgania podiuzne nie ma w obecnych rozwaza-
niach powazniejszego znaczenia, WJQC je na razie pomijamy.

Uklad trzech pozostatych réwnaf zamieni sie na irzy oddzielne réwna-
nia rézniczkowe, gdy

ap— ty : ey, =0,
‘\'Ia;la; one nastepu;a,(_ac postaé:

FE 'y 0

o o
‘(1.5) | EJy- o f—— v JJ icor T o A--azg S = gy (2 1),
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Ieh dty % 0%y '

(1-6) EJ; 'af_ y Jx azzaita + A dt‘?i—s 022 =qy(z, ),
9 e Py 0% 02 -

an  E a‘f ;’ Jo 5 g’tz + X Ar0 55 —GJs o P g 0® o — s (2, 1).

Réwnania (1.5) i (1.6) odnoszg sie do poprzecznych gietnych drgah preta
cienkos$ciennego w dwéch plaszezyznach gléwnych. Réwnania te réznig sie

od zwyklych réwnan wyprowadzonych w dynamice ustrojow sprezystych
liczbg srodkowych wyrazéw, wyrazajacych wplyw poprzecznych obcigzen,
Wyrazy te w teorii drgan belek pomijamy.

Réwnanie (1.7) odnosi sig do obrotu preta wokoto osi podiuinej, prze~ -
chodzacej przez srodek zginania, ktory w naszym przypadku przy przyjeciu
ay =a,==0 jest rowniez Srodkiem cigzkosci przekroju.

Na wstepie rozpatrzmy ]ednorodne réwnania liniowe OdeWZlada"){:LCF’
rownaniom (1.5)-(1.7):

R PR THER S S
(1.10)  EJ., %—qf— 4 e dg:(i— +- g 7 ng —GJ, %?%’ _tsfrg%zg =0,
gdzie

= %, g ==yA.

Réwnania e zawieraja oprocz pochodnych funkcji £,5 i ¢ wzgledem
zmiennej z rowniez pochodne .tych funkeji wzgledem czasn t. Stosujac
metodg rozdzielenia™zmiennych' w formie podanej przez Poissona,
przyimijmy

E(z,1) == £(2) sin (pte), iz t)=n(z)sin(pt+e), ¢(z,1) =0 (2)sin( {pt-+e).

Nastepnie wprowadzmy nowy argument ¢ == z/l gdzie | jest dlugoscia pre-
ta, wobec tego ofrzymamy:

ECt)=¢ (!:) sin(ptte), 5, t)=n()siniptts), ¢, t)=¢E) sin(ptte).

Po podstawieniu tych funkeji do réwnan (1.8)-(1.10) ofrzymamy réwnania
rézniczkowe zwyczajne.
‘Rownanie (1.8) przyjmie postac:

até d2 g
(1.11) i +a, ey dC2 —ME=0,
gdzie
Tad 2 . ’ TS
o=l SE S
1 * —EJ,’ 1 gEJ,"

Rozprawy Inzynierskie — 7 ' 7



Calka ogolng réwnania (1.11) jest funkcja

(1.12) £=C,cosa;l+ Cysina, & + Cyeh ;¢ 4 Cysh B, L.
Podobna postaé¢ przyjmie réwnanie (1.9): '
d |
(1.13) . d;f + s g d,;z — 1=,
gdzie
Bt g L/ o
A o/ 9P
az : 12 iEJx, . 1’2 IVQEJx

Caltka ogélna tego rownania jest funkcja

{1.14) vy%D cos ozl + Dysing,{ + D, chﬁgC—}—Désh‘B2
Réwnanie {1.10) ma nastepujgcg postaé:
d4
(1.15) | aE + a, dcg — g =0,
gdzie
ik s SyZif £/
. im G Sl Jls:l]/%p )
12 EJo EJ, gET,
Calka ogdlng jego jest :
{1.16) p=Eicos ¢+ Eysinay{ + Egch 0 -+ Eyshgy L

Wielkosci a1; s,y Og, f1, Ba if, sa Odfpowiedpio réwne
!/——WL]/—H é ]/~— +;{‘§,
VAT

Pom:tedzy p1erw1astkam1 a 1 § zachodzg nastepujace zwiazki:

—!-il,

o -
ol =2}, of —fi=uq,, a?+ﬁ?:2]/i+l%=26“

Va
JR— - 4
8 L

State Cy, Cy, C3, Cy Dy, Do, Ds, Dy, Ey, Ey, F3 i E;, wyznaczamy za pomoca-.
wartoSci poczatkowych funkeji £, 9 i ¢ oraz ich pochodnych.
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Rozpatrzmy &(z). Niech funkeja ugiecia dla z+— 0-réwna-sie_&0), kata
obrotu przekroju poprzecznego &'(0), momentu gnacego &(0)—=—M, (0}/EJ,
i sily poprzecznej &7(0) = Q.(0)/EJ,, gdzie £(0), £(0), M,(0) i Q.(0)
sq glownymi parametrami. )

by
‘\m\ - 'r" -
e o o - - 1-—
w !
~d .
] Z
e
e
P g
/ @ylo}
r4
X

)
M 2 aF
~— M M+ otz '_‘g[ﬂ
S T ;3 4:_—{
= ol
Q* sz
L dz ‘
Rys. 1

Obecnle napiszemy wyrazenia dla & (2), My(Z) i Qe(=):

117y &= i [ Clou1 sin alé‘+02aI cos ccj(','%—Cs‘B1 sh 8,8 +Cup; chﬁlC],

(118)  My(2)—— EIJJ* [; o2 c1 cos alf —a? c2 sin‘a, & -+ ﬁ2c hpi L+
| ' +ﬁic45h1‘31€]:
(119) QE@=—"12 (60 4 (Cosina,f—Cyeosan) + i Cysh it +
- +C,ch B0l
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'Z réwnania rownowagi momentoéw wynika, ze

a '"[" Q\c Sﬁz g T_y at2 62

=),
Uwezgledniajac, ze
£ (z,t)==£(@)sin(p, L+ ¢y),
My (z,8) =M,y (2)sin(p, t + &),
Qs (2, 1) = Q«(@sin(p, t + o))
oraz podstawiajgc powyisze do otrzymanego réwnania réwnowagi znaj-
dujemy

dt & q dé dé
Qxﬁ dz3 EJy g f’pl +S—d—é'
Poniewaz
q &
i, = (31')2, foi -+ S) EI;
Stad )
EJ & 3
Qx:_lgy"( CS +a 1dC)

a oprécz tego @, = af —f2. W wyniku powyzszego otrzymaliémy réwna-
nie (1.19). Podstawiajac odpowiednio gléwne parametry dla z—={l=10
otrzymamy nasiepujace wzory na stale catkowania: .

C :E(O)ﬁiJr b, (0) 1 c.—§0al "~ MO
Y28, s ER 0 28, T 28,ET,
c 25'(0)'&11_}_ Qx(0) 1 c._fOpl_ QOF
z 2&1 251EJya1’ 4 261 2§1EJyﬂ1.
Tablica 1
ngs ) =75 16} cos @ +elcb 4y ), 2g5l) = 5 -0 s 6, £ sina £),
; At [sh i 1
nggl6) =5 (ip‘%g — 5’—13&'%5) , agg(6) = 5 - (6 ch S+ e cos a2,
) A i 2.
ﬂmg(s“):ﬁ(chﬁlfﬁcosalﬁ, wpe () = fo{ﬂ1 shg {—a;sine {),
A4 («tsh psi 2
%getl) = (a: Sp_‘lﬂﬁ‘ﬁ Sl;llal g}, %ng(f]“;z_d]((:hﬁtf_cos €y f):%mg {&
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‘Podstawiajac otrzymane stale do wzordw (1.12), (1.17), (1.18) i (1.19).
otrzymamnmy .

, M, (0)1 .
£ = 0 2 O+ O O — B0 02D 0,
1 M, (0)1 Q- (0) 12

E ( ) =& ( ) %ag-’( )TLE (0) ( ) - "W xg'ﬁf{c)_—_ﬁ};#" xgrQ (Z)?

(1.20) § 1y (2)=— £ (0) 0 s © — £10) 52 0 0 My (01,0 0 +
| Qe (0) Dty (0
Qx(2) =—&(0): EJy (é) (0 )Ei? Ko {C)+My(0)%xQM(C) +
4 Qu(0) g ),

gdzie weell), ne(Q) i nes (D), %0o) sa funkejami wplywowymi podanymi -
w tabl. 1, '

Otrzymana tablica funkeji wplywowych dla zginania poprzecznego preta
w plaszezyznie xz, obcigzonego statycznie silg podiuzng S, jest symetrycz-
na wzgledem przekainej; z szesnastu funkcji wplywowych tylko dziesigé
jest réznych.

Funkeje wplywowe x(0) mozna rozbié¢ na dwie grupy; jedna z nich za-
wiera parzyste, a druga nieparzyste funkcje. Latwo stwierdzi¢, ze niepa-
rzyste funkcje wyraZzajg wplyw niesymetrycznych wskaznikéw zginania
¥ i @ na symetryczne & i M i odwroinie.

Dla =0 funkcje wplywowe tabl. 1 przedstawiaja jednostkows pro-
stokatng macierz nastepujaca:

_'”gg(o): 1 Rggr (0)=0 Hep {0)=0" ng(O}:{)"

#oe (0 =20 o (0)=1 gy (0)=0 2y (0)=0

120 @)= 0 2 (0) =0 sy, (0)=1 g (0)=0
e (=0 20 (0 =0 24, (0)=0  00(0)= 1]

Tablica 1

o (6) = 5 (e 1 £ — co5 4 ), reolf) = 2151 (anf_sinmd,

e g (f}:ﬁlﬁ: sh g, £+, sin e, £}, g = chﬂ1§ cos w £} = sgp,

#pplE) = 513; (# ch gy £+ alcos al=xgy g ) = (ﬁl sh gy {+e sine §) =

‘ == g 14) == e (€,

roml =33 (55 —IRaL) g, rolf) = g 6} cos e £ e eh i 6] =
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i Qy(z) dla zginania w plaszezyznie yz

W spOSOb anal'oglczny otrzymamy funkeje okreslajace™ y(z), 77 (z), MA z)

7 (0}

3D — (O, O (O, (:)%%g(y B %}?—1 (0,
() = (o) w0 O O 20 (0}12 ,?M(:- E—(ﬁ el®)
- ME)= —1(0) 55 0, 0= (0 w0 0) e B 0ty )
@ (0) g
Qfe)=—n(0) "0 () —

W réwnaniach tych funkcje wplywowe i

2% s (6) -+ M. 0) TtanO+
@ (0) 20 0.
sy idenfyczne

%mg y oy XQQ

z podanymi w tabl. 1 z tym zastrzezeniem, ze nalezy wszedzie w nich wsta-

Wity zamiast £, z czym zwigzana jest réwniez zamiana wielko$ei a,, §,, 6

14, na oy, fy, ;1 A, zgodnie z poprzednio wprowadzonymi oznaczemarm.
~ Dla skrecania (obrotu elementu preta} okolo osi z ofrzymamy

P& = 0(0)2,, 0+ (0)1[x,,,€)— St ®) =
- B_é_?f)i nn0)+ 0, 0,
w'(2)=¢(0)%~%(,,.¢(5)+.rp' (0)x,, ,(g)w,,%l%ﬁ(g)_' |
{1.23) M;:SO(? i2 o (C)
B = — (0, 0 — o 0By 01 B 0) 5y 0+
o +Ms(0)zxw(c)7
Mo () — — g (0) 2 i g ©) = o (0) T
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Tablica 2

Ry &)= (ﬂq cos a3 {+ ey ¢h £ £,
GIst? (Sh_ﬁ‘aﬁ Slna_gf)]:

gpgol(g) =34 [ﬁa sh 73 £+ ey sinagd — T ) o,

h s
#gp i) = (ch fx &~ c0S ag £, el = S (S ﬁiaé’ sma-:a f) ,
shgsd sined ]
g plé) = 2;3( P &

Y rrlf) == 1 [,@R ch gy &4 “3 cos ay & — G'IST' (ch 3 £ — COS oy 5“)] s
tgp 6 = 5 5 83 30 € 0 2, rgranl6) = 5 feb s £ 08 3 £ = xy 0],
wglt) = g (AL Aisiad),
g (€)= % [eh g2 £ — cos ay ¢ — GRE (Shﬁf;s ¢, smaj)] ,
i ) = ,z_(i (Shﬁig sha & Lt:ﬁ) g, agmld) = zicsa (62 cos ag £+l ch g &) = #gy
xﬂgﬂ(g}:ﬁ(chp’gf—cos a3 &),
#pge (§) == [ﬁ, sh g i — o) sine; § — G (ﬁs shgy { -+ agsine, s‘}]
wppl £l = 5-3; (8% ch gy S+ ol cos s 8, C gy B = 2753 {83 50 @ {teas $in oy §) = ngp

Wzér dla momentu gietno-gkretnego M. napisaliSmy w oparciu 0 aha-
logie do przypadkéw: poprzednich. Wplyw sity podluznej oraz bezwladno$ci
na moment M, zostal uwzgledniony przez wprowadzenie dodatkowego
wyrazu a,de/dl:

M= — 0 (dgs +a Sdé.)

Dla przypadku powyzej rozpatrywanego na szesnascie funkceji wplywo-
wych dwanascie jest roznych.

Jak wynika z nizej podanej macierzy funkeji wplywowych obrotu ele-
mentu okoto osi z dla {==0 jest ona taka sama jak w przypadku zginania
poprzecznego:

%y (0) =1 Ko (0) =0 %up(O)=0 2y (0)=07

%y, o, (0) =10 %o (0) =1 %yp(0) =0 2,(0)=0
(=0 25 (=0 xpp(0)=1 55, (0) =0
Loy =0 2y (=0 0@ =0 1, (0)==11

(1.24)-
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zpatrzmy przypadek:'obéiéiéhia preta cienkodciennego o otwartym

- profilu kilkoma harmoniczriymi obciazeniami zlozonymi 7 sit

P, = P.sin (pt 4 s), P,— Py sin (pt + &),

momentéw gnacych

M. = M, sin (pt + ¢), M, = M, sin (pt + &),

momentow skrecajgeych

M, = M, sin (pt + &),

bimomentéw
B==Bsin {pt + &)

4y

[~
o Z

\

*‘\ ¥
ﬁ: \"‘&
0(
Yy
S P

il l - N '1'/5(?/ 5

: /

M u_ 2
, M P ; -
/Q (ﬂ,iuf Y MSz Myf{z} *-“/ML,[Z}
AT &
W . 2]
- (& |
i
B Rys. 2

oraz z obcigzenia réwnomiernie roziozonego

Px==pysin (pt + &), Py = pysin{(pt + &),
ﬁx:mx Sin (pt + 8), Hy:my SiIl (pt "l“‘ 8),
M == My sin (pt |- &), b=—15sin (pt + &).




Wszystkie wyszezegtlione obcigzenia maja te samg czestosé podstawows.
i te samg faze. Dzialanie tego rodzaju obciazen wywoluje drgania Wymu-—
szone, ktére po uplywie pewnego czasu staja sie ustalonymi harmonicznymi
o czestoscl p.

Przy pominigciu oporu przesunigcie faz pomiedzy drganiami i obcigze-
niami wyniesie 0 lub 180°, wobec czego funkcje

£z, t) = &(2)sin (pt + &),
(2, 1) = (z) sin(pt + &),
P (2,t) = @(2) sin (pt 4 &)

wystgpig rowniez w przypadku drgan wymuszonych.

Wplyw obcigzen lokalnych na odcinku Oz (rys. 2) na amplitudy
£z), (2, @), M (2), M,(z), Q (z} i @y(=) okreSlimy postugujge sie za-
sadg gléwnych parametréw.

Przyjmujac przekrdj z; =1 jako gléwny i nadajac we wzorach (1.20)
gtéwnymi parametrom wartosel £(0)=10, &(0)=0, M {0)== My, M/0)=
=My, Qul0)=-—Py, Q(0)=—P, i M(0)=M,, otrzymamy wplyw
powyzszych obcigzen na amplitudy.

Dodajac w ten sposéb otrzymane funkcje dla oddzielnych skupionych
obcigzen 1 biorac pod uwage, ze przy obcigzeniu rozlozonym sumy nalezy
zastapi¢ catkami dla obeigZen elementarnych p (2) dz, znajdziemy amplitu-
dy w przekroju z wywolane obcigzeniami zewnetrznymi znajdujacymi sie
z lewe] strony przekroju. Dodajac powyzsze funkcje do prawych stron wzo-
row (1.20) i uwzgledniajac wplyw gléwnych parametrow Otfzymamy pelne
wyrazenia dla amplitud &(2),"¢'(2) itd., zawierajace gléwne parametry oraz
obcigzenia zewnetrzne,

Wzory na amplitudy drgan wymuszonych powstalych w p]:aszczyzme-
Xz sg nastepujace:

M, (0)22

£(z) = {(0) xgg(c) & (0) ey (D) — Qe (0178

Ej, © sarle)— TEI, nepll) —

. r :
EJJ. Z yism (&) EJ, & Pyngoll—0)+

M,(0)
EJ,

x;'j]-]’ (C} Qég—%’lj -“gf{? (C) -

1] 1 ,
(125) ¢ (2) - E(O) 717 Z§.§(5)+§ (O)Ng,g,(é')
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(1.25)

) i g'_M(C

. 12 n- .

iy

13
+ 7 f P, (U} g (€ —u) du,

1y

My (&) ==& (05 w3 © =& 0) B0 )4 M, (0) 1,0 0 +

+Q (0) Lty ( C)WLZ M, o (C—C; “lZPM”MQ E=0)—

=1

Hy

—1 f P, (u) # a1l — u) du,

u,

Qr(8) = —20) 7 e — (0 2 ) 4+ M, (0) wglt) ¢
Q{0 x4 (O) +- g omlé Z P sge(l—)—

Ly

— fpx(u)xQQ(iu)du.

i,

Identyczne wyrazenia otrzymamy dla amplitud wystepujacych podczas
drgan wymuszonych w plaszezysnie Yz z tym zastrzezeniem, ze w odpo-
wiednie funkcje wplywowe wejda argumenty g, B, itd., oraz na miejsce
symbolu x wejdzie wszedzie ¥, a zamiast y wejdzie .
Jak juz uprzednio zaznaczyliSmy, sumy obciazen oraz calki dotyczg C1e~
zaréw zna;]du;qcych si¢ po lewej stronie rozpatrywanego przekroju. Latwo
zauwazyc¢, ze w przypadku réwnomiernego obeigzenia p w przedziale od
% do uy powyzej podane caltki przyjma nastepujaca postaé;

(1.26)

106

[ ot g @y du =B (0w — s € 1),

f p(u) xgrQ(C_ u) du = 2 [%gfg(C — ) — "g'g@ —ug)],

fp "MQ(C_”) %["M.g(‘:_ul)_"mg@”“uz)],

fp )y, (€ *u)dﬁ"u—-—[ —u)—x, ((;_uz)],'f



Plzechodzac obecnie do skrecama naplszemy podobnie

B(O¥ MS(G)

¢(2)= () qf,gf,(ffH-fp (O) e (€) — 7 = 2,5 @) — 57 rPM(;);_"“
T o
EJ Z Brgn €00+ g7, P Mu % r.oM(E G+

EJmf s 1 (6 )

B(O)l
EJa ¥'E

~ 5 DT —8)t g, ;2 My epul&—L)+

M (0)1°
O— E(J) @ —

¥ — (0)%%( 0+ (0) %, ) —

i=1

(1.27)

+ ET. f M (W) 2,5 (€ — u)du
iy

B@) = —p0) 5% w0 — ' 00712 5, (0) + BUO) g (0) +

+ M, (0) ]'%BM @+ EJ(; Z B ABB €— éi) -

i—1

2 -
| EJm 5’ M€ 8)— ET} . f m, () 65, — ) s,

M) = — (0) 0 0, (00— 9 O 0 (0 BLO) T l0) +

. _!“ Ms (0) I%MM (C) + 7 Z B[ %MB - gt) —

— ZMM”MM(‘: J—v f’m (W) 56 gy (€ == 1) s

Dla obcigzenia rozlozonego w sposéb clagly o natezemu M, Mozemy na-
ipisa¢ podobnie jak poprzednio ‘ !
229
fm (w) @M(C u)du——f[x

A lr,

) € w) du:ﬁ—— [%Wim(C—u._)—xw,m(C—uz) I
\(1.28) ltl o

- %90([) (C — u’?.)]:

Hf () g € ) = O g (€ ) € — ]
fms(u’) %MM(Cﬁu) du ] l M{p@ ),_4%/“ (C—“ug”
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2, Okreélenie czestosci i sily krytycznej dia jednoprzesiowego preta

Rozpatrzmy pret o przegubowo podpartych koncach oraz swobodnymm
spaczeniu koncowych przekrojow poprzecznych,

. W powyzszym przypadku warunki brzegowe przedstawiajg sie naste-
pujaco: ‘
dla z=0 £(0)=0,  M,(0)
p(0)=90,  B(O)=

0, dlaz==1 £{I}=20, My (1) =0,
0 n() =0, M. (1) =0,
0 o () =0, B(l)=0.

i

I

7 réwnan (1.20) otrzymamy po uwzglednieniu powyzszych warunkow
brzegowych: dla z=10

{==0, xgg,:(], #s0=0;
dla z=1 .
C = 11 M_Eg' (1)5 7‘_5(2 (1):
, 0y 18
E0) g (D= Vg g (D=0,
{2.1)
s ms By
—E(0) -7 %mg-(l) + Q{0 IHM-Q(l) =10

Podobnie zapiszemy opierajac sig na réwnaniach (1.22) przy jednoczesnym:
uwzglednieniu warunkéw brzegowych dla zginania w plaszezyZnie yz:
vt Q)P _
¥ (0) I-x.’m, {1) _“7@.}\_ ”;;Q (1) - U,
(2.2)

— () E{f sy (1) @y (0) bty 1) = 0.

Dla skrecania otrzymamy réwniez warunki podobne:

, , M) 1
@' (0) 1%@97,(1) — ___,SE'(Jw - %@M(l) =0,

(2.3)

— o 0T (1) M0 by (1) =0,

Przyrownujgc do zera wyznaczniki odpowiednich réwnaid utworzone ze
wspdlezynnikéw £(0), 5'(0), ¢'(0), @.(0), @4(0) i M(0) otrzymamy réwna-
nia czestofci oraz sil krytycznych: '

2grr (1) 20410 (1) — 250 (1) 20 (1)=0,
(2.4) #t (1) 2400 (1) — 2,0 (1) 24, (1) = 0,
Mo (1) 2 (1)— %(PM(I) x&p,(l) == 0.
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Powyisze réwnania mozna przeksztalcié za pomocs tabl. 1 i 2 w naste-
pujace:
sineg; =0, sinay,=0, sing,=0.

Pierwiastkami powyzszych réwnan sa liczby

oy = N;E, Qg =Nw, Oy =07 n=1,2,8..).

‘Tak dla drgan gieinych jak i obrotow kazdemu z poszczegdlnych pierwiast-
koéw odpowiada pewna postaé drgan wilasnych.
Z pierwszego rownania grupy (2.1} dla a; =n#s otrzymamy

xg (1)

Q(0)
g (1) B

g, — & O

£(0)1p].

Wstawlajac otrzymane wyrazenie do pierwszego z réwnan (1.20) oraz
uwzgledniajage warunki brzegowe dla z==0, olrzymamy po przeksztalce-
- miach odpowiednia postaé drgant wilasnych w plaszezyinie xz:

Flz)— & (0)1-L sinnal,
nw

Podobnie otrzymamy dla drgan wlasnych w plaszezyZnie yz oraz drgat
skretnych, gdzie wielkosci £(0), 5(0) i ¢'(0) sg dowolnymi nieokre§lonymi
statymi, funkcje h

o b IR
7 (2) =19 (O)Iﬁnsmnné, plz)=4¢p (U)IH;smmzC.'
Podstawiajac w v@raiehia na e, ay i @, [wazory (1.13)-(1.16)] odpowiedni

Dpilerwiastek oraz wprowadzajac wartosci g, a3 1 ag, olrzymamy

. SBE | - SE
22 e=pda? n® a® EJ, 22— g n*a*EJ,
i T e T
14 _..‘....__‘l?ﬁlﬁ._ 14 l_zx_
1ﬁ _'rg T
12 et ? +7!.2:J'52Ejm+ 'nzn“’EJ’;'
s E 2 n?n?
. 0

Majac wyznaczony parametr 4 mozemy okresli¢ za pomoca wzordéw poda-
nych poprzednio czestosci poszezegdlnych drgan.
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. Czesto§é drgan w kierunku osi x wynosi

czestodé drgan w kierunku osi y

R
p”a:ﬁ /. q ..g’

a czestosé drgan skretnych

% JEJe
pzz;-:’lé'_ TI .
Po wstawieniu odpowiednich wartosci na 1 powyzsze wzory ofrzymajg
postac:
.. dla kierunku osi x

p . T g .
5 tse BT,
Pr, = Pn, o T;g, ' g Pn, = 7 q ag;
14+ —
_'_..dla kiefuriku o8l y
e o
=, " Ser dzie B, = n ot S Bl
pﬂz p”z n'& \752 Ti ] g pﬂz - 12 q g H
1+ — i
dla cbrotow okolo osi z’
U S Srzl® GJ, 1P |
Dn, '—"pna.: oS 1 T?o ot y B P, SN —E q -
. T

Wartosel sit krytycznych dia WyZej rozpatrywanego preta wyznaczymy
przyrownujae do zera Heznik wyrazen okreslajacych czestosdci: drgan:

2 2E ,
S =Ser =75 Iy
L nPat EJ, _ {n*a’EJs 1
Sy =8k = nlﬁj'_,' o S =(%—~ + G_Jx) %.

110




3. Drgania preta jako Jednoprzestowej helld .. . et

Przy rozpatrywaniu pretéw jako belek ciaglych oraz ukladéw ramo- e

wych uwzglednimy przypadek preta na koricach przegubowo podpartego
oraz utwierdzonego sztywnie.

. 4y

\N

X.‘
Rys. 3

Zbadanie drgan konstrukeji ztozonej podobnie jak w przypadku kon-
strukeji z pretéw zwyklych wymaga okreslenia lokalnych oraz brzegowych
oddzialywan, wyrazajacych wplyw pozostalej konstrukeji na wydzielony
pret. Wobece tego rozpatrzmy pret cienkoScienny o otwartym profilu prze-
gubowo podparty, obcigzony okresowymi sitami (rys. 3): '

Py=Pysin(pt+¢), Me=Mysin(pt-e), Ms=Ms,sin (pt + o),
E’,:—g 13;,1. sin(pt + &), M,— My, sin(pt + &), . B = B;sin(pt + &),
Pe = py sin (pt + &), Dy = py sin (pt + &), b —=bsin (pt + &),

My = M, Sin {pt + &), m, == mysin(pt 4 &),  m; = m,sin (pt | &).
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Momenty podporowe wynoszg:
M = Myja sin (pt + &), M, = My sin (pt + &),
Myjk — M,z sin (pt + &), ﬁykj = Myjsin (pt 1 &),
Majp = Maesin (pt + &), My = Maysin(pt + &),
, Bjr == Bp: sin (pt + &), Brj = By sin {pt + ¢);
przemieszezenia i obroty preta na podporach
Ep=Epsin(pt +¢), &= &ysinlpt +e),
%z == Ny Sin (pt + &), np== 1, Sin (pt + 8,
Py = gy SIN (pt + &), 7=, sin {pt -+ ¢).
Podczas dzialania powyzeJ podanych obciazen pojawia sig ugiecia £(2)
i 5(z), obrét p(2), oraz katy ugieé¢ £(2) i 7'(2), spaczenie jednostkowe ¢’ (z2),
momenty gnace M.(z) i M,(2), sily poprzeczne Qs () 1 @y(z), moment
skrecajacy M, (2), bimoment B (z), ktore bedg zmienia¢ sie harmonicznie
w czasie z czestoscia i fazg rowng czestosci i fazie sil ‘wymuszajgcych.
Amplitudy ugieé, katéow ugieé, momentéw, sit poprzecznych i bimo-
mentéw okre§limy zgodnie ze wzorami (1.25) 1 (1.27).

Biorac pod uwage zginanie w plaszezyZnie xz zakladamy, Ze znane sa
gléwne parametry, tj. dla z =0 mamy :
£ (0) = &, M,y (0) == My,

natomiast dla z =1 mamy
El)=¢&y, MyQU)=Mu,.

Podstawiajqc powyzsze wielkosci do plerwszego i trzeciego wzoru {1.25)
przy jednoczesnym uwzglednienin wzoréw (1.26), otrzymamy po prze-
ksztaleniu nastgpujace réwnania:

: (01 M2
£ (0 (1) — D (1) = £y £ () é—’ffy—- D)1
n 12 B H -
+ D) Myi g e (6) — Z P, E'j_ e (b) —
{3.1) i=1 b " = ¥
b — DPx j%—EJ [ Mt (1 ty) — 2 (1 —wuy], |
L (0)1 Myl
£ O by 1) 1+ 252 xmu) s (1) — é’ff ey (1) +
My _
+ ‘E’Jj}_’__-—— Z MU" EJ ”MM i) + 2 Pn EJ %MQ( )+
14
+ P, EEjy {”Mg* (I—u;)— % pe (1 —us)],
gdzie b; = byfl. '
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Z powyzszych réwnan wyznaczymy wartosci £(0) i @.(0), Podobnie:

postapimy w przypadku zginania w plaszezyznie yz, okreflajac wielkofei

(0} 1 @4(0). Z analogicznych réwnan napisanych dla skrecania wyzna-
czymy wielkoéei ' (0) i M, {0). Otrzymamy w ten sposdb réwhania

) M 1?
7' (0) Ixm?f (1) — Q% )"' ®.0 (1) ey T Mk By (1 + E{; L L+
" 13 .
2 " Z; i g 00 2 Py e ) —
(3.2) .
—Py@ [, (L —uy) =2, (1—ug)i,
Q.V( ) M,n'ejl

“‘"f({]}l%jw-qf(lHF EJ. 1A (1) = it % aty (1) =—— EJ. MM (1) +

M_;kjl _ 3

n n
S I .
+ 2 Mis gy oasa 0+ %‘Ply g7 (B +

. [
+p, WET, Dy (L —wi) — 2, (1 ua)],
a dla skrecania

. M(0) 1 By l®
¢ (0) IM‘P‘P’{DM ;1(.](,, %@M(l):(pkqu)fk %999?(1) + Ej;w Tt )+

i 12 _ 8 -
T ly VET, e 3 Mis EJ o ()
(3.3)

4

[A
__ms ﬂ,gﬁ,‘:} [%(pr(l ) %Wj(lwuz)],

’ MS 0 l B l -
O ()4 O 1y 0 B0
B
+ _530 2 Bg EJ %BB b)+ 2 Mfﬁ'EJ %Bﬁ'f(b)_{_

i=1
4

-+ ms;L4 B [, (1 — ;) —2p, 1 — Uy)]

Okreslone z réownan (3.1), (3.2) i (3.3) wielkosci &'(0), '(0), (p'(i)), @,(0), @0)
i M;(0) pozwalaja wyznaczy¢ przy uzyciu réwnan (1.25) i (1.27) oraz
tabl. 1 i 2 amplitudy poszczegéinych drganin w dowolnym przekroju preta.
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Dla drgan gietnych w plaszczyzme Xz mamy: | ;

sh ﬁl S!Ilaﬂi) 1

+

(3.4) (z)mé'(z)‘Fka(ai sh 8, -+ sina, | 26,

o1 ' s ¢ shpd
+ &xj (al shf + A S;?naé{) 246, Mgy, (Sm o Lﬁlg) *

sh f; YR ET,28,\ sine,  shp,
P  (sing,{ shf
+ My EJy 26, ( sine,  shg, )

A cosa,; ¢, chg
(3.5) & (@)= 5(2‘)— Siny (alsma—,+E—$§1_1#91)+

4: y)
L, A (el chﬁif) 1_( cosa o chBil )
17724, ( L sina mshﬁ1 +M”’”EJ},261 “sine, P sh 8, +

cos a; C chp, &
sin o, L'shp,

1

+My’”EJ 28, ( !

4 r
(3.6 M@= @) - En 213-- (EP&Q-—-SM"—;) +

sin oy sh f;
Es, A (SinmC shi;. ) N Mm( psinad 2slz§;£)+

e 26, \sine, shp, 1 sina, 1 shg,
‘ o Sin a1C zshﬁ]
T My’”( 1 sin a, Tshpt )’

s uBY A (e e
37 @@ =Q:()+ &ir s T B, sh B, f;lsinal +

EJ, A (ﬁlcosalé a’chfy S 1A (cosajé' ch g, w)_I_

+ s B 24, alﬁjﬂ ﬁiShﬁ1) kal 20,

a.sina; ' By shf

17 [cosal | chfil )
_}_Mykjl 26 (0.’1 Slna1+,315hﬁ1 '

gdzie ¢ =1-—L.
Dla drgan gietnych w plaszezyZnie yz otrzymujemy:
N e shg, §}n ag 0\ 1
R RN s S ast

2Shpal | sine?l 1 (sinayl  shp¢
+77k,r( Shﬁ + B sin o, ) 2 +ijkEJ 262 sin o, sh Ba

2 1 [sina,C shp,l
+ M*’” EJ. 28, ( sina,  shpf, )
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cos apl’ | ch Byl ) 1

. o 1 Ay
@9 7 @=n" & 1 284, (aa sina,  foshf,

© 1 A3 {cosayl chﬁzC) _!*iw( cosaz{’ chﬁaC’)
T 28, (agsinag Bysh B, %_M_”kEJx 20, \ % sin a, b sh B, T

11 ( cosagc_ﬁ chﬁzﬁ)

+ My EJ, 258,\* sinag, 2 shp, |’

- BJ, 22 [sina,f shg,l
(3.10) Mx(z):Mx(z)—l_ﬂﬂc sz 2; (sin 2(2 - Sh;z)

EJ: 7 [sinayl shﬁz) (gsma2 2Shﬁgg)
BT Zéa(smaz sh 8, o Mg\ sin a, +h sh 8, t

s 8in e ¢ _ eshfd
—l— Mxkj (012 3in a 2 sh ﬁ2 )’
B 4 (dehpil i osaat

(3.11) Q,v (Z) Q}' (Z) + Nn 52 sh ﬁz oy Sin oy

n EJe 2 (ﬁ2 cos @sl a5 chfy )-—wM 1 (cosoz2 chp.¢ )+
Nei 3 26,\a, sine; fs shp, =R 26, \agsina, @ fssh B,

1o (cosagf Chﬂgc)

T Meti 7 55 \psina, | Bash el

Dla drgan skretnych otrzymujemy:

sh B, sinag &\ 1
(3.12) ¢(R)= (z)‘*“%k( “np, ; 511«2:3)—275?L

28h Byl | asine,l 2 1 (sinag{ shpl
+(p’”(a" g, P s1na3)26 tBigg, 28, sing YA +

P11 [sine,l shﬁ% a
+B"E"EJU 2 d; (Smoz5 shg, |’

- e 1 A [cosayl’ ; ch
@13 ¢ @=F @ = l Eg— (03 sin a, + Bs Sflsﬁs) +

1 43 [coseyl | chfs{ ) i1 ( cos a, ¢’ ch #,¢ )
B . — —_— u
Ty 26, (oa3 sine, ' fashf, + B EJo 28,\® sin g, B st sh 8, +

1 1 cosegl chﬁSC
T By g 9, (“3 sing, P shg,

115



Elo A} (sm ¢’ f?h_ﬁs_q) +
sin a, sh f,

(3.14) B(z) = (Z) + Pie ™~ iz 2 5

EJo X [sine,l shpf, C) ( o 8in o, L 5 h B, C') :
- +(pkj-ld 263(‘511'1 o, sh 8, + B {ay Sin o X +ﬁ3 sh f, x
o 8inay 25h fis &
+ By ( sin a, * shp, )

(3.15)  Mu(2) = Mo (2) +

Elo B (af bl [t s:gsgg)Jr

B 28,16, shfy  a, sing

EJm 3 (55 COs a.‘SC GJ Ch ﬁ3

1 A [sosgl ChﬁgC')
24, ( T +

oy sine,  fs shﬁg) —Buy 268, \aysina, = Byshp,

4
%Bkji 2 (_COSGSC chﬁai)

26, \aysina, ' Byshp,

-~ Prej

We wszystkich wzorach poczawszy od (3.4) do (3.15) wielkoSci ozna-
czone wezykiem u géry wyrazajs dzialanie obcelazen lokalnych, pozostate
wyrazy przedstawiajg wplyw warunkéw brzegowych.

Rys. 4

W przypadku dzialania sily skupionej P==Psin (pt+e) w punkcie
z+—a przy mimodrodzie e, ktérej skladowe wynoszg Pr ==P, sin(ptte
i Py=P2 sin (pt+ &) oraz pochodzacego od niej momentu skrecajgcego
M;= M sin (pt+ &), gdzie M= Pe, mamy w przedziale po lewej stronie
sity P: '

ugiecié' oraz kat obrotu

7 p¥ 1 ( sina, b __ shpib )
£z)= EJ, 26,0,p; B sin a, sin a £ —a, sh B, shp.c),
: ~ P11 sinagb . shp, b
(3:16 7(z) =22 B — 2 sk )
{ ) n(z)= BT, 26 s B (,3 i 0, sin ay { — ag sh fs sh ¢
~ ME 1 ( sina,b . . sh g, b )
—u, sh
f‘”(z) Elo 28,05 \V* sine, 00T M 5k, st
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katy ugiecia oraz spaczenie jednostkowe

SR UL L
{ = EJ, 28, (snm1 08 Mo ch il
oy Pel® 1 sina, b s]nﬂ2 f,)
(3.17) i 7 {2) = ©7. 259( sina S%C “_h_ﬁg chp, 71,
~ oy M1 fsinggb sh,@i
Uit (2= EJ, 26, (sman 5 6yl — shp, Pht
momenty i bimoment
i, ) = Pt (g Sinonb sh f, b )
l[ " 8 (al sin ey n o bt hﬁ1 shfit
~ P sin B sh g, b
(3.18) i Mx(z)zz—gazf (az Hlaz in e, {48, — ﬁﬁ shf,¢ ),
' ey Mslf sinag shﬁ b )
{ B(z)== 55 (aﬂ——sm o oy L6, b g St
sily poprzeczne 1 gietno-ckretny moment
Qx (Z)—-ﬂ(ﬁz sina b : sa, C+ a Sh ﬁ1 Chﬁl )
noz1
' o P sina b » sh B )
3.19 — 2 sl U 21 Pa
(819 @@ 252( * sing, O %iTE g bt
_ M asmagb 2shﬁ*
l Mm(z) 2, ( na cos e, +aj shp, chf,l

gdzie b=1—afl. A
. Dla przypadku preta obciazonego sila P w odleglo$ci z; mamy

h=—1— zl—lm 1—={;.

W celu ofrzymania wzoréw dla odpowiednich amplitud po prawej
stronie sity P, nalezy we wzorach (3.16)-(3.19) wstawi¢ zamiast b wiel-
kos¢ d, zamiast { réznice 1—{=={' oraz zmienié¢ znak przy &, 7', ¢, Q«,
@y i Mw. Podobnie gdy sila znajduje sie w odleglodci z:,a=¢;.

" W przypadku dzialania sity P w srodku rozpletosm preta f==h=—= 1/2
otrzymujemy wzory:

~1 _ PB 1 ( o Ex)
2 T RS, 45,0,p, P 8y T HigR G,
SL Pl 1 a
(3.20) Ty "EJX 438, s B (ﬁztg g —Geteh
1M1 &)
. YPe TR, 4o, agﬁg(ﬁstg y —aigh
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na katy ugiecia i skrecenia
(3.21) | B =0, Hum=0, ¢un=0

na momenty i bimoment

s () Pl a1 By
My(z_); 461 (a]tg 2 +ﬁ1tgh 2)!
~ 1 P,1
(3.22) M. (—2) = 74_‘6; (az S + pg tgh ﬁg)
(i _ Mt a% ﬁa)
B(Z)'Ms( Hhtehy

na sily poprzeczne i gietno-skretny moment

~ f1 P, ~ {1 P, ~ {1 M
. _— :“l_-———- ———:'—i_—— o — 4—+7—~.
(3.23) Q"(z) — 248, Qy(z) — 26, M (2) — 24,

Jezeli na pret dziata moment gnacy M == Msin(pt+¢) przylozony W prze-~
kroju z=—=a przy mamosrodzze e, wowezas dla 0 =<2 =< ¢ otrzymamy

E(z)=— ﬂéi 2161 (%%1%19 sin o, ¢ - SS%%—? sh 515) ,
(3.24) 7 (2)=— l‘gf 5 (C;’f;";z n gyt — Cshﬁgf sh ﬁzc) ,
PR =— %: El—a—g (—;—3;? sin ay £ — %}gﬁ?—? sh ﬁa‘:) ;
)= —E% 2—151 (alcgg‘% cos o & — B Chhﬁé ch By L )
.(3'25) ()= w—ﬂéﬂi 2152 (aﬁ;‘%f cos agl—fs Chhﬁg ch B, c) ,
P (2)—=— ;}m 2162 ( Fs%sfé? cos ag & — fa g}i&— ch s C) ;o
My () =— 3/161 ( 3 COSITO:: sin e, ¢ + B4 Cshﬁé shg. & )
(3.26) M, () = Mg( : cosnaz— sinay + B < ﬁé sh BaC )
B(z)= %— (a§ c;)lsna; in a, ¢ + B C};ﬁé sh B, & )
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~ At [cosa, b chp, b
o A T Bt Sl 1
Q@) 1 24, (a1 sin o, cos 01 8. sh B, chfy C) '
~ M, A [cosad chBob , . )
3.27 —_ M2 fa P ET + Phutuioll ut- S
(3-:27) @y(2) 1 24, ( 0o BiN ay cos ag ¢ B, sh B, ch f¢),
B A (cos ag b ch g b ) :
Mo (2) 1 24§,\azsinag, cos a5 By sh Py ch f¢),

Rys. 6

W przypadku koniecznosci obliczenia powyzszych wielkosci na adcinku
@ < £ <11 postapimy podobnie jak poprzednio podstawiajac zamiast b
wiclkod$é @, a zamiast { wielkos¢ f'=1— i zmieniajae jednoczeénie znaki
przy £(2), n'{(2) i ¢'(2) oraz Qx(2), @), 1 Mo(2).

Jezeli na pret dziata pbciazenie rownomiernie rozlozone wezdluz calej
rozpietosci preta, wowezas

(3.28)
- ::pxl‘f 1 g sina {+sing, ' —sing, Zshﬁlﬁ—shﬁlé’-shﬁl)
£ EJ, 2a]z§(ﬁ ! sina; - ta shf '

7{2)

_pt 1 ( ;sin @y S sin oy &' —sin az__azih_ﬁ_a?i&éa?jﬂg)-
EJe 28,23 sin a, : sh B,
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W przypadku obcigzenia pomada]acego pewien mimosrod moglibySmy
w sposéh analogiczny napisa¢ wzory na ?(2):

e P 1 cosalC—*cosmC chp, & —chpl
Fz)=" Bet L [FRR e SR

EJ, 29, @, sinay " Byishf
(3.29)
pyt 1 (cosazi_ﬁﬁnf#@ﬁzé—chﬁg)_
7@ =g 35, o SI g £ 5h B ’
B, (2) — pel? (sine {+sing §’  shp {+shp
& ="g7, sin o sh 8, ’
(3.30)
M )M., y 7 Si_nazg'*‘Sinazc__'._‘,§E32C+Sh52§1 .
? EJ. sin ay : sh f, ’
5. (2) — scosal—cosal’  Lchfil—chfl
Qx(z)~ (ﬁl o, sin o, Mg shpy )’
(3.31)
o 5C0S ap§ — cosapl’ schps{—chpyl
@y(2)= (ﬁ‘a 0y 510 ay % B sh B, )

W przypadku dziatania na belkg kilku skupionych sil, momentéw gna-~
cych, skrecajgeych lub bimomentow posiadajacych jednakows czestoSc
i kat fazy, mozna okreglié amplifudy stosujac zasade superpozycii.

Wielkosei amplitud £(2), &'(2), My, Qx itd. staja sig nieskoriczenie wielkie -
dla wartosei o bedacych pierwiastkami réwnania sin a;=20.

. Wzory okre§lajace amplitudy katéw ugiecia, spaczenia jednostkowego,
311 poprzecznych oraz momentow gigtno-skretnych na koricach podparte]
belki przy obeiazeniu jej wedlug rys. 3 otrzymamy bezposrednio ze wWzo-
6w (3.5), (3.9), (3.13), (3.7), (3.11) i (3.15), podstawiajac ¢==0, a nastep-
nie ¢ =1 przy jednoczesnym uwzglednieniu, Ze

EO) =£&, 70 =1k ¢O=gk Q:0)=Qu, Q0)=Qur
5, (l) = E;zj, ! (1) = ‘Y];ej; ‘P’ (U = QJ;H': Q. (1) == kaj, Qy (I) = kaj-

Postad powyzszych amplitud po uporzadkowaniu jest nastepujgca:

s,kﬂe,mLM”" (:L;)+MJ”” by (3)— - (JN’”diuj),

ik b M ;
(332) | - nﬂ,+1‘§; o )+ by () — " ey ) + T s ),

y Byl 2
@ «pjk+ asugw Ty bs () — P eyiaa) + P 4y (Ag)s

120




ka

ijk : éxjk - Cy (j- ) ‘}’ Ty d U‘ ) + 5}]«.
- Mx Mxe ,\: o :
(3.33) Qe = Qujr — <Ly ¢z (A} + - Ll dy (2,) -+ ”7;:‘! ( o) + "717#1 fzuz)y
L~ ; By EJ E.L,,
Mmjk Z_:Mmjk — B{k Cy (/13) + "“’{L ds (/13) + Pik —z €3 (2-3) =+ Prj - fs(ls)

gdzie

a () = o5 (al ctg a; — B, clgh f)),

1
ap (Ag) = 25, (ag ctg a,— By ctgh f,),
2
1
g (Ay) = 93, (ag ctg @y — Py ctgh By),
5

b‘(“_” (sm”é,'_ shﬁl)
(3.34) 1

c; (4)) == 2—(31 (_a; ctg oy + ctgh 51) ?

1
& (4:) = (a,sma, ﬁlshf}l)
3 (al cigh g, — Ctg ‘11),
M8 )
fi () = 28, (a1 sina, By;shp, |’

Wielkosci bg, bg, Cy, Cg, dg, dg;

wisty.

Myﬂ'

es, es, fy 1 f3 znajduje sie w sposdb oczy-

We wzorach (3.32) 1 {3.33) ozaczono wezykiem amplitudy katdw, sil po-
przecznych 1 momentu gietno-skretnego na koncach j i k przegubowo opar-
tej belki j-k, wywolanych dzialaniem zewnetrznych obeigZent lokalnych.
Wzory te majg nastepujaca postaé:

Fi Ptt Ml '
E o= ;1‘ 5, Orp (A L) — 2 Myt @w(m,) 4B EJy ¥ 10 (M),
"
~t Pi 12 M:x
(235 7= T o e — D Mot + P  dy (),
7]!'( ; EJx 2 & EJ. 2 ij
n
' MI Btl
P = . "E;: D3p (A i) — Z ET. Dy pi(As £ —|— @sp (}13

i=1
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Pl P (A1) 2 ot @111:1(1‘15z
i—1 EJJ’ 1-1

(36 L= T et + Z M“-@mtzzc>+~—@2pu)'

“1 Bl
By — Igj Dup (s l) + D, 7 Ponlal) + 5 AL SRS
i1 © = @ m
H-‘
Qi — 2 Pix Pip{ () — 2 My Wim(ALLl) + px 1¥ap (1),

éyik = 2 Piy Whp (A2 lt) —— 2 M, Pom(A280) + ’py 1¥2p (As),
= =

L
ﬁo)jk: 2 MisWap{As iy — 2; B Wam(AsL3) + 'msl!{’:sP (As),

thj = e— 2 PIJC y 115 1 Z M;y%/ﬂ(il C;) ——pxlgllp (Ai},
é)""’j = Z Piy W2P (/‘{ZCL) — 2 Mu:S.U2AfI{12C ) —'"’py l'lvzp(/'{z),

Monj—— Z Mis¥sp (3 5i) — Z BiWan(als) — ms L Pap (As).

W powyzszych wzorach przyjeto nastepujace oznaczenia:

no L (sineli  shf b
D1p (A.l Cz) = ( s o sh ﬁ1

(A4 £7) 2 SI oy C! o sh fa ¢ )
[

sin a, ® sh 51

sin a4
Cos oy (:z ch 8, % )
sm oy 61 shfp

tgh

2

1
~ 75
By 33) = ZL( cosadi g chﬁlct)

2
Dip (1) = 3. (fi g % n ).

We wzorach o numerach wyzszych wystapia odpowiednio ds, 5, s, o
Bs i Bs, we wzorach odpowiadajacych wielko§ciom na koficu k zamiast {;
wejdzie ;.
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4. Metoda odksztalcen i jej zastosowanie do obliczania drgai -
ukladéw z cienkoSciennych pretéw otwartych

- Przy obliczaniu bardziej zlozonych zagadnien teorii statecznodcii drgani
ukladéw ze zwyklych pretow, ktorymi sa wlasnie konstrukcje ramowe,
najbardziej efekiywng okazala sie metoda odksztalcen,

Metoda odksztalcen w dynamice konstrukeji ramowych znajduje
w ostatnim czasie wielu zwolennikéw. Zastosowanie tej metody do obli-
¢zenn drgan ukladéw ramowych z clenkosciennych pretéw o otwartym pro-
filu okazuje sie, jak dalej zobaczymy, rzeczs bardzo celows. ‘

Przechodzge do wyprowadzenia wzoréw dla metody odksztalcen przyj-
mijmy, ze belka na obu koncach utwierdzona wykonuje drgania pod wply-
wem obcigzen lokalnych:

Pic= Py sin{pt + &), Pac= Py, sin (pt + &),

Pyy= Piy sin (pt -+ ¢), Pyy=Pyysin(pt-+ &), M= M; sin (pt + &),
- wywolujac pr%emieszczenia punktéw podparcia _

b= Eusin (@t + o), s —mesin(pt £ ), = pusinpt o),
&y — Ewrsin(pt + &), T = nw sin(pt - &),  Pa = gaysin (ot + &),

katy obrotow przekrojow koricowyeh oraz spaczenie jednostkowe

Ep—=_Ersin(ptte), mh=nksin{pt-e), 7w — ok sin(pt+ &),
Ej=&iysin(pt+e), My =mnysin(pt-+e), gk= iy sin(pt+e).
+ Wielkosci amplitud momentéw podporowych 1 bimomentdéw pojawiaja-

cych sie w utwierdzonych przekrojach belki, jak rowniez i sit poprzecz-
nych oraz momentow gietno-skretnych sg nastepujace:

Myjn=Msesin (pt + &), Myje==Mynsin(pt+6), B = Busin(pt+ e),
.M_xkj = Mpj sin (pt + &), E’kj = My sin (pt 1 &), E]zj == Byy sin (pt + &},
Qe = Qujisin (pt + 8),  Qyje= Quirsin (pt + &), Moje== Mo sin (pt 1 &),

Qury = Quwysin (pt + ¢),  Quy = Quysin (pt + &), Muny == Marysin (pt -+ o).

Okredlamy je w zaleznosci od amplitud obeigzen lokalnych Py, Py, My,
przemieszczen punkiow podparcia &, ik, @ik, Eviy Nri, ¢ri oraz katéw obrotu
i spaczenia jednostkowego w utwierdzonych przekrojach &, njr, @i, i
Akjy Phje o
Dodatnie kierunki przemieszczen oraz sit na koncach belki podane sa
na rys. 6.
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Przyjmujac we wzorach (1.25) i (1.27)

E(0) = &, 7(0) =, @ (0) = g,
EO)=E&r, 7 (0)=mnj, #{0) = @in,
M. (0) == Myjr, DMy (0) = My, B(0) = By,

Qx (0) = Quj, Qy (0)= Qyjr, Mo {0)= Mojn

oraz czynige zados¢ warunkom na prawym koneu belki, tj. dla z

i przyjmujac

& (L) == &y,
‘?(l) = 53‘.}"

qj(?’):qj""f: ’
@) =gy,

7 UES Hiefy
?’,i’(l) — "?;lh

k

O

]
1

’ 2
-

2
LY
M 3

71;#;

i
{ ;
. |

Rys. 8

otrzymamy odpowiednio po dwa réwnania:

&y ==

4.1
E.;ej =
o T

(4.2)
n;zj =
Pri =

(4.3)
97:&;‘ =
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S rige + Ep Uty Mé%lz g Qé?;lf o 161

it % st ,;';‘: Hpg ™" %}i_l Hom Qﬁ;yp ®gg 1€1);
i Yoy jpe Wy — Méfji\p ot ™ Qg}ﬁ %yt il
T o Ty — i
P ?.ﬁmsv T g Wt — %}? B MMTE?;I om0

Pt % %tep + fP;-;, Pty - g% % BT %{;l e o1l

T




~ W powyiszych réwnaniach |&],

wiadaja wielkosciom obciazert lok

{4.4)

(4.5)

/)

| g

sty {qu| oraz | &
alnyca we wzorach (1.25) i (1.27):

> nil, |l odpo-

'51 :Ejy i By Heq (5“C£ EJy Z MU’ gM N

Z PU’ 'dJ;Q {’

P Y
1@9{! :ETI; ; M!s "q.,w(é‘—“c

EEE[*EJJZP Mo Q

N ‘f
— &7 P, A}i,’Q(C

& |
l i
:qgt! - EJ&) 2{ Mzs %q;-'ﬂ'f (

i —

ol

.
" Ei

l[L.
é

EJ} o () o (€ — u) du,

ZM“ (e

1,

4
By Py, (€ —u)du

12 I

i,

B I m, (u) %q,‘-” (C* u’) d‘u’!

.c' EJ;V 2 M:y "g',w c—¢ >+

{b—

g)—r—i

it,

p, (W) e (£ — ) du,

M{r %:j M (C Ci) + A

a1,

13

EJ. J o, (u) %an(C ) du,

z @’B (C C)

i,

f m () %, {¢ —u) du.

Kolejne uklady po dwa réownania okreslajgce przemieszezenja i katy
obrotu w odpowiedniej plaszezyznie zginania oraz spaczenie przekroju po-
Przecznego na prawym konhcu belki otrzymamy ze wzoréw (1.25) i (1.27),
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umieszezajac uklad wspéirzednych na prawym koncu belki i uwzglednia~
jace, ze

£O)=¢&y, E0)=Ek, Mc(0)=-—Mu, Q. (0) = @iy,

7 (0} = 4y, . MO =mnkj, My (0)=— My, Qy (0) = @y,

e0) =g, ¢ =gk, BO)=-—By, M,(0)= Morj

oraz spelniajge warunki ha lewym koticu belki z—=—1

E(—D=é&p, E(—1)==¢h,
n—b=mnr, 5(—1) =unh,
P(—D=gn, ¢(—)=qgh.

Rownania te otrzymuja postaé:

- ' My, 1? Quri P -
, = Eyigg - Euplagy + TEJ, " ogy %o TGl
(46) | 1 Myl Q1!
S a4k __Hyrf xRy ar
S == Euy #pgH iyt EJ, "M gy, Mo .+ &l
’ M,r] '12 Q_ykj IH
e == My gy ™ My Wty - 'E.;Jx Hm 1, e + Iy,
*7 1 Mrj 1 Qi 1?
r ‘ ki {d) LR
M ™ Uy T For + oyt — 5.}'1 K —fE{;L— 0T I,
’ B} f 12 Mmk ] 13 I
Pite = Prj %y ™ Py Wy 7ES;T #on ™ ME_'JJT Mg 4,
(4.8) _ _
' L , Byl Mo 18 .
Yin ™ 7 Pai 7 ¥y t Py B BT TRy, Felm + gl

Rozwiazujge réwnania (4.1), (4.2) i (4.3) wzgledem Myjr, Qujr, Myjs,
Qujr, Bje, Mojw oraz réwnania (4.6), (4.7) i (4.8) wzgledem M), Qur, My,
Brjy Manj, Quuy z odpowiednim uwzglednieniem wielkosci » ofrzymamy:

" EJ Y . ] f
[ Myje= My + Ty (ijk &ix + Bujie &y + Cijr %’k — D %k!-),

’ ll ’ EJ ’ ’ / A /
(4.9) I, Mojp = Ml + —lif (A_yjk Nkt Byjr ey + Cyje ﬂf’f__Dyfk %) ,

) ’ EJ 2] ’ . C ] /
Bip = Bje A=~ (Af'k @je -+ B giy - ka%k——ka ?lﬂ);
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EJ,
(411) Mxkj = Mxk} + —=

ijk — Q’:Jk (ijk ‘:-&J'k + Dx]k Skj ‘f" ijk Ejk ijk 5{"’)
5 Ef;j
(410} Qy;k = ijk C it 971"3 -+ Dyjk qi-kj + Gy = — HyjkT ,
Moje= M"’f kT (Cik @i -+ Djr gy + Gﬂe — Hy, q%kj) ;
EJy £
Myrj = Mykf (Ax"?f Ekj 4 B & jk + ka; 'El — Cirj- kj)

T Ay ??kf + Bygj ??Jk + Dykf l == Cypj nk])

EJu)(

Byj== Bp; + Apj @y + Bry ‘Pfk + D kj l — Cy 'Pk;)

! . EJ r r 3 E
kaf = kaf - 4# (cxfcj gkj + kaj Ejk Geni— s” A Hapy {k)

. ; E i
4,12) Qyrj— Qyey — Cykf Nt + Dony 1j0 ~= Gyn‘tf - + Hyrj L >
l 1

EJm(

, i3
Mmkakaj ij fpkf -+ Dk; !P,fk Gh} l} + H-’U ¥ )

Symbolami A4, B, C, D, G i H z odpowiednimi znaczkami oznaczono
wsp6lezynniki reakeji dynamicznych. Wspotczynniki te sa funkcjami cze-
stosci drgan o nastepujacej postaci:

——1—-»sin a;chf, — L cosa, shf,
Axjp == Axkj =2 (51 = 4 ﬁ ’
" 2(1—cosa, chf)— ,8 sin a, sh 8,
a1

1 shp,— ; sin a,

Byjr == By =26, : 1 L S
2(1—cosa,chp)— sin a; shfy

AN §

a,{I-—cosa;ch ) + 2 a f,sina, shp,

Crpp=Cpy == a
B 2{1 —cos a, chﬁl)%a—ilw sin a; sh §,
it

(4.13) Dy =Dy =28, — ‘ ch f, —cos al ,

2{1—cosa,chf)— sin a; sh f,
: ay 51 ‘
: i h h .
ijfr = kaf =2 C31 1171 et .611 = ﬁl - ﬁiz ﬁ] e »
- 2(1-~cosa, chf,)——- sin a, sh §;
ay By
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{4.13)

: ¢; Sina, -+ 8, sh

o 2(1mcosalchﬁ1)—a - sing, sh g,
I ] A

I

[' Cor e Oy Ba{L—c08 93ch fa) +2a,8; sinay shpy, | GJsl?

Jh = LR — a +EJ .

2(1-—cosaychfy)— -~ sin agshf, 77
. B3P

Symbole Ay, By itd. majg te sama postac z tg tylko roznicy, ze
zamiast wskaznika 1 nalezy wszedzie wstawié wskaznik 2.

Jezeli chodzi o wielkosci Ajr, By, D, Gjk, Hp, to sprawa wyglada
podobnie, nalezy tylko wszedzie wstawié wskaznik 3, Pewng réznice spo-
tykamy w wyrazie Cj, ktéry podano powyzej.

Symbolami Mye, Mizj, My, Myri, Qetjy ..., Moh; oznaczono amplitudy
momentéw gnacych, sil poprzecznych, momentéw gietno-skretnyeh po-
wstalych wskutek dziatania obcigZen lokalnych w przekrojach utwierdzo-
nych koncéw belki. ' '

5. Drgania przestrzennych ram prostokatnych z elementow cienkosciennych

Otrzymane w poprzednich paragrafach wzory na odksztalcenia okre-
Slajace w koncowym etapie reakcje dynarmiczne, przedstawione za pomocs
wspolezynnikéw wplywajacych na czestodc drgan preta, postuzg do dal-
szych rozwazan, W prakiyce jednak niektére ze wspotezynnikow maja
nieznaczny wplyw, tak ze niekiedy moga byé¢ pomijane. Wzory metody
odksztalcenn pozostaja jednak sluszne we wszystkich przypadkach. Reak-
cje dynamiczne moga sie roznié jedynie wspélezynnikami w nich zawar-
tymi, co ma miejsce w zaleznosci od rodzaju rozpatrywanych ukladdéw,
sposobu podparé i obcigzen. ' '

Przechodzae do obliczenia ram pbrzestrzennych z elementéw cienko-
Sciennych przyjmijmy uklad wspolrzednych x, y,z w wezle &k, w ktorym
spotyka sie sze§¢ cienkosclennych pretéw o symetrycznych przekrojach
schodzacych sie pod prostymi katami.

Prety ulozone 58 W ten sposdb, ze gidwne osie bezwladnosei sg osiami
wspoOlrzednyeh.

W przypadku harmonicznych drgan ramy z czgstodeia p przemieszeze-
nia wezla & w dowolnej chwili czasu t sg okreslone dziewiecioma wspoi-
rzednymi — oczywiscie jest to przypadek najogolniejszy, odpowiadajacy
paczeniu sie wezla.

PowyZsze przemieszczenia maja nastepujaca postac:

e == g sin (Ptﬂ* 8), Op==0O4sin (Ot + &),  %ne == wpesin (pt -+ &),
;bk = U 8in (pt + 8), (ﬁk = @k sin (pt + 6)) gky = iy sin ('pt ‘+ 8),

Wi =wesin(pt+ &), Pr==yeSin(pt - &),  7p; — s sin (pt + &)
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Pierwsze trzy wspolrzedne wus, ¥, Ws przedstawiajg rzuty przemieszézen-
wezia k na kierunki osi x, y, z, drugie ¥, ¢, v katy obrotu wokolo po-
szezegblnych osi x, y, 2, trzecie — spaczenia koncowych przekrojow preta
w odpowiednich kierunkach. Przez uy, vk, wy itd. oznaczono amplitudy
iych przemieszezen, kiére uwazamy za dodatnie, jezeli ich wektory maja
dodatnie zwroty osi x, y, 2.

=

"

s

[

i | /l

=
*
\

Rys. 7

Jezeli rama posiada n weziow, to ogolna liczba przemieszczen bedzie
9n. Dla ich okreilenia nalezy z warunkéw réwnowagi wezléw ramy opie-
rajae sig na zasadzie dAlemberta ulozyé 9n rownan.

W istocie na wezel ramy od kazdego preta dziala siedem sit réwnych
reakcjom uogélnionym, dziatajacym od wezla na koniec kazdego z pre-
toéw, Jezeli nie bedziemy uwzgledniaé¢ tlumienia, jak juz poprzednio pod-
kre$laliSmy, pomiedzy sitami i przemieszczeniami kat przesuniecia fazo-
wego bedzie réwny zeru lub 180°. Wobec tego sily dzialajace na wezel
beda zmieniaé sie harmoni'cznie‘.-Ogélnie biorac moZemy napisaé:

Re=Rysin(pt-+e), M.=M,sin(pt-ts), B,= Bysin(pt-e),

Ry—Rysin(pt+e), M,=M,sin(ptte), By==B,sin(pt-|e),
R:==R.sin(pt4e¢), M.:— M.sin(pt-+e), B.=B,sin{pt+te).
Bkladajge wszystkie sity od pretow dzialajace w danej chwili na wezel
oraz uwzgledniajac sity bezwladnodel otrzymamy
Zkaj—mkpzuh:" 0, ZMxkj;'Jxkpgﬁkzo, ZBxkj*Jxk PPy =0,
: Z Rynj — me p*0e = 0, 2 Myn—Jyep®gr =0, Z Byiy— Jynp sy =0,

\ . ;
2, Repj—mp p?wip =10, ZMzkj_Jzk PPy =0, Zszj_‘Jzk’pzﬁﬂzk: 0,

.gdzie my oznacza mase skupiona w wegle k, Ju, Jy, Jz sa to momenty
‘bezwladnosci tej masy wzgledem osi x, y, 2. Dziewieé analogicznych réw-
nan mozemy napisa¢ dla wszystkich n wezldow ramy.
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- Zaleznod¢ pomiedzy przemieszézeniami i sitami; dzialajgecymi na konce

prétow przylegajgeyeh do wezla k niozna przedstawic¢ za pom0cq naste-
pu;]acych WZOrOw (uwzglednlayac odpowxednle znakl) R
dla preta ki : e v )

(5.1)

(wzory dla Ry, jako dobrze znane z teoru drgan podiuznych pr

ij:: E;Q P (u;, ctg y-— u, Eosr'c‘ ») 'alb(')-j -Sf;j.,. _:,
BT, '
Ryw= — e (Cy e+ Dyyy— Gy T s Hy— 1 )

We - wj
g T He 1)’_

M—"kf = — - J” (Cl?k ‘l" Dﬂ - G — + H. ﬁj) Mﬁ)j}(,

EJ
Rzkj == ligy (Cz Pk -+ Dz"Pj + G

E J W ﬁk

I

Buu—-—*(Aﬁkﬁ-Bﬁ %y pt )

zostaly napisane bez Wyprowadzen)
dla preta k-p

{5.2)
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Rypp = £4 v (upctg» —uycoscy) albo

) EJ »
Mysy =7 (Acqn+ Bugy+ .2, 7).

EJ. ' " .
Mgy = (Ay Ph + By yy — Cy —I” + Dy;?),

| EJ
Mykp = l-—(Azgvk+Bz¢mez-- +Dz),

EJ,
Mzkp- T (Aﬂ/”a‘i“By V’p+cy 1 - Dy- l)

By — "L(Aﬁk 1 B+ c

p 2.
E A

1 - Sk,v;

Ry L (cy T % H, ”;’) ,
Renp = EJy (cz 7+ Dagup G. ";’_’* 1 H"%ﬁ)
Mty = Moy — E—l‘: (Ci‘?k + Do, + G ‘9{") ,

eta, [5],




dla preta k-r
, EJ . D
R.\'kq - ) (C ¥R + Dy g — G, "

EJ
Ryng= "ng (CJ’ e+ Dy Oy -+ Gy '1

.EA
 Rogg = Elw ¥ (wk ctg v ~-wgcoscy) albo Sk

(5.3) My — E{ (AJ. Dt By g+ Cy- 1’ D, ";’) _
Myrg == EziI 2 (A.v @r 5 Bax (Tq ?L" + Dy ) )
Merg == Moty = — E{iw (C?,ﬂiz:“i—' Dy; —G p +H- )
Bipg = & (Aw + By, + C- W Dy{q);
dla i)reta k-gq
R =7 (c gu+ Degy + Gy ' — H, "’i—)
Ry'ff_f : B '(CJ' O + Dygr— Gy 'Uh + Hy- 7 )

R == % v (wectgy —wrcoser) albo — Ser,

(5.4) ! Mpe = ?fx (Ay 9 + By 0, —Cy % 4D, 1;)
EJ L ,
My =72 (Ax or 1 Beor + cx%% Dx"‘;”),
) EJ(.J . s .
' Moy =Marr = —5 (ka - Dyr + G-"’l’f —H %’5) ,
EJo e zp,
Bur = 23° Ayt + Byt —C ¥E 4 DY
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(5.5)

dla preta k-t

E . |
kat——”(c,\ e - Doy + G. uL H_r%i),

EA
Ryt ="~ (vsclgy—vscoscr) (albo Sy,

EJ,
Ropt = ——~ (Cz Oy L Dzﬂt__Gz w + .1 )

1

EJ '
Mg = - i (Az G+ B —C, y;’ii -+ D, 1;’)!‘) ,

Ed.,

My = Mops = — =, B (nge‘i-D(pt -G %—!—H W)

EJ
Mo =5t Bey 0. " — p, 4.

EJ(Q : 7 ’
Bywt —=7° (Arpk + Bpi— cff’e +D ‘f“) ;

dla preta k-s

(5.6)
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EJ. t :
Rugs = —- 5 (Cx et Dy yps— u’ + H )

Ryns == E;Ll* v (g ctg v —cose ») (albo — Sy,),

J . 5
Raps = lzx(Czﬁk—rDz'ﬁs—i— Gz qu;‘),
M s = *EJX (Az h, + Be ¥ +C. ’Eufk‘*“ D- ) )

EJ{:J T r ’ 5
Myss :Mmks:?(cww%m % p 'P)

Mgs = Eliz (Ax we+ Beys 4 C, lgk D l;s) ’

EJ(,_) ; B f e
[ Byks = T (A(}Dlz ~+ Brp¢+ C Q;’— — D (';9—) .



© Majac przygotowane reakcje dynamiczne dla wezla k przejdziny- obec-
nie do konkretnego przypadku. Wezmy pod uwage rame podang na rys. 8.
W kazdym wezle ilo§¢ nieznanych wielkosei przemieszezenn dla poszeze-
golnego prefa wynosi siedem.

7 mozliwych postaci pojawiajacych sie drgan famy zatrzymajmy sie
na chwile nad drganiami antysymetrycznymi przyjmujac sztywnosc, tj.
niepaczenie si¢ wezléw. Antysymetria drgan odnosi sie wzgledem plasz-
czyzny x0Oz. W powyzszym przypadku przemieszczenia symetrycznych
wezléw sa rowne pod wzgledem wielkosci i znaku, tzn.

Dy =Yy, Dy == Vg, =14, By == 1y,

P — P Po == P, Py =Py, Py == Yy

5’%7 q'

Rys. 8

Dla okre$lenia przemieszczern napiszemy dwa rownania wyrazajace
rownowage sil dzialajgcych na rygle ram poprzecznych oraz cztery réw-
nania momentéw dziatajacych na wezly 1 i 2; réwnan bimomentow roz-
patrywaé nie bedziemy ze wzgledu na przyjecie sztywnoscl weziow:

(5.7) Ry +Ryo+ Rygg—my p?w; =0,  Rypy+ Ryy+ Byas — My p° ﬁz =0);

(5.8) { Mg+ Mo+ Myts +Mar =0, Myt + Maos+ Maez -+ M =0,
Mais + Moo+ Mata + Mawr =0, Mgt + Moo + Magg - Moo == 0.

Podstawiajac wzory |5.7} i }15.8| wielkosci sit i momentéw przedstawione
przez |5.1| do |5.6], otrzymamy po przeksztalceniach uklad szeSciu réw-
nan przemieszezeniowych:
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S EJ, (EJ EJ~ 2 EJ; .
1) o] "‘A-%éGy +(7 Gr) G} _—mlpH — | 4y Hel]
! 15 L 10 o 12

|- (EJ”Cy) +(€f’- ) ]er (E"z ) (EJ\ e =
. 12 10

15
. : EJZ EJ, EJx El,
2) —v, (IR ) + e {( T GJ’) + ( Gy) -+ (‘"i;'-Gy) _-—-m o ]
- 21 7
EJ, . EJ,
T *f Dy) +ypa|— E—f-cy +1 5 Cy
! Jo _ l 1 # o

3) ¥, {(E—“‘{f* G) + (EJ* Ay) + (EJ‘“ G) + (EJ*' Az) + (E..Ja.: Bz) ‘ _
11f

Ej.
+ 792 (12 C_y) - O,
23

v 15 l [ 19 i w 4
EJU ’ l'EJoJ EJm
—!94(~-I;H + & (lgc) +( = C) +
12 ) 16 ]
EJu EJ.
o (‘TY D) o ( i Cy) —0,
12 10

(5.9)

o ol coffel, (el (),
1 21 9t I 04 l ?2'

1, v V' (0] f L0 } ’
s o) o],
l fopt l . 23 l 21 . ¢ 21
— (I?J_‘E C) ] + v (E‘Z‘ cy) — 0,

[}
oy 23

5) - [(Ei]z Ay)15+ (L‘l{{ Ax) ‘I’ (Eijz Bx) + (‘EJZ Ay) +(EJ(0 G)! —i—
. 12 ;

1w 11t i l"

offn) ] el e e -
12 10 12
- (E:'{zfz D}’) : 0,
12
o fen) ool (e
l 21 1 21 l 24 22
J EJo EJ., EJ.; '
() (B | B o] B+
l L A e U P

227 .
+ Vs [ (EJZ C}’) + (% c;y)_ ]: 0.
co 24
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Pamietajac o tym, ze #i==0z=yi1—yp2—0 oraz wprowadzajac w row-
nania 3 1 4 ze wzoru {5.9) nastepujaee oznaczenia:

EJw EJ EJa (EJ. X
an—(. G) +(ley) +(13 G| ) Az) + (EJ-BZ) ,
} B L /12 i i 11

l

I : {Bdw EJ.
(5-10) { Oy == dy == (15 H) (T‘_ H) .

l 12 21

E

!

] (el (), (B )
21 23

_lﬂ 24 L 297 L 221 t

oraz rozwiazuiac je wzgledem #, i ¥y, otrzymamy

{5.10.1) 9 =Fu v+ P Uz == ar Vi foa V2.
gdzie
5. . EJA
ﬁ“ _— e .__2_5._._7( S Cy) ,
By Oun— 1\ 1 it
. Bye = ,,,7,(5.‘.],‘% . (E';T* Cy) ,
{5.11) Oy Ops— a1 2
ds EJ,
g, B (B
8yy Ogg— a7\ 1 10
8, [EJ. )
O C
A b

Woprowadzajac nastepnie oznaczenia do réwnan 51 6 ze wzoru (5.9)

EJ. EJ: EJ, EJ, EJ(,;V
[ yo= ! - Ay) + B Ay +< B\) +1- ! Ay + 2 Gl
! 1 15 L oy L o L t 10
| :

EJ:
(5.12) ?12”__?/21:( - By) )
12

EJ. EJ; EJ EJ. Eja
\ 21 a4 Jor % ER 2
i rozwigzujac je wzgledem g, i y, otrzymamy

(5.12.1) Y= 0y V) Oy Ve, Yy ==ty Uy F @y Vs,
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EJ; ) —_ F(—y—z ) (‘byz ) }
e P S TR
Y11 7es — Vo |
. £ EL )
3 mli’:g Dy)ig V1o ( f-,az Cy) o ( 2 cy)ﬂ‘
VinVem— ’
(5.13) EJ Bl o) | 2
Yis [Hm ( 155 CJ')us + ( l"‘ﬂz_ C’")i | (?2 Dy)“
Ag, = i B
Y1 Yes — Via
. EJ 1 EJ
Yu {( l“z CJ’)21 ( ls_z Cy)m oy (lz_z Dy)ﬂ
28 YuVe ™V

Po pods;tawieniu w réwnania 1 1 2 ukladu (5.9) wyrazen okre§lajacych

katy 9 1 v otreymamy

(5.13.1) Vit Ve =0, v 1y 0,1 =0
EJ; EJ, EJ,
Tu= {( GJ’) + (_Iﬁ_ G)’) + ( i Gy) —my p2] +
EJx EJz EJZ '
+ Bu (?f Cy) + ayy (lg - Dy) + ay, (lr Dy) ’
10 12 12
EJ; EJ,
Tig = = (? Hy) + fis (Ia Cy) +
1 10
EJ; EJz EJ
(5,14) + alﬂ[ ( Iz C)’) + ( l." ) ] + aaz( IZZ_DJ’) ¥
15 12
EJZ EJ\; EJZ
= (), (T ) e (B0
21 21
E z EJZ
+[ | cy) % cy) ]
a1 24
[BJ. BJ, EJz
Top = “ P Gy) -+ ( lgGy) + ( Gy) —m2p2] -+
i o 24 o

. [ (B :
+fas (E'TT_CJ') g [_ (Jz C.V) + (El;[ CJ'
o/ - . -

EJ.




Rownanie czestosci antysymetrycznych drgan wlasnych ramy - prze-
strzennej otrzymamy po przyréwnaniu do zera wyznacznika ukladu réw-
nan (5.13.1) lub '

{5.15) Ti1Tea — P12 7oy = 0.

Powyzsze réwnanie mozna rozwigzaé graficznie. Zatrzymywacé sie jed-
nak nad nim nie bedziemy, a przejdziemy do drgan symetrycznych.
W przypadku drganl symetryeznych przestrzennej ramy podanej na rys. 7
liniowe przemieszezenia wezldw ramy rowne sy zeru, a pomiedzy katami
obrotu weztdow maja miejsce nastepujace zaleznosci

B =—"Hy, Hy=—"1b,
(5.16) 1= —@s P Pa,
T T Yo T T

Réwnania czestodei otrzymamy z warunkéw rownowagi momentow
w weztach 11 2: ’

Myis + Mo + Metz - Mo =0,
M a1 + Mo + Mx?:% + Mx22' == 0,

(5.17) Myts - Myso + Myss 4 My = 0,
Myst + Myps + Mypz + Mipw = 0;

M5 + Meto + Metz + Mer =0,
Mzg;_ + Mzoy - Mava 4+ Maoyr =0,

Podstawiajac napisane réwnania w poprzednio podane wyrazenia na mo-
menty gngce, przy uwzglednieniu, e u, v, w==_0, otrz¥mamy nastepu-
jace réwnania:

réwnania drgan wzgledem osi x (symefryczne ugiecie ram i skrecenie
rygli podiuznych ram)

(el o) (5 () (), |-
l 15 i 18 ! 12 1 i1 { 1w

' EJOJ }
(5.18) mﬁz( 5 H) =0,
12

EJ. . - -
o, (en) 1 on[(Bc) 4 (Beg) 4 (B
21 al 24 "

— (_EJ% Bz) + (E‘I"’Ay) ] =0
l 22' l 23 |




réwnania drgan wzgledem osi y (symetryczne ugug(:le ram podiuznych
i skrecenie rygli ram poprzecznych)

al(Bra) (B a) +(Fra) + (o6} + . +
At 15 ! 10 l 12 L 1 S

EJ}I

619 ! o +%( Bz) —o0,
' . 12

o (E"J’Bz) +%[(E‘5AZ) +'(Ef?’Ax) +(E1"J’Az) +
21 28 24

1
+ (EJr G) + (E;H) —0;
22’ 291

réwnania drgan wzgledem osi z (symetryczne zginanie poziome] ramy
w jej plagzezysnie i skrecanie pretéw pionowych)

2 EJ: P
) ),
. /12 ?1’

L 15 L

o Jonfin) -
B 10 /12
ol
N Y
(Bs) 1 [Be) |
1 :2 b 25,

W powyzszych trzech ukl‘adach- przyjeto-zgodnie z zalozeniem

EJ" B,r) -
1!

(EJU

+

zZ E z E.JTz

) el
2

Réwnania czestosel drgan odpowiadajgce rozpatrywanym trzem przypad-
kom przyjma nastepujaca postaé:

Z ks 2] EJ,
o [l i ),
! 15 l 10 12 { 117

— (%5, E{G E Elog) 4+ (¥ra) —
! i A I; " [3 ozt

B EJy ' EJe
—TEB [T A (5
l oy l 93 [

2
H) =1,
12
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1 ,) o

' EJ(J EJ: EJ- 3 B VoL
o e
11! 21 JES |

%

%(EJ”G) %(EJm ) ]— EJ}B“,"
22¢

(5.23) {(lmz) +(E"5’A\ . (EJ EJ -G) +
13 11

1‘}

{EJ kT, B, EJ
(5.24) I(*Isz) +( ~AJ.) +(Ax) (I’B\) +
_ 16 12 11! \ 11

el [ () (.-

(Ao

Otrzymane w ten sposob rownania okreslaja trzy serie czgstosel syme-
trycznych drgan wlasnych ramy przestrzennej (rys. 7), przy ktérych po-
minieto liniowe przemieszezenia oraz spaczenie wezldw. Poniewaz w row-
naniach tych czestosé wystepuje niejawnie, wobec tego rozwiazanie ich
moze by¢ wykonane jedynie na drodze kolejnych préb. W przypadku
szezegolnym, gdy wszystkie prety ramy majs jednakows dlugo$é i prze-
kréj poprzeczny, otrzymane réwnania znaczme sig upraszczaja przyjmujac
postad:

- ) ' Jo) 1 ‘ Jm 2 .
(5.25) (AJ,J}nzxz B2 G)‘ (J\ P H) —0,
o Jn 1 ' .
(5.96) % A+ Ay +Jy ] (G+H) B =0,
L Je 1
{5 27) 2 Ay Av— B+ 5% G) 2 0.
z

Rozpatrzmy takze przykiad liczbowy. Qkreslmy czestodé drgan wlas-
‘ mnych, symetrycznych ramy przestrzennej 'przedstawionej na rys. § za po-
moeca réwnania (5.28). Diugoscl 1==4 m oraz przekroje wszystkich pre-
t6w sy jednakowe, A ==:14,3 cm? Material ramy o module sprezystosci
E—2-10%G/em?, G — 04 E, cietar wlasciwy y =17,8 gr/em?®.

Momenty bezwladnosei przekroju poprzecznego: wzgledem os1 y (na
zginanie) J, == 245 em’, na skrecanie J, = 2873 cm?,
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wycinkowy moment bezwiadnosci

Jo=1644,3 em", " Jo = 2,629 em?,
Iy
4 R ——y— —.
 /ap ap A _ /T
A= T =LY == -=1,273,
! l] gEJ,’ A ¢ gEJ,’ Ay 1/ I, 7
At A G r?
o :_.ji, T;:BSZO, @, — : o Yds - 7 f‘):2,6.
oo e S " R 5 "

Przyjmujac 1,="7,270 lub 7,280, otrzymujemy 4, — 9,257 lub 9,260,
@ == 9,777 lub 9,787, ag — — 256. Obliczajac nastgpnie a,, §,, a, i f; na pod-
stawie podanych wzoréw oraz wyliczajac wielkosei A, A4,, G i H wedtug
wzoréw (4.13), otrzymamy po wstawieniu do {5.26), obliczeniu i interpolacji

Ay =12715, A = 9,259.

Wobec tego zgodnie ze wzorem podanym na s. 97 otrzymamy czestosé

drgan:
p 12 q - 12 q g-.
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PezroMme

KOJNEBAHMA IIONEPEYHEBIX PAM M3 TOHKOCTEHHEIX BJIEMEHTOB
OTKPBITOI'C CEYEHMA

Mcexonsa ws cucreme!l A @epeHIpalbHEIX YPaBHeii KoTeDaHmus TOH-
KOCTCHHOTO CTEPIKHHA OTEPBITOTO CEOYeHNA, HAXONALEIOCA IIOf, HAeiCTBHeM
TPOMBRONBHON HAIPY3KM, 2 BaTeM CBOIA CHCTEMY K JBYM He3aBMCHMBIM
YDABHEHMAM IIyTeM MPEATIONOKEHM CMI\.vIETpMM cevdeHMA CTepIRHA 10 OT-
HOIICHMIO K IBYM B3AMMHO NEPHEHOMKYJIAPHLIM OCAM, IIPOBOTUTCH HHTE-
rpHpoBatye ypaBHeHMH. [Ipy MHTErpHUpOBaHMM BROJATCA 3HAYCHMA KDa-
eBhIX (OyHEUMIT KaK crabelX napamMerpoe. Jaee, nmpOBOMITCA QHANAI KO-
nefammil TOHKOCTEHHOTO CTEPMKHH OTKPBITOTO CEUYSHMA, HAXOLAIEr0CA IO
ZeficTBreM 00ODIIENHBIX CMJI, ONpENesAd AMIUIMTYALI KoJaeDarmnit B OT-
JENLHBIX ILIOCKOCTAX BMECTe ¢ EPYTHJIBHBIMM koaebfamuamm. Oxgdgospe-
MEHHO OUPENSNRIOTCH aMIMMTYABL M3TMOAONINK MOMEHTOB, ONEPEYHLIX
cHII, BMMOMEHTOB M M3IMMOHO-KPYTUJIBHEIX MOMEHTOB, IlocHe IpoBeeHus
rropobHOTo agamM3a KoNeGaHymii CTEPIKHSA A4 Pa3iMYHEIX CAYYacB HAa-
I'PY3KY BBLIBOAATCA (QOPMYJBL, HeoOXommmble AJA MeTona aedopmal{iii,
EOTOPRI ORI npuMeHen B macroawgelt pabore A onpeneneHus Komeba-
I CTEPIKHEBLIX cucteM. [TOJIyuMB B KOHI[EBOM 9Talle BLIBSHEHMS JHa-
MHYIECKME PEeaKIiMM, PACCMATPMBAOTCA KoJebaHMa MpOCTPAHCTBEHHOM
pambl, OTPAHMYIMEBAACH OFHMM TMCIOBBIM IIPMMEDPOM, KACAIOIMMCA CHMMe-
TPHICCKHMX Konebamdl pambl, BOZHMKANOIIMX IT0 OTHOITIEHMIO K OCH Y, TIPH
npexebpesReHNY AENNAHAIMCH Y3JI0B PAMBL

Summary

VIBRATION OF SPACE FRAMES OF THIN-WALLED ELEMENTS
WITH OPEN CROSS-SECTION

The system of differential equations of vibration of a thin-walled bar
with open cross-section loaded in any manner is integrated by separation,
assuming that the bar is symmetric in relation to two mutually perpen-
dicular axes. The values of the edge functions are introduced as principal
parameters. Next, vibration of a thin-walled bar with open cross-section
and loaded by generalized forces is analyzed, the amplitudes being de-
termined in every plane. The torsional amplitudes are also considered. At
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the-same time, the amplitudes of bending moments, transverse forces,
bimoments and bending-twisting moments are determined. After a deZ
tailéd analysis of vibration of the bar in various cases of load, eguations
necessary. for the method of strains are derived. This methed is used in
the present paper for the purpose of caleulating the vibration of a system
of bars. In the final stage, the dynamic reactions are obtained and the
vibration cf a spatial frame is considered, considerations being confined
to a single numerical example. concerning symmetric vibration of a frame
in relation to the y-axis, the warping at the nodal points of the frame
being disregarded, '

Prace zostala zlozona w Redakeji dnia 23 pazdziernika 1958 7.






