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1. Wstep

Metody badan tarcia wewnetrznego cial stalych polegaja na badaniu
drgan swobodnych lub wymuszonych, przy czym sa stosowane wzory
oparte na zalozeniu linfowych réownan ruchu. W ogélnym réwnaniu ruchu
uktadu drgajgcego o jednym stopniu swobody

miE + (x) - Fox) = F (1)

przyjmuje si¢, ze charakterystyki tlumienia i sily sprezystej sg liniowe.
Wyniki dodwiadezen stoja jednak w niezgodzie z tym zalozeniem. Przy-
jecie liniowej charakterystyki sily sprezysiej powoduje dla wickszosei
materialéw nieznaczne réinice natury ilodciowej, jezeli oczywiicie ampli-
tudy odksztalcen sg tego rzedu, Ze nie zostanie przekroczona granica pro-
porcjonalnosel odksztalcen. Natomiast przyjecie liniowej charakterystyki
ttumienia prowadzi do powaznych réznic jakoSciowych, {11, [2] i [3]. Z tego
powodu wyniki badan wykazuja duze rozbieznosci. Wyniki tych badan
wskutek zalozen liniowosci nie dajg podstaw do oceny charskterystyki
tlumienia. . '

Praca- niniejsza. stanewi prébe znalezienia metody oceny nieiiniowej
charakterystyki tlumienia. W tym celu rozwigzujemy i przeprowadzamy
dyskusje réwnania ruchu ukladu drgajacego o jednym stopniu swobody
z linilows charakterystyka sprezysta i nieliniowa charaklerystyks tlumie-
nia. Wezmiemy przy tym pod uwage ruch wymuszony sily okresowa sinu-
soidalnie zmienna. Sposéb badania tarcia wewnetrznego za pomocy drgan
wymuszonych jest szeroko stosowany.

Charakterystyka tlumienia nie jest znana. Przyjmiemy wiec jako przy-
blizenie charakterystyke nieliniows okre$long za pomoca funkeji

(1.1} ' R(v) == av -+ fo*,

gdzie v == & oznacza predkosé masy drgajacej.

Zalozymy przy tym, e o> 0, a f moze mie¢ wartosé dodatnia lub
ujemng. Tak okreSlona charakterystyka moze przedstawiaé tlumienie
«sztywne» przy §>>0 lub «miekkie» przy f-<C0. W odniesieniu do thu-
mienia miekkiego zalozymy, e warto$é bezwzgledna predkodei nie prze-
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% kracza pewnej predko$ci granicznej |v]{<<wv, dobranej tak, aby R (v}

w calym zakresie badania byla funkejg rosngeg przy werodcie v. Zalozenie
to pozostaje w zgodzie z fizykalnymi ce-
chami zjawiska.

¢ Uwzgledniajgc powyisze uwagi ma-

S piszemy rownanie ruchu w postaci

Biv) | S

mx -+ ex -+ s1? - ko == F sin ot

<y

lub po podzieleniu obustronnie przez m

el (19) E4 o+ pad + otz — g sin vt

- gdzie a=cm, f=¢m, o*=km
Rys. 1 oraz q=F/m.
2. Rozwigzanie réwnania

‘Rozwigzanie réownania rézniczkowego (1.2} nie jest znane, musimy wiec
rownanie to rozwigza¢ metodg przyblizong. Zastosujemy metode malego
parametru. Znane jest rozwigzanie metodg malego parametru, [4], [5],
réwnania | ' - . '
. X+ wlx=uf(x,x,1)
lub

£+ ot = F) + G, ),

gdzie u oznacza maly parametr. Rozwigzania asymptotyczne takich réw-
nan s3 stuszne tylko dla stabego tlumienia, natomiast malo dokladne przy
ttumieniu .31Inym Poza tym niedogodnoscia jest fakt, ze w rozwigzaniu
niektére wyrazy przybieraja warfo$ci nieograniczenie wielkie w przy-
padku fezonansu ‘odpowiedniego rzedu. Wartodei takich vklad nie moze
osiggnaé przy dodatnim tlumieniu, Zmusza to do oddzielnego traktowania
ruchu w przypadku rezonansu i ‘w strefie poza rezonansem. Dla unik-
niecia tych trudnoéci badamy rowname ogolme]sze '

(2.1) . . Of—f—a:t:‘—{—a) xr == ()-I—,uG(.‘I: :c)

' Dopuszezamy. wiee, ze liniowa’ cz’eéé tlumienia moze byé duza. Zalozymy
przy tym, ze sila wymuszajaca jest okresows funkejg czasu o crzestosci ».
Przyblizonego rozwiazania réwnania szukamy w postac1 szeregu

(2.2} S @ (8) = 25 (£) F o, (1) + 12 (8) + ..

przy czym xy (t) jést rozwigzaniem réwnania przybhzenia zerowego, ktore
otrzymamy z réwnania (2.1) przyjmujac u==90.. Réiniczkujemy . odpo-
wiednio funkgcje (2.2) i podstawiamy do réwnania rézniczkowego (2i1).
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" Nastepnie przyrownujemy wyrazy przy ~tych - samych pbtegach--parw
melru . Otrzymujemy uklad réwnan rézniczkowych o postaci

-’EQ + Cfﬂ.:'{) "!’ CUBJ:O - F(t) 3

-7.61 + ai‘_{-{— oz, :.G1 (g, 3-30),
{2.3)

i+ axiF ol =Gix,, 2y, 0, X1, Xidq),

Podstawiajac kolejne rozwigzania x;— i @1 do funkeji G,("cn,:xn,...,
-1, %) otrzymamy uklad réwnan majacych postaé

{2.4) I £;+axg+ wﬁxi:ff(t).

Sg to réwnania liniowe niejednorodne o wspélezynnikach statych. Roz-
wigzanie takiego rownania skiada sie z dwéch funkcji: okresowej o cze-
stogcl sity wymuszajacej (rozwigzanie szczegdlne) oraz gasngcej o ampli-
tudzie zmierzajacej- do zera, gdy t— oo {rozwigzanie ogélne réwnania
jednorodnego). Badanie tarcia opieramy na badaniu drgan okresowych
totez szukaé bedziemy tylko okresowych rozwigzan réwnania (2 4} od-
rzucajge rozwigzania gasnace.

Zastosujemy metode powyZsza do badanego réwnania (1 2). Przyjmu-
jemy za maly parametr wspolezynnik tlumienia nieliniowego f. Poszu-
kujgc rozwigzania przyblizonego zachowamy w naszym rozwigzaniu tylko
wyrazy z § i f% Uklad réwnan (2.3) ma dla réwnania (1.2) postaé

S Ey A ay e wtx, == gsinyt,
&, +ad, +otx, = — ],
Ey+ aiy + o’y = —3FLF, .

Rozwigzujemy pierwsze z tych rownan znajdujac jego rozwigzanie
szezegolne xy. To rozwiazanie podstawiamy do prawej strony rownania
nasigpnego. Rozwiazujac z kolei to réwnanie znajdujemy jego rozwig-
zanie szezegdlne xy. Podobnie wyznaczymy x, po podstawieniu do prawej

strony frzeciego réwnania rozwigzan xy i 2. Zgodnie ze wzorem (2.2)
otr?ymamy przyblizone rozwiazanie réwnania (1.2) w postaci

@ == cy; st vt |- dyy €08 #t -+ Bley sin vt + dyy cosut 4 c,q sin 3ut + ‘
+ dyy cos 3vt) + f*cy, sin vt + dyy cos v+ ¢, sin Bt Ay, cO8 3rt+
SR : -k ¢y SIn Byt |- doy cos 5vt) .
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Wartosci Wspolezynnikéw sq ‘nastepujace: -

(@? ~— %) —gw
Cor = L) A, ) dgy == ‘T‘ s
3 P 2 " 3 2
Cn =7 4, [(chy by +- o) (@ —» ) — (e +eydiar]
3+,
Gis === - (b doy + B av+(ch, 4 c,, %) @ — ),
Ll : : ; :
CJS = ;‘A*a“ [(3631 dOl__ dgtj (602 _ 9‘1’3) “l}" ("'_" Cgl + 3C[n d{an) 3@.’”} ]
dyy = é;- [(—3c2 dyy +a3,) 30 + (—cfi 43¢0, ) (o2®

" 91"2):’ '

331/ 1 3
Coy == 271 [ (_2” Cot dyy + 5 St dyy + Coy By €5 — 3y, dyy dyy -

g' gy dw) (o0® —*_?’2) + (—"i

2o S e
2 S0 Cpy 5 01 Gy

3
+ 9 g 4y —

. T, 3
T Cop ity — 3cy dnldla Ty di, ST 9 & -‘313) avJ >
| 1, 3, _ .
2 =" ﬂ; Ty G Gy 9 Cot iy — Cyy oy dyy Cyy -+ 3ey, dgy €15 —
- 2 3 2 . 3 2 2
g gy dyy + o Oty av - — "9 G Cyy 5 Co1 13—

1
T Cyy gy dyy—3 Cop Gy dyy—

, 3 . t
_ : 5 doi €, + ) i, "'13) (e — ”2)];-
82l 2 ) 1 2 2 2 2

Cag == 24, [\5 c01d11+3cmd13+coz gy €y~ ) diy &gy 3dgy diy ) (@~ 9, )+

+ ('—"g“c(zn Cyy =3 ep 1 Cot By g, + -

1
5 g ¢y — 3dg, cla) 3ow] .
d L A2 | 2 1 2
23 == QZ; T 5 Gy dyy — e dyy — Cordog Cyy + - dgy d

2 1 _
o 1 : .
— 3dg, dia) Sar - (“‘ K3 C§1 €y — 3¢5 eyt Cor Gy dyy -+
1
+ g ddi e, — 3dg, 013) {0? — 91'2)1,
__3¥[/3

3 a
2]{; [ (}" Cor gy + 3cyy dyy Cia — ) gy dw) (@ — 250%) 4

3 3
+ (“‘ 5 Cit €1z Bcy, Aoy Ay - o O cis) 5“”] >



3 3 . . i 3 S
dy; = ﬁ?i; [(* 9 Cgi d13 - 3001 d(n Cyg 1 5 dfn dIS) dov + i

+ (-—— %cgl €3+ 3¢y dy, dyy + g dz, 013) (@ — 25v2)] .
We wzorach powyZszych prz-yjeliémy 02na‘czénia: |
Ay ==(0®—%2 4 %2, Aa m(mz—'—:Qv“")z-—# Qe s?, A :(m3—25v2)2+25a3v3
Zbadamy w szczeg6lnosci przypadek rezonansu amplitudy plerwszeg.

harmoniczne]j, ezyli tzw, rezonansu podstawowego, zakladajgc ze o =v.
Wtedy Wspolczynnlk_1 wystepujace w rozwigzaniu maja postad:

- q ) 3 3
eor==0, oy = avy,’ =0, =g 'ﬁ;—,
. g 1 | 3 g* 1
clg==2_vzj; A, ‘dm RS ER |
— —aspe @1 9958 |
Cay Oy ot As’ dy = 2,25 E:; (_“" s -+ dH) ’
=35 2y »y— 13330y —45c,0),

N

Q
o

dyy — 3 ‘T = (0,75d e —4,5d,,a - 12¢,, #),

Con = 2,25~ —} (24vdlq+5ac,a>

aa

D3
»e

dy—2,25 5 L (5, i — 24c,. ),

Ay

Ay=d"v*, 5 = 64! + 9a* ", Ay = 5764 |- 2502 42,

3. Dyskusju rozwiazania
Poniewaz analiza rozwigzania wymaga duzej pracy, ograniczymy sie

do znalezienia uproszczonych wzoréw dla pewnego zakresu wartosci sta-
Iych. Zalézmy mianowicie, Ze

(3.1) ' a Y=o,
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alosenie to jest na ogdt speinione przy drganiach mechanicznych.
* Amplitudy kolejnych harmonik dla ‘furikeji #; sa nastepujace:” = 7

— 2 _ 2
i 'ﬁ“‘,]/ c,.‘,_: : ij"di.‘rl'

Zbadamy przy tym ruch w strefie rezonansu podstawowego. Spraw-
dzamy, jakie sg stosunki miedzy - amplitudami kolejnych harmonik. Po-
réwnujac np. amplitudy oy i a5 stwierdzamy, Ze rzad wielkodci stosunku
tych amplitud jest réwny rzedowi wielkodci stosunku Wspélczynnikévff"
{es] 1 |en]. Ten za$ B

el 8 1 1

eyt 3 64v +__§ e =
4] v .

Harmonika trzecia moze byé w rozwigzaniu x; pominieta, tym bar-
dziej, ze rozwigzanie fxy jest rzedu nizszego niz x, dzigki parametrowi f.
Przeprowadzajac podobne rozwazania dla wszystkich amplitud dojdziemy
do wniosku, ze w zakresie okreélonym zatozéniem (3.1) (a nawel w zhacz-
nie szerszym zakresie) w strefie rezonansu wystarczy bra¢ pod uwage
tylko pierwsza harmonike. Rozwiazanie mozemy wiec napisaé w postacl

x={cy + Fé,l.—l— B2 cs) 8in vt-}é—“.(‘dm—l—ﬁdu + B2 day) cos vt

x - D sin (wt—?— }5) ,
gdzie
D = (e B -+ e+ (oot by + 7 dar)
oraz

NPT YT E o
Cor + et [

Poniewaz w zakresie rezonansu podstawowego Cyl == 0, cu==01 ¢y
jest bardzo male w stosunku do doy, moZemy wzOr na amplitude jeszcze
uprodeic: L e A
(3.2) . T D—dy, +pdy, B

Uwzgledniajae zwigzki jakie _zachpg_‘\:zg%___miedzy dy, dys 1 dy mozemy
wzér (3.2) przedstawi¢ w postaci T

Y S ISy A Cy R AL B
1_ 0’75&(({)_'—1’69 (a) (a) ]

Zbadajmy, jak zmienia sie amplituda D Jp'rz_y zmianie athpiiflidy sﬂ(y
wymuszajacej q. Amplituda drgaf liniowych zalezy wprost Proporcjo-
nalnie od g. Przy drganiach nieliniowych' zaleznodé ta jest nieliniowa. Dla.
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drgan liniowych (§ — 0) stosunek amplitudy drgan do amplitudy sﬂy Wyt
muszajgce] jest staly i niezaleiny od q (przy ¥ == const)

D‘:%:L:const-
g q ary

Natomiast w przypadku drgan nieliniowych stosunek ten jest zmieriny
D '
=il
q Ha

Zalezno$¢ D oraz D/q od q jest przedstawiona na rys. 2 i 3.

°4

g
g

Rys. 1 i Rys. 2

Energie rozproszong wskutek tlumienia podczaé jedriego okresu obliczy-
my ze Wzoru:
Tnsd

E— | R(v)vdt.

B
Funkcja podeatkowa ma w naszym przypadku postaé
R(@)v=av?- po*.

Biorac pod uwage rozwiazanie periodyczne obliczamy predkosé 1 przepro-
wadzamy catkowanie. Obliczamy w len sposob wartosc energu'

E == nwo. (¢} -+ d) + B [2mar (coy ¢y + dm d,)+ : -
-3
g av® {cgy + 2¢3, d 1)] + g [2ma (o c21 + d01 oy}
+ ava(c], —{— di, -F 9ck, + 3av® (3, oy, + d dm ey co 08 e

W przypadku rezonansu podstawowego wykorzystujac Wyprowadzone po-
przednic wzory oraz pomijajac wspdlezynniki ¢y i dig. 3ak@ bardzo mate
w stosunku do dﬂ ofrzymamy wzor: :

e S HE RO

Rozprawy Ingynierskie -— 3 B30




E Obliczamy prace sily wymuszajace] W czasie jednego okresu:

Tad
L == f g sin vtodt .

Ty
Biorge v w przypadku rezonansu otrzymamy po zecalkowaniu

L=—qaD.

Mamy wige
Li=|B

Srednia moc sily wymuszajacej w czasie okresu

Ll _gby

N="p 2

W przypadku'dréaﬁ liniowych mamy

Eznqdoi}
I
N:%—do...

A wiec .
E=E ll—— 0,75 B (‘q )24— 1,69 (ﬁ )2 (_q )4],
ala o a

st (g2 (2]

E
¥ ' K
" 5
(a”)
p=0
w
%)
=
—
g
Rys. 4 Rys. &

Widzimy, ze dla liniowe] charakterystyki (8 = 0) energia i moc Sred-
nia jest proporcjonalna do kwadratu amplitudy sity wymuszajacej. Przy
drganiach’ nielinjowych zalezno§é¢ ta sie zmienia. Wielkoéci N/q? i E/g? sa
przy f==0 stale i niezalezne od q. Natomiast w przypadku charakterystyki
nieliniowej sa zmienne i sa funkcja g. Charakter tych zaleznofci przed-
stawiajg rys. 41 5.
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4, Wnioski

- Na podstawie poprzednich rozwazan dochodzimy do wniosku, ze nie-
liniowos¢ charakterystyki tlumienia ma wplyw na zaleznosé amplitudy,
energli dysypowanej oraz mocy $redniej-od amplitudy sity wymuszajacej,
Przy charakterystyce liniowej stosunki Dg, Eg? Ng? sa stale, natomiast
przy nieliniowej sg zmienne i zalezne od g. Przeprowadzajac wiec ba-
danie ttumienia za pomoca drgan wymuszonych mozemy wyciagnaé pewne
wnioski co do postaci charakterystyki, ustalajac dodéwiadczalnie zalez-
nosci miedzy D/q, E/q%, N/g?aq,

Przy badaniu nalezy wigc zmieniaé¢ amplitude sity wymuszajgcej i spo~
rzadzi¢ wykresy D/q (E/q* N/g?)—f (g). Wykresy te dadza odpowiedZ na
pytanie czy charakterystyka jest liniowa, czy nicliniowa oraz czy tlumie-
nie jest sztywne, czy miekkie. Charakter wykresu odpowie tez na pytanie,
na ile przedstawienie tlumienia za pomocy funkeji (1.1) jest Sciste.

Z wykreséw powyzszych moina tez okreflié wartodci wspolezynnika i
Weimy dla uproszczenia pierwsze przyblizenie wzoru na amplitude:

qZ
Dt dﬂl (1—0,75{302)

Mozemy stad obliczyé:

D) a®
== %
B ( d01, 0,75 g*

Musimy znaé jednak wartosé wspétczynnika . Wspdlezynnik ten
okresla liniowa czeéé tiumienia. Wyznaczyé go mozemy doSwiadezalnie
przeprowadzajac badanie tlumienia za pomoea drgan swobodnych. Zauwa-
zymy zgodnie z rozwigzaniami Sansone, [6],1i St. Ziemby, [3], czy
drgania swobodne bedg naprzemlenne czy aperiodyczne zaleine {ylko od
znaku wyrazenia

o — 4o?,
Gdy «®—4n” >0, to drgania sg aperiodyczne, gdy o — 4w <<0, to
drgania sa naprzemienne.
Fakt ten jest wigc niezalezny od nieliniowej czeSci funkcji tlumienia,

w naszym przypadku od wspodlczynnika §.
Mozemy tak dobrac¢ wartoScl w, aby thumienie sialo sie krytyczne:

a=2w.

Przeprowadzajgc szereg prob i dofwiadezen i obserwujac, czy drganie
ma charakter aperiodyczny czy naprzemienny, mozemy ustali¢ wartoié a.
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PegwmMme

BIVAHUE HEIMHOENHONW XAPAKTEPHMCTUEN AEMIIDHMPOBAHWMA
BHYTPEHHMM TPEBMEM HA BHEIHYKJIEHHBE KOJAEBAHIH

ABTop IEITaeTcA HaliTH METON OLEHKM XaPaKTEPHCTHUKM AEMTIHMPOBa-~
HMsL CUMTaeMOM HeymmeRmoit, JAd 9Toil weiy NPEATONaraer, *IT0 ACMH-
GupoBaHUe SBIASTCH HEVIMHEHHON (PYHKIMEN CKOPOCTHM, IPUHMMAA 9TY
3ABUCHMOCTE B (pOopMe:

bop R(v) = av+ Bv°.

3aTem uccHeRyeTes BIMAHME TAKOTO HeIMHEHHOro AeMIIPHPOBaHNE Ha
®osrebanya, BLIMYKACHHEIC TEPUOAMIECKO, CHHYCOMIATLHOM CHION CH-
cTeMbl ¢ OJIHOM CTEIIeHbI0 cBOGOBI € JIMHEHON yIpyTroil XapaKTepHeTURONA.
InddepennuansHoe ypaBHeHME ABMIKEHMA ABTOP peraer npubmenH-
HEIM METOJ0M, ABAAUIMMCcH o00DIIeHMeM MEeTOa MAJIOTC IIapaMeTpa.
Ofofinerme COCTOMT B NPEAUIOIOKEHNM, YTO MAJLIL TIapaMeTp. BBRICTyaeT
TONBKO B HeJMHeIH0N Jacms AeMiOyMPOBAHNE, a He BLICTYNAET B JIIHEH-
HOJ wacTH pAemibMpOBAHMA ¥ BBIHYK/AAIOIIEH CHIIBL ArTOp Mecaenyer
BAWAHME HEIMHEHHOCTM AeMIPUPOBAHMA HA BMILTUTYRY rosebarwmt D
¥ paccesnHyo sHeprmio E, a Tagme Ha CPERHION MOIHOCTE N BEIHYyMK-
ZAIONIEH CHMIIBl B CHydae OCHOBHOTO pesonamca. Komcratmpyeres bBruaHue
AMTLIMTY bl BLIHY RSO bl ¢ ua oraomenns D/g, E/q?, N/g?,. B cBasu
¢ IPMEEREHHLIM BHIIE GBTODP AeaeT 3aKJIICUCHKHE 0 BO3MOMKHOCTH KOH-
CTATHPOBAHMA HETKHEHIOCTH XapaKTePHCTHRY AeMIHDUpOBatmIs Iy TeM 1c-
CJIENIOBAHMH BIMAHMA BBHIHYZKJAIOIEN CUIb! HA BLIHYFKIeHHbIe KoJeOamms.

Summary
THE INFLUENCE OF NON-LINEAR CHARACTERISTIC OF INTERNAL
FRICTION DAMPING ON FORCED VIBRATION

The author sets out to find a method of a appraisal of a damping
characteristic considered to be non-linear. For this purpose, he assumes
that the damping is a non-linear function of wvelocity, the relation in

guestion being:
R(v)=av+ pv*.
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Next, exaniination is made- of the influehce of such a non-linear damping
on the forced vibration of a system with one degree of freedom, and
linear elastic characteristics provoked by a sinusoidal external force, The
differential equation of motion is solved by approximate means con-
stituting a generalization of the small parameter method. This genera-
lization consits is asssuming that only the non-linear part of damping is
small, an assumption not made in relation to the linear part of damping
and the external force. The influence of non-linearity of damping on the
vibration amplitude D, the energy dispersed E, and the mean pdwer N,
of the exlernal force, are examined in the case of basic resonance.

It is found that the ratios D/q, E/g? N/qg? are influenced by the ampli~
tude of the external force g. This leads the author to the conclusion that
the non-linearity of damping characteristic can be detected by examining
the influence on the vibration of the amplitude of the external force.

Praca zostalo zloZzona w Redakeji dnia 4 kwietnia 1958 r.






