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1, Uwagi wsigpne

Praca niniejsza jest kontynuacjy dtuzszego cyklu i stanowi druga czes¢ pracy
[1], traktujgcej o przekrojach prostych. Przypomnimy tu kryterium podzialu
pretéw cienkoéciennych na prety o przekrojach prostych i ztozonych. Wedlug
definicji podanej i uzasadnionej w pracy [1] przekrdj poprzeczny preta jest
prosty (rys. 1a), jezeli jego znicksztalcenie nie powoduje bezposrednio prze-
mieszczen punktéw w plaszczyZnie danej gcianki, a jedynie przemieszczenia
w kierunku normalnym do $cianki. W przeciwnym przypadku przekréj jest

b

" T T J
]

(—1 -

)
)

~ Rys. 1

Zlozony (rys. 15). Wskutek tych wlasnodci naprezenia normalne ¢ i styczne ©
od zginania i skrgpowanego skrecania, powstate w chwili utraty statecznoscel,
nie zalezg w przekroju prostym od jego snieksztalcenia, lecz wylgeznie od
trzech skiadowych przemieszezen przekroju poOprzecznego: & 1 @
Przedmiotem tej pracy sg przekroje zlozone, przy czym. ograniczymy sie
do wielobocznych przekrojéw otwartych. Zalozenia beds identyczne z przyje-
tymi dla pretéw o przekrojach prostych, mianowicie pelna sprezystosé materialu;
éciskanie osiowe, wolne podparcie preta, swoboda spaczenia -przekrojow
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skrajnych, dwie niepodatne w swej plaszczyZnie przepony uniemozliwiajace
ziieksztalcenie przekrojow podporowych. Poza tym przyjmiemy wszystkie
zatozenia klasycznej teorii pretéw cienkodciennych o przekroju otwartym z wy-
jatkiem zalozenia nieodksztalcalnodci przekroju poprzecznego.

Jak wykazano w pracy [1], dla dowolnego przekroju prostego mozna uzys-
kaé rozwigzanic przez ulozenie réwpatl réwnowagi $cianek i réwnan réwnowagi
wewngtrznych krawedzi (réwnan sum zginajacych momentéw poprzecznych).
W przypadku przekrojéw zlozonych wymienione réwnania tez muszg byé spel-
niong, lecz sit dcinajgcych, ktére wehodzg w ich sklad, nie mozna w pelni okredlic
przez przemieszczenia przekroju poprzecznego calego preta. Sily te jednak
inogg by¢ okreslone przez przemieszcezenia przekroju prostégo. Wynika stad
mozliwoéé zastosowania teorii podanej poprzednio dla pretéw o przekrojach
pros tych jako podstawy dla rozwigzywania pretéw o przekrojach zlozonych.
Wystarczy w tym celu podziehié dany przekréj zlozony na czeédi, ktére
bedziemy nazywali elementami i ktore spelnia¢ beds zalozenja przekrojow
prostych. Wéwezas wplyw przemieszczen & #, o poszczegélnych elementéw
da si¢ uwzglednié¢ metodami stosowanymi dla przekrojéw prostych, poniewaz
znieksztalcenie elementu nie bedzie miato bezpodredniego wplywu na réwnania
rownowagi. Z drugiej strody podzial na elementy traktowane niezaleznie wy-
- maga spetnienia dodatkowych warunkéw wynikajacych 7z faktu, iz stanowig one
jedng wspdlpracujgcg calodé. Beda to warunki natury geometrycznej, z ktérych
cz¢dé, mianowicie odnoszgce sie do przemieszezen w plaszczyZnie przekroju
poprzecznego, bedzie spelniona wprost przy pisaniu réwnan réwnowagi; po-
zostang zatem warunki zgodnosci przemieszczen osiowych, ktére dadzg dodat-
kowe réwnania. Dodatkowymi niewiadomymi beda przy tym sily dcinajace,
dzialajace pomiedzy poszezegdlnyni elementami, ktére to sily nalezy oczywiscie
uwzglednié réwniez w réwnaniach rébwnowagi. Naszkicowana tu metoda bedzie
szezegdlowo oméwiona w rozdziale drugim. jako «metoda $cistar. W rozdziale
czwartym przedstawiona jest «metoda uproszczona»s, w ktérej pomija sie
odksztalcalnodé poprzeczng niektérych scianek, np. $cianek zewnetrznych
lub wewngtrznych o stosunkowo duzej grubogci. Jak wykazano w pracy [1]
metoda ta moze znaleZé zastosowanie w wigkszosci przypadkéw spotykanych
w praktyce, przy czym jakkolwiek na ogél nie zmniejsza ilosci niewiadomych,
to jednak znacznie zmniejsza naklad pracy rachunkowej; metoda ta jednak
moze by¢ “stosowana tylko przy badaniu wyboczenia -podiug jednej pélfali.
W: rozdziale széstym wprowadzone beda dalsze uproszczenia polegajace na
przyieciu meodksztalcalnosm calyeh elementéw. Elementy takie (lub smankl)
bedziemy krétko nazywali nieodksztatcalnymi, majge na ~uwadze 0czyw1sc1e
tylko nieodksztalcalnogé ich przekroju poprzecznego.

" Pod ‘wzgledem matematycznym przekroje zlozone nie nastreczajg zadnych
trudnoéci w rozwigzanin, poniewa?” wszystkie warunki zadania sy spelnicne
przez podstawienie funkeji trygonometrycznych sin(nmx[l) oraz cos (nax|l), gdzic
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7 jest ilosciy péifal wyboczenia. Podstawiajgc rézne wartodci # mozna otrzymac

obcigzenia krytyczne dla réznych postaci wyboczenia. Pamigtad przy tym
nalezy, ze o ile w przekrojach prostych mozna dla wigkszych wartoéci » pominaé '
FAWSZE odksztﬁ&cenia pretowe, to Znaczy rozwazaé czyste wyboczenie plytowe
dcianek, zwane wyboczeniem lokalnym, to pominigcie ich w przekrojach. zlo-
sonych moze prowadzi¢ do istotnych bledéw, tym wickszych, im mniejsze
s3 sztywnosci gigtne $cianck.

Przedstawiona metoda pozwala réwniez na przyblizone obliczanie naprezen
krytycznych dla c6wnomiernie ciskanych powlok walcowych przy zatozeniu
wolnego podparcia i swobody spaczenia przekrojow podporowych i przy do-
wolnych warunkach podparcia na krawedziach réwnolegtych. Dang powloke
walcows nalezy zamieni¢ na wieloboczng (rys. 16), ktora spelnia juz zalozenia
niniejszej pracy. Nie mozna jednak zapominac, Ze zgodnic z zalozeniami teorii
pretéw cienkosciennych nie uwzgledniamy wplywu naprezen stycznych na od-
ksztalcenia i przemieszczenia. Poniewaz wplyw ten szybko roénie ze Zmniejsze-
niem dtugosci potfali wyboczenia oraz ze zmniejszaniem diugodci powloki,
zaé powloki typu ¢ na rys. 1 wybaczajg si¢ z reguly przy duzej iloei potfal—
nalezy sie spodziewad, Ze mozliwoéci zastosowania tej metody do tego rodzaju
powlok s3 raczej problematyeczne. Natomiast w przypadku dlugich lub sred-
nicj diugodci powlok wzmocnionych w kierunkn podiuznym (rys. 1d), ktére
wybaczaé si¢ beda pa ogét podiug jedne; poifali, zatem w ktérych wplyw na-
prezen stycznych jest znikomy — wyniki otrzymane w ten sposdb -powinny
by¢ znacznie bardziej dokladne i metoda powinna daé tutaj realne mozliwosci
praktycznego rozwigzania szeregu zagadnien bardzo trudnych w innym ujgciu,

Na zakoficzenie tych uwag ogélnych podkreslimy, ze — jak. wykazujg
przyklady zamieszczone W rozdziatach 3, 5 i 6 — wplyw odksztatcalnosci prze-
skroju poprzecznego na naprezenia krytyczne jest w przekrojach zZlozonych
znacznie a nawet wielokrotnie wigkszy niz w przekrojach prostych, gdzie w wie-
kszodci przypadkéw jest znikomy. . ‘ '

2, Metoda Scisla ‘

Dowolny ztozony przekr] poprzeczny mozna podzielié na czgscl (elementy),
ktére spelniajg zalozenia przekrojéw prostych. Do elementéw tych, to zZnaczy
do $cianek, z ktorych sie skladajg, nie mozna jednak stosowaé réwnafl Wypro-
wadzonych w pracy [1], poniewaz mamy tu do czynienia z bardzicj skompli-
kowanym stanem -odksztatcerl. Wazdtuz krawedzi laczacych w poszezegblne
¢lementy wystepujg bowiem naprezenia styczne, ktore powodujg powstanie
sit normalnych oraz zwigzanych z nimi odksztalcen i przemieszczef osiowych.
W zwigzku z tym réwnania réwnowagi $cianek wyprowadzone w [1] wymagaja
uznpelnienia. ' ' ' ‘ .

Dla kazdego elementu zalozymy oddzielny uktad wspolrzednych (rys. 2).
Osie % 1 v s3 gléwnymi centralnymi osiami bezwiadnoéci przekroju poprzeczncgo
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clementu, oé x pokrywa si¢ z jego osig cigzkosci, punkt C oznacza $rodek
ciezkodei, za$ punkt 4 — $rodek zginania. Przemieszczenia przekroju opisane
beds nastgpujacymi wielkosciami: dwiema sktadowymi £, #n przemieszezen
' $rodka zginania, réwnoleglymi odpowiednio do
osiu, v, skladowg & rownolegly do osi & (prze-
iieszczeniem osiowym) oraz katem obrotu ¢
przekroju poprzecznego wzgledem $rodka zgina-
nia. Dodatnie skladowe &, #, g beda skierowane
zgodnie z kierunkiem odpowiednich osi, dodatni
kgt obrotu ¢ widziany od strony dodatniej osi %
. bedzic miat Zwrot zgodny z ruchem wskazéwek
zegara. Poszczegdlne $cianki preta beda nume-
rowane: grubogé $cianki 7 oznaczona bedzie
przez 9., jej szerokosC przez b,, za$ powierzchnia
przekroju poprzecznego przez A, Elementy beds oznaczane malymi literami,
za$ krawedzie §cianek bedg numerowane cyframi rzymskimi.

Naprezenia normalne rownomiernie rozlozone wzdluz grabosci dcianki,
powstale wskutek odksztalcenia preta przy wyboczeniu, oznaczac bedziemy
przez o, 7a$ naprejenia styczne réwnomiernie rozloZone przez T. Wypadkowg
sife # — 76 naprezen tngeych bedziemy nazywad silg $cinajacq. Wzdtus krawedzi
taczacych poszCiegélne elementy dziala¢ beda krawedziowe sily $cinajace t;
dodatni kierunek sit krawedziowych bedzie zgodny z dodatnim kierunkiem osi x
(por. rys. 2). Osie x dla wszystkich elementéw powinny by¢ jednakowo skig-
rowane, :

. Naprezenia normalne o, powstale przy ogélnym stanie przemieszczett
preta cienkodciennego, okreélone s3 wzorem wyprowadzonym przez WrAsOwA
(por. [2]}:

(2.1) o= E@ &' u—ny"v—¢" ).

Odnosnie wspélrzednej wycinkowej @ obowigzuje przy tym nastgpujgca umowa:
przyrost tej wspolrzednej jest dodatni, jezeli prayrostowi ds zmienne] calkowania
odpowiada zgodny z ruchem wskazdwek zegara obrét wzgledem srodka zgi-
nania. Otrzymane .z POWYyZszego WZOru naprezenia dodatnie oznaczajg roz-
cigganie. Zaleznoé (2.1) pozwala na wyprowadzenie odpowiedniego wzoru dla
sit écinajgcych ¢; otrzymujemy (por. [2])

(22) o L E(— 0 FES A S F S,

We wzorze tym przyjeto nastepujice znane z elementarnej teoril pretéw
cienkosciennych oznaczenia:

Rys. 2

(2.3) | IS,,=fudA, Sﬂsfvdﬁ, Sa,:fswdA._

1 W pracy niniejszej przyigto oznsczenia czefciowo résne od stosowanych w pracy {2].
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Wielkoéé¢ F wystepujaca W pierwszym wyrazie przedstawia 'i:dl'é i:@'d:wiérzéhh{} L
biezgce] czedcl przekroju poprzecznego: o i

. 3
(2.4) F={aa,
zaé 1, jest sily écinmajaca w dowolnym punkcie poczatkowym s, na konturze

przekroju poprzecznego. Dodatnia sifa écinajgca ¢ widziana od dodatniej strony
osi x bedzie dzialaé w kierunku zgodnym z przyjetym do obliczenia catek we

wzorach (2.3), (24) kierunkiem s‘lcalkowania. : %3 _
Zrownowazenic elementu dx (rys. 3) daje o
prostg zaleznosé ‘miedzy sily normalng i krawe- ~™ e

dziowymi silami $cinaj gcymi:

& dx

: N :
(2.5) S o s Rys. 3

przy czym D't oznacza sume algebraicznyg sil $cinajacych, za$ N sile normalng
powstalg wskutek odksztalcenia preta przy wyboczeniu. Biorge dalej pod uwagg,
ze jednostkowe odksztalcenie osiowe & dane jest wzorem

. . o N
(2.6} .SfﬁﬁEA-’
otrzymamy
1 -

2.7 o .

2.7) | & 7 Dt

WMozna zatem wzér (2.2) przepisa¢ jak nastepuje:’

11t 1 1t F F

oy = B S Sty Stk QT
lub krocej e

(2.9) . 1= E(E”,Su"l_??’”su—l—‘p’“ w)+At,

PrzZy czym pierwszy wWyraz jest identyczny ze wzorem dla preta cienkosciennego
swobodnie pracujacego, za$ At przedstawia dodatkows site dcinajacy

F -
(2.10) | o _At:toJert,

zalezng od obciaZenia krawedziowymi sitami Scinajaeymi 7, powstatymi wskutek
wspolpracy rozwazanego ‘clementu z pozostalymi czefciami preta.

Mozemy obecnie przejsé do wyprowadzenia réwnania réwnowagi dla
$cianck preta, ‘wehodzaeych w skiad dowolnego elementu spelniajacego warunki
przekroju prostego. Réwnanie to.w postaci ogllnej zostalo wyprowadzone
wopracy [1] i ma posta (por. rys. 4 1 5) \ "

_ , darg, dT, .
1y S O Sk e L 0,
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gdzie , jest. przerhieszezeniem’ $cianki 7 w jej plaszezyznie, T, silg tnacs,

p, obcigzeniem rozlozonym, dzialajacym. w plaszezyZnie $cianki, za$ P, silg

Sciskajacg dang écianke: P, = 4,0, Sila tnaca T, jest suimng sil $cinajgcych ¢,

driatajacych na calej szerokodci $cianki i mozna j3 obliczy¢ przez catkowanie:
: by,

T =

T

.tdyr'

| T

Po podstawieniu pod catke pierwszej czedci wzoru (2.9) o‘trz'ymamj (por. {17}
R 1
* == —

Ty = 5

zaé po podstawieniu drugiej czgdci, biorac pod uwage, Ze pray stalej gruboscl 4,
dcianki wykres At jest na calej szerokodci écianki prostoliniowy, bedziemy
mieli

b, (S},”)§”’—l—Sﬂ”n”'-—i—Sg’(p”’)—EI,C;”,

’I‘:* == brﬂt(”,

gdzie At oznacza warto$é sily $cinajace] At w érodku szerokosci dcianki® 7
(czyli dla y, — 0). Zatem pelna sila tngea bedzie okreslona wzorem '

(2.12 T o L ph(SpE 18wy | SOy —ELL +B, AL,
T 2 T U 77 [e] w ¥

iy d ‘
1 X -

=

Rys. 4 " Rys. 5
Podstawiajgc ten wzér do (2.11) otrzymamy przyjmujac P, = kE. 4,
(13)  BA, R4 ELEY— 5 BB (SPEV-HSPq™ 4 SP9™) b AL p, =0
lub po podziéleniu przéz EAT: a : .
:(2.145 ké‘w-{l—ﬁé'w__l_(S(r)Slvrg_;S‘(r) v S 1V)m¥1—-dt‘73’__15_,_:0 ,
T2 b L A - 3 7 M

% Jeseli wykres At jest na danej $ciance nicciagly, wowezas nalezy T,** obliczaé¢ wprost jake
jego pole powierzchni uwzgledniajac znaki wykrest.
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" W réwnaniach tych podobnie jak w analogicznym réwnaniu :Wip.fOWadj;a'--':

nym w pracy [1], 557 Sw i 8¢ przedstawiajg sumy wartodci- odpowiednich

momentéw statycznych na obu krawgdziach 4cianki, & = o, [E jest bezwymia-
rowym wspdtezynnikiem odpowiadajgcym naprezeniom osiowego $ciskania do;
zaé I, jest momentem bezwladnosci Scianki wzgledem osi gléwnej prostopadicj
do jej ptaszezyzny: I, = b3,/ 12. Wielko§é At zalezy od obcigZenia krawe-
dziowymi sifami $cinajacymi 1 na zasadzie superpozycji da sig: zawsze przed-
stawi¢ w postaci sumy ‘ '

@215 A = 1y gt = 2 b

gdzie x,, przedstawia wartos¢ sily $cinajacej A0, powstalej  od obcigzenia
t, = 1. Wspolczynniki y,; moZna odczyta z wykresow sit Scinajgcych Az, skon-
struowanych na podstawie wzoru (2.10) dla poszezegblnych obcigzen jednost-
kowych #, = 1. Sposéb konstruowania tego rodzaju wykreséw niestosowanych
w elementarnej teorii pretéw cienkoéciennych bedzie objadniony w rozdziale 3.

Przy korzystaniu z réwnan (2.13) lub (2.14) palezy pamigtaé, Ze wyprowa-
dzone sa w zalogzeniu, ze dodatni kierunek y catkowania we wzorach (2.3)1 (2.4)
musi by¢ identyczny z dodatnim kierunkiem przemieszczen £, oraz obcigzeni p,.

a

ik i
[ ) My;
% K

A

2y

b

S A‘%/
. ) &8

Rys. 6 o Co Rys. 7

. Réwnania réwnowagi $cianek (2.13) lub (2.14) standwiq pierwsza grupg
rownan, Drugs grupe otrzymamy ze zréwnowazenia krawedzi wewngtrznych;
bedg to réwnania typu

(2.16) o Mm,=0. -

Poprzeczne momenty zginajace m,, dzialajgce na krawedzi, podobnie jak ob-
cigzenia p, $cianek dadzg sie zawsze wyznaczyé jako reakcje jednokierunkowo
$ciskanej plyty przy danych ptzemieszczeniach brzegowych za pomocy wzorow,
ktore zostaly wyprowadzone i objasnione w pracy [1]. Przypomnimy tu tylko
ogélng budowe tych wzoréw i umowe o znakach (rys. 6 1 7).
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Dia plyty o danych przemieszczeniach na obu krawedziach podhlznych
mamy w przypadku symetrii {(rys. 6a)

() = —my, (%) = D (ad My A, (%), Mo,0(x)),
%) = —ru(x) =D (aiRAsAi(x)_]—aiR@s @,(x)),
za§ w przypadku antysymetrii {rys. 64}
my(x) = my(x) = D (aiMAaAi(x)+aﬂM6a@i )3
75:(%) = 1 (%) = D(a}Rp 4, (%) 1-02Re 6,(x)).

Dla plyty o danych przemieszczeniach brzegowych na jednej krawedzi po-
diuznej 1 swobodnej przemwleglej krawedzi (rys. 7) maniy

my, = D{a? M A (%)} +a, My B,(x)),
Ty = D(dARs4,(x)-|- 02 RoOx)).

Przy wyprowadzeniu powyzszych wzoréw zalozono wolne podparcie plyt
na krawedziach poprzecznych (tzn. wolne podparcie §cianek preta na przeponach
skrajnych) oraz Ze przemieszczenia brzegowe okreslone sg wzorami typu

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20) Ax) = Asina,x, O(x) = Osina,x, a,= -’il’ix
tzn. sg proporcjonalne do funkcji sing,x.

Réwnania réwnowagi scianek wystarczajg w przypadku preta o prostym
przekroju poprzecznym. W przypadku przekroju ztozonego konieczne jest uto-
zenie dalszych réwnar, mianowicie réwnari zgodnosci odksztalced poszezegél~
nych elementéw skladowych preta. Dzielac bowiem pret na elementy i rozwa-
zajac je oddzielnic musimy zalozyé ich wzajemne oddzialywania reakcjami
roztozonymi wzdluz krawedzi podzialu. Poprzeczne reakcje i poprzeczne mo-
menty zginajace nie stanowig wielkodci niewladomych, poniewaz dadzg sie
Wyznaczyé przez przemieszczenia wedlug wzoréw (2.17)-(2.19). Niewiado-
mymi bedg zatem jedynie krawedziowe sily scmajq,ce z,, ktére nalezy tak dobrad,
aby odksztalcenia jednostkowe w kierunku osi preta, obliczone dla obu polg-
czonych elementéw, byly wzdluz danej krawedzi jednakowe. Otrzymamy w ten
spostb trzecig grupe réwnand.

Pomijajac zgodnie z przyjetymi w teorii pr@tow menkosmennych zasadami
drugorzedne naprezenia obwodowe bedziemy mieli ¢ = o'/E zatem Wedltug (2.1}
otrzymamy

g=O —E"u—n"v—¢" o
Ze wzoru- (2.6), korzystajgc 7z zaleznosei (2.5) i biorge pod uwage, ze na obu
koncach preta (w == 0, x = I) sila normalna musi byé réwna zeru otrzymarmy

1 f o
¥ = H—EZ—!thx.. .
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Ostatecznie zatem wzdluz krawc;dzx lgczgce] elementv , p mus1 byc spel—{
niony warunck : % o ,

(2.21) EA th dx+§"um+77m m+¢mwmu

1 n — 1o r—
=Ha fz tiﬂ dx—l—f; uﬂ+17p vﬂ+?}p Wy .
7

W réwnaniu tym A,, A, oznaczajz pola powierzchni przekroju poprzecz-
nego clementéw m i p, wiclkodci &,, N, @, 073Z &, 7, @, Przemieszczenia
odpowiednich element6w, za8 Ty, Ty, Wy By Tpy 0, Wpdlrzedne punktu przekroju
poprzecznego, lezacego na krawedzi Igezacej elementy m i p w odpowiednich
ukladach wspétrzednych obu elementéw.

Réwnania typu (2.21) stanowig trzecig grupe réwnan, ktéra wspdlnie z réw-
naniami réwnowagi umozliwia rozwigzanie kazdego przekroju poprzecznego.
Przemieszczenia kazdej Scianki da sig zawsze wyznaczy¢ przez przemieszczenia
Z,7, p tego elementu, w sktad ktérego wehodzi dana écianka, zatem niewiadomymi
wielkogciami beda zawsze przemieszczenia elementéw (w ogélnym przypadku
trzy skladowe dla kazdego elementu), katy obrotu krawedzi y (katy znicksztal-
cenia) potrzebne do okredlenia katéw obrotu @ oraz sily krawedziowe écina-
jace . Poniewaz pochodne przemieszczen sg wylgcznie parzystego rzedu, zas
sily scinajace wystgpuja wylacznie pod znakiem calki lub pierwszej pochodnej,
zatem kazde réwnanie spelnione bedzie przez przyjecie dla wszystkich niewia-
domych geometrycznych (&, #, ¢ i ) zmiennoéci podtug funkeji sina,x, zas
dla sit écinajacych zmiennoéci podiug funkeji cos a,x. Tak przyjete funkcje
spelnig poza tym wszystkie warunki brzegowe, wynikajgce z wolnego pod-
parcia preta i swobody spaczenia jego przekrojéw skrajnych, mianowicie:

(222) dax=0x=1 E=n=9¢=¢ =y =¢ ' =p=0.

Po skreleniu we wszystkich réwnaniach funkcji sin a,x otrzymamy ostatecznie
uklad réwnaii jednorodnych; przyréwnanie do zera jego wyznacznika da wa-
runek wyboczeniowy w postaci réwnania przestepnego, w ktérym niewiadomg
- bedzie wspélczynnik % odpowiadajacy krytycznej wartodci o, napreZen mnor-
malnych osiowego $ciskania og. '
W przypadku preta o prostym przekroju poprzecznym niewiadome byly
jedynie wielkoéci geometryczne &, %, ¢ i wobec tego metoda miata charakter
metody odksztalcen, za§ wszystkie réwnania byly réwnaniami réwnowagi.
W przypadku preta o przekroju zlozonym dochodzg wedlug przedstawiong
powyZej teorii réwniez niewiadome statyczne #,, ktérym odpowiadajg réwnania
natury geometrycznej — réwnania zgodnoéci odksztalcen; zmienia to charakter
metody, kt6ra staje si¢ tu metodg mieszang. Oczywiscie nie nastrecza Zadnych
trudnosci opracowanie «czystej» metody odksztalcen réwniez dla pretéw o prze-
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krojach zlozonych. Niewiadomymi bylyby woéwcezas funkcje &, 7, ¢, ¥ oraz,
dodatkowo, funkcje przemieszczen osiowych ¢ poszezegélnych elementéw.
Odpowiednie réwnania otrzymalibyémy z warunkéw zgodnoéci naprezes nor-
malnych o 1 stycznych = wzdhiz krawedzi polgczenia elementéw. Jak widaé
sposob ten jest mniej dogodny, poniewas daje wicksza ilogé niewiadomych.

3. Przyklady zastosowania rozwigzan Scistych; przekrdj dwuteowy wzmocniony

Jako przykliad rozpatréymy wyboczenie przekroju dwuteowego wzmocnio-
nego symetrycznymi plaskownikami. Rysunek 8 przedstawia numeracje $cianek;
rysunek 9 — podzial na trzy elementy oznaczone literami a, 5 i ¢, to zZnaczy
na dwuteownik i dwa plaskowniki; oraz przyjete uklady wspétrzednych #, v,

. by
. i
d’E" ! 5 5I
. 2

IS |
- g | - . g
. 1 .
e Ca
Rys. 8 ' Rys. 9

Punkt C, na rys. 9 oznacza rodek ciezkosci elementu a, to znaczy dwutcownika
bez wzmocnier, zag punkt 4, — jego $rodek zginania. Rozpatrzymy oddzielnie
dwie mozliwe postaci wyboczenia: symetryczng (wyboczenie gigtne) i anty-
symetryczng (wyboczenie gietno-skretne). W obu wypadkach -wystarczy roz-.
wazac polowg przekroju poprzecznego wykorzystujgc przy tym symetrig uktadu..

Wyboczenie symetryezne. Przy wyboczeniu symetrycznym  bedziemy - mieli
o =9, =0, przy tym znieksztalcenie przekroju musi byé symetryczne.

=1 fo=1 ¥y=1
i, :: ———— reade—
Rys. 10 . Rys. 11

Przyjete w zwigzku z tym stany jednostkowych przemieszczed przedstawia
rys. 10, Ze wzgledu na symetrie odksztalcert niewiadome sily $cinajgce, dzia-
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lajace wzdhuz krawedzi I'i 1V, przyjmiemy symetryczne, przy- Czym L dﬁtnie S ;

kierunki oddziatywania na dwuteownik pokazano na rys. 11, Mamy zatem dla’
dwuteownika a : Y f, = 2¢;, dla plaskowmkow bic: Xt =14,
Réwnania réwnowagi $cianek 11 3 bedg spclmone tozsamosdciowo wskutek
symetrii odksztalcen.
Réwnanie réwnowagi' $cianki 2 przedstaw1a si¢ wedlug (2. 13) nastepujgco:

(31) EAR G BILE— ) By SO —by At —p, = 05
podobnie otrzymamy dla scianki 4
(3.2 EARLY VBN -5, At —p, = 0.
Wielkoéci A£® i AH® wyrazamy za pomocg wzoru (2.15} przez niewiadomg 7, :
(3 3) A = 519631: At = if—1?&11:

przy czym wspétezynniki y odczytamy z wykresu sit $cinajacych At od obmq«-
zenia t, = 1. : -
Dla konstrukeji tego wykresu na konturze dwuteownika zaldadamy na
§ciankach kierunek obejécia konturu s (rys. 12} i przyjmujemy
punkt I jako poczgtkowy —w punkcie tym mamy Af; = t, = —1. —
Dalej korzystamy ze wzoru (2.10}; w punkcie 1l z lewej strony
bedziemy mieli

5

1 4 ! s
24 4 -
At = —‘I —.——2 _..._}m 1; s
1 + A, A, Rys. 12
w tym samym punkcie z prawej strony
: 1
o . Aa_iAl
ST 2 . A4,
Aty= =l 2 = 12
za§ w punkcie TV _ .
: - A, !
At1=k1+‘A 2=1.

Jak widaé, wykres A#, na pélce jest antysymetryczny; wynika to zreszty
z symetrii obcigZenia f, = 1 oraz antysymetrii dodatnich kierunkéw s dla
obu poléwek pélki i moglo byé przyjete jako zalozenie. Poniewaz kierunek s
na $rodniku jest przediuzeniem kierunku s na lewej czedel polki, wobec tego
dla érodnika bgdziemy mieli #, = —2, zatem w punkcie 11 z dotu otrzymamy

4y 5 (4

za$ w punkcie III z géry
A4 4
Aty = —24 72 T2 — 22
1 _|_ Au ) Aﬂ .
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Wykres na potce dolnej bedzie réwnicz antysymetryczny, przy cZym w punkcte
11T z prawej strony bedziemy mleh :

1
:Au_%Aa .

za$ w punktach koficowych otrzymamy wartodci zerowe, co jest sprawdzeniem
prawidlowodci otrzymanego wykresu. Wykres A#; dla dwuteownika przed-
stawia rys. 13. Obliczamy z niego yxy jako s'redniq‘wartos’ér_dtl dla drodnika:

-%21_—7-;[2(7‘,4)_2 4,7 1+ i)
Podobny wykres dla elementu b ($cianka 4) przedstawia rys. 14; przy zale:

zonym kierunku s mamy w punkcie I: £ = 1, za§ na drugim koficu wartod¢
Zerows; zatem otrzymujemy xg = 1[2

Aty

v

Rys. 14

Réwnania réwnowagi krawedzi II oraz III spelnione sg tozsamosciowo
wskutek symetrii odksztalcen. Pozostaje zatem réwnanie dla krawedzi I:

(3.4) : mI—V = 0.

. W-eelu wyznaczenia momentéw w réwnaniu (3.4) oraz obquen Ppw réw-'
naniach (3.2) i (3.1} okreélamy przemieszczenia brzegowe dla odksztalca_]qcych
si¢ plytowo dcianek. Biorac pod uwage umowe o znakach wedlug rysunkow
6 i 7 otrzymamy dla lewej polowy gérnej potki

IR |
Asym =7(??5+%), Aan;ysza—(%*m),._ ‘ B

S
sym :\?'IPI! - _'@unthf'lpl;

(3.5)
)
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podobnie dla $cianki 4 _
(3.6) A=0, =g,
za$ dla lewej polowy potki dolnej '
(3.7) d=—n, 6=0.

Podstawiajac odpowiednio wielkosci (3.5) do réwnafi (2.17) i .(2."18) oraz
(3.6) i (3.8) do (2.19) otrzymamy:

1 1
(3.8 py= 2D1[_aij(ﬂb“i‘??a)R.(als)‘i‘“ij("?a"—"?a)Ré?—

~aiu_};w1R33+a3%%R8;] 2Dy}, RY,

' i 1 1
B9 pa= —Dy[ ) b nIRS+aky (- nORR o REHRR) |
(310) My = Dy, MG,

1 1 1
311) mg =D, [ai‘;?(nﬁrm) MR- (1= 1) MGt - (MSHMS&)]-

Czwartym i ostatnim réwnaniem bedzie réwnanie zgodnosei odksztalced
elementéw @ i b Otrzymamy tu wedlug (2.21)

1 - 3 L 1 - T re bet
A, !Z‘tadx—::ﬁa e= TN !thdx——% 5

lub
e r b»l r 1 2 1 m* .
(3-12) Ny -*2— Ha 3"_‘?(1"*— —_34—4) Oj‘tldx =0,

Podstawiajac wielkodci p i m wedtug wzordéw (3.7} - (3.11) do réwnatt (3.1),
(3.2) i (3.4), uwzgledniajgc (3.3) i podstawiajae Ly = 7,4, {4y = 1y, oOtrzymamy
ostatecznie uktad czterech réwnan jednorodnych, w ktérym niewiadomymi
funkcjami s3: 7;, 9g, ¥1 & f1. Zakladajge dalej '

n, == Cysina,x, 15, = Cysine,¥,

P, = Cysine,x, &= Cycos 0%, @,=—:

313) l
n =]

dochodzimy po wykonaniu catkowania w réwnaniu (3.12) ‘or.az rézniczkowanh
do ukladu czterech réwnan liniowych i jednorodnych ze wzglgdu na stale Cy,...,
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C,, ktérego macierz przedstawiona jest w tablicy 1% Przyréwnanie do zera
wyznacznika tego uktadu daje warunek wyboczeniowy w postaci nader skomp-
likowanego réwnania przestgpnego.

Tablica
AT T N
& 8 58 .
1__ pl) 2 1 (1) o
R TR % pai—yry o R oy et 7
X (R RE 0 4,k ‘ FREN
L 5 : 1 1. . & 1
g R a*’(z"fz“z”zsf‘f’)*" G (BT Tl
1 '_Réig)
3 w .
0 ey RS+
+RU)+ 20 RP)
1 2
— % Ak
% % (M(l) .M(I) 3 o (Mm M a:u 5 MW
o8 ————ean [ S .
" 24(1—12) e ML) | o 24(1 —7%) As a) "—‘———12(1_'»2) M+
1
s Laorg 4w |
@,— —u, e ——
L n | ala, T a

Wyboczenie antysymetryczne. W przypadku tym nalezy przyjac wszystkie skla-
dowe symetryczne odksztalcen réwne zern. Réine od zera pozostajg jedynie
sktadowe antysymetryczne, ktére pokazano na rys. 15. Sity écinajgce w kra-
wedziach 11 TV bedg réwniez dziataé antysymetrycznie (rys. 16); mamy zatem
dla elementu a: X%, = 0, dla elementu b: X%, = —t;. : .

Jak widaé, stan ¢, = 1 nie odpowiada $cisle definicji; mianowicie wedlug
definicji jest to obrot nieodksztalcalnego dwuteownika wokét érodka zginania.
Przyjecie tego stanu wedhug rys. 15 (podobnie zreszty jak stanu #, = 1 wedlug
rys. 10) jest mozliwe, poniewaz znieksztatcenic praekroju prostego nie wplywa
bezposrednio na rozklad naprezefi normalnych stycznych wywolanych tymi

¥ Trzy pierwsze rdwnania podzielo.no przéz E, wyrazy czwartej kolumny pomn;niono przez K,
drugie rownanie podzielono przez 2, czwarte réwnanie podzielono przez dy.
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A

stanami, a tylko te wielkosei wchodza do’ naszych réwnat, “Przyjecier §cisle "
odpowiadajgce definicjii prowadzi do bardziej skomplikowanych™ wzoréw dla
nieltérych wyrazéw wyznacznika, ktory jednak da sie drogy czysto formal-
nych przeksztalcen doprowadzié do prostszej postaci otrzymanej w tej pracy.

1IN Fﬁ ﬁ
Al £g=1 ="
S I
g g I |
1 Lw,;'f :; d ipf%' ' —iﬁ
‘Rys. 15 _ Rys. 16 .

Réwnanic réwnowagi scianki 2 spelnia si¢ tozsamosciowo; dla pozostalych
$cianek otrzymamy:

dcianka 1 ' C
(3.14) EARLY+EL LY —b 4t —py = 05
dcianka 3 ) '
(3.15) EA kLY A EI LY —by At —py = 0;
" &cianka 4 . _
(3.16) EAREY +EL Y —by At —py = 0.

Wykres At, dla dwuteownika przedstawia rys. 17, dla $cianki 4 wykres

1
Z11:—1’ 13120, xu:?:

zatem bedziemy micli

@17 20 = —F, A =0, _A:tﬂ:%‘t;.

Rys. 17

Réwnania réwnowagi krawedzi przedstawiajg si¢ nastgpujaco:
dla krawedzi 1 :

(3.18) My g+ gy =03
dla krawedzi II

(3.19) Mg+ Myt Mg = 03
dla krawedzi III.

(3.20) I T A e 0.
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‘Przemieszczenia brzegowe wynoszg dla lewej czedei gérnej pétki

1 : 1

4 A

sym ?nb’ antys — _2—171:’

(3.21) 1 1
Oy = 7(‘!’3“’5"1‘“%), O pntys = —f(ﬁu1+"l’2+%)3
dla gcianki 4 .
(3.22) A= ——arp,, O =1y
dla $rodnika

l Asym= *‘Eq—"%(}%(ds*—al), Atmtys: _%(Pa(aa“l“al)’
{3.23)
@sym: P14 @amys Pa-
Korzystajae dalej odpowiednio ze wzoréw (2.17)-(2.19) otrzymujemy, po
podstawieniu do nich wiclkodci okredlonych wzorami (3.21)-(3.23),

1= D, [ (Rﬁgi’%ﬂ-% R Sth %) +a:(R®«p1+Rfﬂ)wz)] +
| +2D,[a3RP(— E—arga) T RS,

b= Dy ["-753 (R 2 a“f‘Rm a3—|2— . ‘Pa) 03 (RG] )Wl—R@)%)] ?

Pi= ““D1{ ( N 7 %“i‘Ri;la)"?b) +02[R591§ 3 (':"s""'h—‘%)-l—

+RG)5 5 (’Pl‘l‘%‘]“%)]}
my_y == D,Jo MP (£, —ay p,)ta, M@y,

1 .
My = Dl{a:(MAs 3 - MM 2 )‘]‘
+ax [Mng(% Y1 %)+M83 2 (w1+wa+ws)]} |
2 ) 1 1) 1
My = My_yy == Dy jod| — MG 7"?n+MAa777u +

1
+%|:Mgs)“12“(1P1+V’2+1P3)+M33‘2— (1 +watvs) ]},

My gy = Da{az[ (2)( §m+ ) Mg, aagal ] ‘l“an(M((é?"Pl“]“Mgi%”a)};

M~ Da{ai[*Miﬁ) (g&““ ~ 2 ) M ——5— dﬂ+a1 99“]—]—
(MRt M),
Myse vy = Mgy = Do, MP (pa—14).
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Tabli¢a 2 C..d. tabl, 2 na s..822
éﬂ Py Ty
ol .
et I+ L

.
Ty AT el q;a—i;ay[zagamw_

1288 R0l A,k P 1
' S . —”E_I—Rﬁ‘;?-{—?bzRgg —af Aok
3 —ata I,—
ot 1, +a s __ g "

B
2ol gy

3

et —* — [a,—a)RPLb,RE
ot Ak I 24 —77) Hay—a) R/ +-b, Rijg]+-

+a3 4,a.k

2yt

53
3 1 R
+-ay 24— ) ( s+

+RGHY—a2 A4,k

3

—ai 2 (. P
m 24(1 a5t

3
_yﬂ)

&
2 He—a)MP b M | Lt (MR —-MP
» 2a(1—v*) Hog—a) M3 —b, M1 1o, 12(1_,”2)( Hda )
+MG)

_& —_— (2) (2)
% 24(111,2) (MM | —o 2401 —77) [{ay—a) M) +b, M1

a3

o) F ' 6 Wy a7
2 L (2) —at— g M s T (MY+-MED
) S Tl A Ty
1 1
ag‘uibi afl-z—blal —aﬂ?b4

Powyzej podane wartosci obcigzefi p i momentéw m nalezy podstawi¢ do
réwnaf réwnowagi (3.14)-(3.16) oraz (3.17)-(3.19). Ostatnim réwnaniem
jest réwnanie zgodnosci odksztalcen, Otrzymamy wedlug wzoru (2.21)

x

(3.24)

1 ¥ ’ b r b 4
J _
gdzie w; = —a, b2
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¢, . tabl. 2 Z¢ 5. 821 Tablica 2

k! Vs ¥ 2y
2 6: Rz 2 62- R R ki R} b -
—d iy BR | TG T ea— 0 | T
a &
Rz s _ 2 R
) RV
! (1) __ Ry % & RU}_ gL (1) (1) . b
n 24(1 (R — Ry ) aﬂ';}—(l— —(Rg, e ) ﬂ—z‘;h——( o) an? s
a——-[ﬁstﬁ* . _,&__[ l2)+ & (M(i) M(x))
12(1 %) 12(1—2%) n 12(1—12)
—!—53 (M(n M‘(’g)] +da (M(l) (ﬂ)]
*_( 53 (2) _JL(&SM(Q)W{“
12(1 ) 12—
208 M) 1280 M)
‘ __f_iﬁ(Ml — M| a % . (M(ﬂ i % {253 M"”J,-
YT 88 )| “n g1 %) 9571 401 —
+53 (ﬂdh) (1))]
11
a, A,

Podstawiajge do otrzymanych w ten sposob siedmiu réwnaf Jednomdnych
niewiadome funkcje w postaci.

g, = Cysina,x; - @ = Cysinex, 7,= Cgsinaﬂx,- a
y, = Cysinag,x, py= Cysina,x, g, = Cysina,x, # = Cycosa,w,

dochodzimy do ukladé siedmin réwnah liniowych i jednorodnych ze wzgledu
na stale C, ktérego macierz przedstawiono w tablicy 24,

1 Pierwsze szeéé rownan podzielono przez B, wyrazy siddme]j kolumny pomnozono przez-FE.
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4. Metoda uproszczona

Przedstawiona w popizednich rozdzialach metoda $cisfa pozwala T
obliczenie naprezen krytycznych przez rozwigzanie réwnania pr'zes'tépnegb,
ktére otrzymuje si¢ 2 rozwinigeia odpowiedniego wyznacznika ukladu réwnaiy
jednorodnych. W pracach przygotowawczych, to znaczy przy obliczaniu wspoél-
czynnikéw tego ukiadu réwnan (wyrazow wyznacznika), najbardziej zmudne
i pracochlonne jest obliczanie wspélezynnikow M, Myyeeey Ryy Ro, Wyste-
pujacych we wzorach (2.17)-(2.19). Przy tym ‘wspétezynniki dotyczace plyty
symetrycznie lub antysymetrycznie odksztalconej [réwnania (2.17)-(2.18)]
sa dane prostszymi wzorami niz wspdlezynniki dotyczace plyty o brzegu
swobodnym ~ [réwnania (2.19)1. Obliczania wlaénie tych bardziej skom-
plikowanych wspblezynnikéw mozna czesto uniknaé stosujac metode uprosz-
czong. C ' '

Metoda ta. polega na przyjeciu nieodksztalcalnodci poprzecznej niektorych
scianek; zalozenie takie pozwala traktowaé je jako prety i w prosty sposéb
wyznaczy¢é reakcje w zaleznodei od przemieszezen, ZaloZenie nieodksztatcal-
nosci jest z reguty dopuszczalne dla dcianek zewnetrznych, to znaczy dla $cianck
kraficowych konturu przekroju pOPIrzecznego, poniewaz swobodna krawedZ
takich scianek, jak réwniez ich duza przewaznie w porbwnaniu ze §ciankami
wewnetrznymi grubosé (ap. grubosc polek w poréwnaniu z grubodciy $rodnika
w przekrojach dwuteowym lub ceowym) powoduja, iz odksztalcenia poprzeczne
gg znikome i nie majg wigkszego wplywu na statecznosc. Tego rodzaju metoda
uproszczona dla przekrojow prostych byla poréwnana z metodg $cista w pracy
[1], gdzie udowodniono na przykladach, ze tylko w przypadkach bardzo cien-
kich pétek blachowych pominiecie ich odksztalcef poprzecznych prowadzi
do istotnicjszych bledéw, zresaty -i wtedy ' nie-

duzych. W zasadzie stosowanie tej -metody jest T—g I %'_T
mozliwe tylko dla » = 1, to znaczy przy badaniu ,{Er n
wplywua odksztatcalnodel przekrojin  poprzecznego ”

na stateczno$é ogélng catego preta. Natomiast B

przy : badaniu statecznosei lokalnej z uwzglednie- g, x n

niem odksztalcen pretowych stosowanie jej mnie "_"I— (\ : ]
jest — ogélinie biorge — mozliwe, poniewaz naj- Rys. 18 - '

mnicjsze warto§ci naprezef krytycznych otrzymu-

jemy tu z reguly dla dosyé duzych wartodci n, z reguly dla n > 4. Wowezas diu-
gosé polfali wyboczenia jest tego samego rzedu co szerokoéé potki i pominigeie
pracy plytowej moze prowadzi¢ do duzych bledow.

W nieki6rych rzadszych wypadkach mozliwe jest zastosowanie tej metody
rowniez dla $cianek wewnetrznych, mianowicie gdy ich sztywnosé zginania
poprzecznego jest snacznie wicksza niz écianek sgsiednich (np. $cianka $rod-
kowa na rys. 24 d).
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W celu wyprowadzenia odpowiednich réwnas, ktére maja zastgpi¢ w spo-
séb przyblizony rownania (2.19), ‘wezmiemy pod uwage plaskownik (rys. 18}
pod dzialaniem roziozonych obcigzeh p, i p,, roziozonych momentéw skre-
cajacych i oraz sity osiowej P = 0,0b. Oznaczenia przemieszczefl 1 umowy
o znakach przyjmiemy identycznie z podanymi na poczgtku rozdziatu 2. Z trzech
réwnan rownowagi takiego plaskownika jedno jest juz wykorzystane jako réw-
nanie réwnowagl $cianki (2.11). Pozostate dwa dotyczg zginania w plaszczyZnie
osi v oraz skrecania i przedstawiajy si¢ nastgpujgco: ' ’

Elw+Py"—p, =0,

(4.1)
(Pri—GI)p"—m = 0.

Wielkosé I, = b%[12 oznacza tu moment bezwladnoéci przekroju poprzecz-
nego. wzgledem osi u, I, = b6*[3 moment bezwladnosci na skrecanie, za$ bie-
gunowy promient bezwladnoéci dany jest wzorem 2 = (B*+6%)[12. Z powyi-
szych dwéch réwnah mozna zawsze obliczyé dwie reakcje zewngtrzne plas-
kownika w zaleznodci od danych przemieszezen, Rozpatrzymy dokladniej
dwa najwazniejsze przypadki dotyczgce dcianek zewnetrznych, przy czZym
umowy o znakach i oznaczenia weZmiemy identyczne Zz przyjetymi przy wy-
prowadzeniu wzoréw (2.19), to znaczy wedlug rys. 7.

Przypadek plerwszy (rys. 19). Scianka doznaje danych przemiesmzeﬁ A1 B
na jednej krawedzi, podczas gdy druga krawedZ jest swobodna. Bedzie-
my tu mieli: = A+5602, 9 =0, p,=1, m= m—br[2, Podstawiajgc po-"

wyzsze wielkodel do réwnan (4.1), otrzymujemy

o
;
: EIH(AW—E——Z—@W)-I—P(A”—{“Z—@”)—:r _o,

)

b |
Rys, 19

Prr—GI, @”—~m—!—«-b—r = 0.
>3 ;

7, pierwszego z powyzszych réwnat mozna wyznaczyé
reakcje 7, nastepnie za§ podstawiajgc ja do drugiego mozna obliczyé mo-
ment 7. Ostatecznie bedziemy mielt '

[+ - Eﬁ[11-2—624“’+217552@1"+k(4~+%@")],
42 3 m=pallpgamilaomt o ibﬂ+3_6“)k_
R T 48 2 37712
e T
y _6(1'+v)]@ }
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Przypadek drugi (rys. 20). Scianka doznaje wzdluz osi- cieskodci - __'danydh','
przemieszezen A i @; obie krawedzie podluzne s swobodne. Rozwigzanie
otrzymujemy wprost z réwnati (4.1) podstawiajae w nich
n=A, ¢=0, p,=p, oraz m =M. Bedziemy mieli
zatem Wzory }

>
4

: \ !
1
r =E4 (— am”+kzl”) : e
(4.3) \12 . L J“TE.—J
1 0 i ﬁ A
Rys. 20

Jak widaé, we wszystkich wzorach wystepujg tylko
parzyste pochodne funkeji 4 1 6, wobec czego stosowanie ich nie zmieni
metody rozwigzania podanej w rozdziale trzecim. :

5, Przyklady zastosowali metody uproszczonej., Przyklad liczbowy

Objadnimy zastosowanie metody uproszezonej na przykladzie wzmocnio-
nego dwuteownika rozpatrzonego poprzednio w rozdziale trzecim. Zalozymy
nicodkeztatcalnodé wzmacniajacych plaskownikéw ($cianki 4 i 5 na rys. 8),
oraz dolngj polld (Scianka 3). Nie bedziemy powtarzaé tych czedei wypro-
wadzenia, ktére mozna przejaé wprost z rozdziatu trzeciego. Oméwimy tylko
obliczenie tych obcigzed p oraz tych momentdéw m, ktére nalezy wyznaczyé
korzystajyc ze WZOrow uproszczonych.

Wyboczenie symetryczne, ZaloZenie nieodksztalcalnodei $cianki 4 zmienia wzor
(3.10} przedstawiajacy moment #7y . Wedlug drugiego ze wzordw (4.2)
otrzymamy przyjmujac [por. wzory (3.6)] A =0 oraz 0 = y,:

2
Gl mey= M}'{:}%Az@ﬂ’} [(_; B+ 6§)k— ‘6(%?)] @"} .
Zatozenie nieodksztatcalnodci $cianki 3 powoduje zmiang wzoru ma obcig-
zenie pg. Czesé tego obcigzenia pochodzgca od reakeji écianki 3 bedzie réwna
[wedtug pierwszego ze wzorbw (4.3), przy podstawieniu A = —n,, oraz @ = 0}

(5.2) p = —EA, (T%éﬂnﬁmrkﬂi')-

Macierz ukladu réwnafd otrzymanego przy uwzglednieniu powyzszych
zmian przedstawiono w tablicy 3. '
. Wyboczenie antysymetryczne . Zalozenie nieodksztalcalnodei $dcianki 4 zmieni
wzér na moment g, ktory wedlug (4.2) przy 4 = —&—a1¢a, 0=y,
przedstawia si¢ nastepujaco:

1 1 1 rt H
My oy = EA4{"“5452(“§?““199§V)+ ZS‘AE"P? —|—~2—bk (—&; —ayp; )+

24
1,,, 1 0
+[(?”f+ﬁ“‘ﬁ)k—m]% }

825



mw\.._.umw ¥ _ 2 p— . . .ﬂim«au
(4 1] I
(et —IHT (¢+1)9
AAEEITA Ev : T RHUIT 'S
¢ ¢
z1 8 g4 4 — J.TN
—y “@;ln_ﬁme:l v wy %.JUI: A _.EH.,I mﬂ.ﬁb (z - 3} 44 % m tq\__wu_u v.ﬁd Am 19 g
T ﬁ .H . w@ mm_
[A

y (e — El
(et —¥T a4

—(Ba+H
0
(st —I¥T R o TTEN
AENIE o) -0 VT @S T T e (g — (5ad) - U
ke )T o
3"y ({1 uwwlTENBX
(zt—THT (—1¥ o TTEN
@+ T (o — By~ 80 - U it
& 0 , e
Th "ty @
€ BIQUL




7 tej samej przyczyny ulega zmianie wzér na czesé obciqzeﬁia'-'b'l' 'I;ocho;._ :
dzaca od reakeji $cianck 4 1 5. PR
Otrzymamy wedlug (4.2), co nastepuje:

1 1
p= ZEA4[E 83(—EF —apt) +Aﬂ--b4 ag?’?‘i‘(_f;—aﬂ%')k]- :

Zalozenie nicodksztalcalnoscl $cianki 3 zmieni momenty #eyy; vy OY8Z My vy,
ktorych sumg obliczymy teraz wedlug drugiego ze wzoréw (4.3} przyjmujac
@ = py—yy, A =0

el (L 1 I P
I R e EAB[(?bg_i“l—zag) k— 6(1--v) ](“Pz % )
Po uwzglednieniu tych zmian otrzymamy uklad réwnan, ktorego macierz
przedstawiona jest w tablicy 4. - '

Przyklad liczbowy. Obliczymy sile krﬁycznq wyboczenia symetrycznego dla
preta o dlugosei { = 4m i przekroju pokazanym: na rys. 21 (wymiary podano

w cm). Zalozymy, ze pret jest wykonany ze stali, 40
;zatem - przyjmiemy ¥ = 0,3. Zadanie rozwigZemy
metoda uproszczong, postugujac sig tablicg 3. Biorgc ‘@I: 2 ‘:?h

* “pod uwage wymiary $cianck otrzymamy

A, = 60 cm?, A, = 30 cm?, 44 =
e —43-7—“ 40 cm?, A4 = 30 cm?, o -
A, =130 cm?, gy = —0,846154. " 1;0 l

Dla wyznaczenia wiclkosci e wydzielamy przeked]
dwuteowy (rys. 22a); otrzymamy e = 12,6923. Na-
stepnie -zaktadamy dodatnie kierunki s na $ciankach — oczywiscie zgodnic
'z przyjetymi do “wyprowadzeénia wzoréw ogélnych, czyli jak na rys. 12
i na podstawie wykreséw wspélrzednej o (rys. 22b) sporzadzamy wykres S,

Rys 21

(rys. 22¢). Na podstawie tego wykresu obliczamy SO = 761,538—692,308 =
= —1453,85 cm?, ' '

Po podstawieniu powyzszych wielkodci oraz n = 1 do wzorbéw tablicy 3
otrzymujemy wspélczynniki macierzy ukladu réwnan dla naszego konkretnego
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Tablica 4

Eu Pa My
1o by V..
I1_"6—A-16-.| + Gy 11_?‘4464 a—
; % 2) 2 (@)1,
3 2y __ R 2
LT e T [ “1)
2 (A,—24)k +8, RO a2 (4, — 2A4)a1k
3 —ay a, I,—
a Iﬁ%—l“z'(—ls—,ﬁgRﬁ)"_“f.Ask .
ﬂm{(% ay) R+
-+b, R! u}+a”f.l a,k
a1yt
1
p___1 _( (11 {1)
“n 21— 2~
—al Ak
__:__“(M +Mh 2mt3§_[(a —a, ) ME ol o ( "(41) MUh
ﬂ 24(1 ) A A % 24_(1 .......Jpz) 3 1 As n 12(1'__1,;;) o ds
' —b, M
i B ey | e a) MYt
Ty M M T :
) +b, M)
1 1 1 t H w )
(M (2
-—anﬁA§6‘+a;—2—A4bdk —an24A364a1+a§?A4bdalk o 20— (M +-250
1 1 1
“%“551 “?;3'1’151 '_a?z”fbi
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Tablica 4

Py Py tl"s. EET 1
& 58
gt ——2% R Lz "2 p@
o ) % 12(1—v2) @ Q;E64A9+a b Ak —a,b,
63
R 2 {s)
~ ) 12(1 i B TaT
58
2_ % (1) 1
R A ) (R — RED Gy 24(1 ( R — RGN o - 27(1__(1{‘5:)_1_ RE) anjba.
I [aaMéﬁ)_l_ o, [63M(2)+ ' g MW w
12(1 %) 1201 * " an—lz—(l_ﬂﬂ)( w. M
+EME -+ MED) 08 (M + M)
1,1 1 1
[ [ G
% = _4 % (2)
% s
6(1++) A | T - sy Mea
%
% gt
ey M
6: 58
B S ¥ () ¥ {5 I S ) 1
gy M =MD gy W MED e A
1 1 88
R h—
X[(:* ‘+12‘5“)k '6(1+«»)]+
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zadania; wspdlezynniki 3 zestawione sg w tablicy 5. Wspélezynnik & odpowia~
dajgcy naprezeniom krytycznym mozna otrrymaé drogy préb podsta.wm}qc
kolejne wartosci &, obliczajac odpowiadajgce im wartosci wyznacznika i w otrzy-
manym w ten sposéb wykresie odnajdujac mtejsce zerowe. Nalezy przy tym

" korzystaé ze . wzoréw wyprowadzonych w pracy [1], ktére tu przytaczamy:

_ Mds — '}’1(?’2

@

+»)tghB—ya(yi—2) tg q,

yi+va

vatggty tehp

yalgg-ty 1 tghp

yiya(vi+yi tgqighp

R.ds:_"'

o = My,

[l

Ry =

(vit

yatggt+y tghp

_ yalyit)tggtya(i—v)tghp P

v tggtghp
y1t8 ¢ 7atghp ’

y172 (¥i-+v3)

yitgg—yatghp

Tablica 5.

71187 tghp

My

M

1p1

0,214033-3-74,8669 + 1074 x

74,8669 - 104 (R —~RY)) 10,953238 (RSP + R 5890,48

X (RP 4RGN —185,055F 1074Ree —Roa) ( 2 '
4,57955-1-74,8669 . 107% c

74,8669 - 10~4(RYW —RG)) 0,953238 (R§Y—R{IH|  —9968,51

X (RYI+RG))—215,897 &

0,953238 (M @+ M)

0,053238(M Y — MY

95,11414-121,370 ¢
X (M8 -+ M) -
139408 %

5890,48

—-9968,51

—7,89785 . 107

§ Wazystkie réwnania mnozono przez 10°
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" We wzorach tych przyjeto mastgpujgce oznaczenia:
_  nm b 1 4 — T -
P=E—qtu N T ]/;;n——a‘ V12(1—v)k+1,

=2 = s VEOE L

Otrzymamy w ten sposéb ostatecznie wartoéé k = 7,82-1072 Wielkos¢
te naleiy poréwnywaé ze wspotczynnikiem odpowiadajacym sile krytycznej
EuLerA P, == a?EI|l2, ktéry wynosi ky = ®*I[Al* przy czym I jest momentem
bezwladnoéci catego przekroju zlozonego wzgledem osi glownej rownoleglej
do osi u, za§ A powierzchnig calego przekroju poprzecznego. Podstawiajge
I = 26314,2 cm® oraz 4 = 190 cw® otrzymamy k, = 8,54.10-%. Zatern zmniej-
szenic procentowe sily keytycznej, powodowane odksztalcalnodcig prazekroju
poprzecznego, wynosi w odniesieniu do sily Eurera Ak, = 8,43 %.

Podobne obliczenia wykonano dla tego samego przekroju przyjmujac
8, = 1'cm oraz §, = 2 cm. Wyniki zestawione sg w tablicy 6. Widoczny jest
szybki wzrost omawianego wplywu przy zmnicjszaniu grubosci §;, to znaczny

Tablica 6
8, era 1 | 15 2
kg 10° 8,54 8,54 8,38
108 6,48 7,82 8,07
Az % 24,1 Y 3,7

przy zmniejszaniu sztywnoscl plytowej gérnej potki. Nalezy si¢ spodziewad,
ze podobnie szybki wzrost bedzie towarzyszyl zwickszaniu szerokosei b, gbrnej
pétki, gdyz oba te czynnili w podobny sposéb ostabiaja podparcie:$cianek 41 5.

[“, Lj:J x ngg
B e ﬁ? :

Rys. 23

Rozpatrzymy jeszcze kilka przypadkow szczegblnych, mianowicie réine
mozliwosci skrepowania odksztafcalnosci przekroju poprzecznego. Mozliwosci
te zestawione sg na rys. 23. Rysunki 234 oraz 23e przedstawiajg przypadki
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 skrajne, mianowicie przekrdj o pelnej odksztalcalnodci ® oraz przekrdj catkowicie
nieodksztatealny. Rysunck 235 przedstawia przekeéj z naloZonymi wigzami unie-
mozliwiajacymi obrét krawedzi Ii IV7; mozliwe znieksztalcenie tego przekroju
pokazano na rys. 23g. Odpowiednia macierz mozna otrzymac z macierzy
przedstawionej w tablicy 5 biorge pod uwage, ze musi tu byé p, = 0, zatem
nalezy w niej skreglié trzecig kolumng i trzeci wiersz. Macierz te przedstawiono
w tablicy 7. Nastepny przekroj (rys. 23¢) ma wiezy, ktore zmuszajy $cianki 4

Tablica 7

ﬂb ﬁa tl

0,214033 74,8669 - 1074
% (R 4-RG])—185,055 &

{1

74,3669 - 1074(RY —RY) 5890,48

4,57955-4-74,8669 + 10— 1%

74,8669 - 10~4(RY — R —-9968,51
/8669 (Rl —Ril) X (R 4+ RGN —215,897 & ’
5890,48 —9968,51 —7,89785.107

oraz 5 do ugigé réwnych ugieciu $rodnika 2 (rys.23k). Odpowiednia macierz
(tablica 8) da si¢ uzyskaé z tablicy 5 przez dodanie wyrazow pierwszej kolumny

Tablica 8

Ny=T, S " : 7

4,795384-299,468 RY) 400,952 & 1,90648 RfY —4078,03

95,1141-4121,370 (M- M)+

1,90648 MG}
—13940,8 &

--4078,03 —7,89785.107

do wyraz6w drugiej kolumny (poniewaz musi by¢ 5, = 7,) oraz przez dodanie
wyrazow pierwszego wiersza do wyrazéw drugiego wiersza (poniewaz oddzielne
warunki réwnowagi dla $cianek 2, 4 i 5 zastgpujemy jednym warunkiem
réwnowagi dla wszystkich écianek pionowych® Wreszcie wigzy nalozone na
przekréj pokazany na rys. 23d uniemozliwiajg zaréwno obrét krawedzi I 1 IV

® Oczywidcie przy zalofeniu nieodksztalcalnoéei Scianck 3, 4, 1 5, poniewa? rozwigzanie pro-
wedzimy metoda uproszczong.

7 Zaklada sig oczywidcie, Ze wigzy sa rozlozone w sposdb ciagly.

8 Przypominamy, e wyrazy drugicgo wietsza w tablicy 5 olrzymano przez podzielenie od-
powiednich wyrazéw drugiego réwnania przez 2. '
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jak i przemieszezenia dcianek 4 i 5 wzgledem $cianki 2 (rys,- 23]) Macieiz i
uktadu dwu réwnan dla tego wypadku (tablica 9) otrzymamy skreglajze w tablicy 5
wyrazy trzeciego wiersza i trzecle] kolumny oraz dodajac wyrazy pierwszego

Tablica 9
=" A
4,795384299,468 R 400,952 & —4078,03
—4078,03 —7,'89785 107

wiersza do wyrazéw drugiego wiersza i wyrazy pierwszej kolumny do wyrazéw
drugiej kolumny. Wryniki obliczenr dla opisanych przypadkéw Zestawiono
w tablicy 10, przy czym przyjeto wymiary preta z tablicy 6 dla é = 1,5 cm.

Tablica 10
Przekréj ‘ a b ¢ d e
k. o102 7,82 8,36 8,54 8,54 8,54
Akg % 8.4 2,1 0,0 0,0 —

Jak widaé, uniemozliwienie obrotu krawedzi powoduje czterokrotne Zmniej-
szenie wplywu odksztalcalnodei przekroju, natomiast nalozenie wigzéw zmnu-
szajgcych $cianki 4 i 5 do pelnej wspéipracy z dwuteownikiem likwiduje ten
wplyw zupelnie, Powyzsze dane s3 bardzo pouczajgce, poniewas wykazuja,
se w przekrojach ztozonych (rys. 23a i 235) wplywy odksztaicalnoscei przekroju
s zZnacznie wicksze niz w przekrojach prostych (rys. 23¢ i 23d). Rowniez dla
dwuteownika bedgcego czedcig rozpatrywanego przekroju zlozonego omawiany
wplyw wyrazi sig ulamkiem procentu. Przyczyng tak duzych wplywow jest
odksztatcalnoéé lub niestatecznodé gietna $cianek dolgezonych do przekroju
prostego i decydujacych o zamianie jego na przekroj ziozony.

6. Mozliwosci dalszych uproszezen. Pret cienk oScienny
jako nicodksztalcalny element konstrukeji.

Przyklad

Metody podane w rozdziatach 2 i 4 prowadzg w bardzie] skomplikowanych
przypadkach, gdy dla opisania stanu odksztalcedi i naprezen preta potrzeb?lg
jest duza ilo§¢ niezaleznych wielkosci geometrycznych &, 7, g, v oraz statycznych
© do wyznacznikéw wysokich rzedéw, co (niezaleznie od koniecznoéci obliczania
wielu wspolczynnikéw) stwarza zasadnicze trudnosci przy obliezaniu naprezen
krytycznych. ‘ .

Znaczne uproszezenia mozna uzyskaé, gdy dopuszezalne jest zatozenie
nieodksztalcalnodci czeéci przekroju poprzecznego. Przypadek taki zachodzi
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wéwezas, gdy nieodksztalcalnodé tej czgscl przekroju jest zapewniona przez
dostateczng ilo§¢ przepon poprzecznych, lub gdy wymiary jej, zwlaszcza gru-
bodei cianek, sg w takim stosunku do wymiaréw pozostalych elementoéw kon-
struckji, ze zaloZenie nieodksztatcalnogei jest wystarczajgeo uzasadnione. Z ta
drugg mozliwoscig bedziemy mieli do czynienia miedzy innymi wtedy, gdy
rozpatrywana konstrukcja sklada si¢ z pretéw walcowanych, polaczonych sto-
sunkowo szerokimi i cienkimi $ciankami blachowymi; kazdy pret walcowany
jest woéwcezas tak sztywny na snieksztalcenie w poréwnanin z wiotkimi bla-
chami, ze moze by¢ uwazany za zupelnic nieodksztalcalny. (Wptyw odksztal-
calnoéci przekroju na sife krytyczng dla niezaleznie pracujacych przekrojow
walcowanych wyraza si¢ drobnym utamkiem procentu {por. [1]))- Przyklady
tego rodzaju konstrukcji pokazano na rys. 24, przy czym elementy, ktérych
odksztalcalno$é moze byé w omawianych warunkach pominigta, 0zZnaczono
grubymi liniami. Nalezy pamigtac, ze nigjednokrotnie mozliwosé przyjecia
nieodksztalcalnogci zalezy od charaktern odksztalcen przy utracie statecznoscl.
Na przyklad, jezeli przy wyboczeniu symetrycznym przekroju b z rys. 24 mozliwe

a b c d
I

jest zatoZenie nieodksztalcalnodci dwéch ceownikéw i teownika (utworzonego
ze $rodnika i dolnej pétki), to przy wyboczeniu antysymetrycznym (gigtno
skretnym) pominigcie odksztatcalnodci érodnika bedzie z reguly wykluczone
i mozna przyjaé jedynie nieodksztatcalnoéé ceownikéw i dolnej potki.

Metoda rozwigzania jest podobna do podanej w rozdziatach 2 i 4. W szcze-
golnosci konieczne jest wstepny podzial konstrukeji na elementy. O ile dotych-
czas elementy musiaty spelnia¢ warunki przekroju prostego, to obecnie ograni-
czenie to zachowujemy jedynie dla tych elementow, ktérych znieksztakcenie
decydujemy si¢ uwzglednié. Natomiast elementy nieodksztatcalne mogg mied
dowolny przekréj zlozony, nawet krzywoliniowy. Wielkodeiami niewiadomymi
w ukladzie réwnan beds skladowe przemieszezed &, 7, ¢ dla poszezegdlnych
elementéw (tak odksztalcalnych jak i nicodksztatcalnych), sily $cinajgce ,
dziatajgce wzdhz krawedzi lzczacych elementy, oraz katy obrotu krawedzi
w (katy znieksztalcenia), wystepujace oczywiscie tylko w elementach odksztat-
calnych. Réwnania réwnowagi §cianck wehodzacych w skiad elementéw od-
ksztalcalnych oraz réwnania réwnowagi krawedzi nalezy ukladaé écisle wedlug
zasad wylozonych w rozdziale drugim, przy czym mozna uwzglednié mozliwodei
korzystania z metody uproszczonej rozdzialu czwartego.
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Dalsze réwnania réwnowagi dotycza elementéw nieodk'sitak;ﬂhjrbh. : K’azdy:: =

z tych elementéw jest pretem cienkoéciennym obcigzonym do* chwili - wybo=
czenia sila osiowa, za$ po utracie statecznodci — dodatkowo reakcjami: oddzia-
tywania sgiiednich elementéw konstrukcji. Reakcje te bedg to krawedziowe sily
Scinajgee # oraz obcigZenia i momenty rozlozone
wzdhuz krawedzi elementu, ktére dadzg sie sprowadzié
do wielkosci wypadkowych p,, p, 1 #, ktére pokazano
zgodnie z ich dodatnimi kierunkami dzialania na
rys. 25. Obciggenia p, 1 2, przedstawiajg skiadowe
pefnego obcigzenia elementu w kierunku osi gléwnych
centralnych w, v, zaé moment jest momentem
wypadkowym WSZYS%kiCh obcigzen, liczonym wzgle-
dem érodka zginania A4 elementu.

Réwnania réwnowagi preta cienkoéciennego poddanego dziataniu obcigzefi
P P M i T przedstawiajg sie jak nastepuje:

ELEY = p+ 2t %,

(6.1) EILyY = pyt 240,
ElL oW —Gl¢" = m-- )t o, .
i

Rys, 25

Réwnania te wyprowadzit Weasow, [2]. Zmieniono tu jedynie oznaczenia oraz
zapis wplywu sit $cinajacych na ogdlniejszy.

Oznaczenia i umowa o znakach przemieszczen &, 0, ¢ s3 tu identyczne z przy-
jetymi w rozdziale drugim. Wielkosci 4, I, I,i I, przedstawiajg kolejno pole
powierzchni przekroju poprzecznego, momenty bezwladnoscl wzgledem glow-
nych centralnych osi bezwtadnodci # 1 v oraz wycinkowy moment bezladnosei
“preta, zad @, T, ©; wspolrzediie punktéw zaczepienia krawedziowych sil dci-
najgeyceh -2, .

Rownowaga preta cienkosciennego obcigzonego sila osiowg P i doznajgcego
przemieszczers £ #, @ opisana jest trzema réwnaniami teorii statecznodci
pretéw cienkosciennych (por. np. [2]):

EI&V+PE'+a,Pyp” =0,
(6.2) EI v+ Py'—a,Pg’ =0,

a, P8’ —a, Py’ +El gV (*P—GlL)p" = O,
w ktérych a, i 4, oznaczajg wspélrzedne $rodka zginania A w ukladzie osi #,
v, I, = > b082[3 jest momentem bezwladnosci przckroju na skrecanie, zad »

bieguncwym promieniem bezwladnodei przekroju wzgledem $rodka Zginania,
ktéry mozna oblicza¢ zatem ze wzoru :

7= —LZI” “+ay i
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Uwzgledniajge (6.1) i (6.2) otrzymamy réwnania réwnowagi nieodksztal-
calnego elementu cienkoéciennego znajdujacego sie jednoczesnie pod dzialaniem
sily osiowej P i obcigzen p,, p,, m i . Wprowadzajac jak w dotychczasowych
rozwazaniach bezwymiarowy wspélezynnik k == P[EA bedziemy mieli

(B EV+ARE +a, Akg') = pu+§ 1,

E(1, - Ak —a, Akg" )= p,+ 315,
(63) :

. I —
Iv 2h . 3 1 o ] -
E[Imqa +(Ark 2(1+v))<p -+ Aa,kE"— Aa, ky ] m—l—zilti By.

Za pomocg réwnan (6.3) mozna wyznaczyé obcigzenia p,, P, 1 momenty m
przez przemieszezenia £, 5, ¢ oraz krawedziowe sily écinajgce i:

bu = ELEV AR +a, Abg'")— 3 i
(64) by = E(Isz+Akﬂ”—auAk99")*%: t_; Uy

‘Is i) 1 17 J gF —
[ m = E[[Imqﬂlv‘i—(.ﬂfzkﬁz(l—_i_v)")(p —I—Aa,,k& —A(Zuk'ij' ]—‘2’ ti Wy

Wyprowadzone réwnania réwnowagi nieodksztalcalnego elementu mozna
stosowa¢ badZ w wersji (6.3), badz w wersji (6.4). W pierwszym przypadku
wielkosci p,, p) i m nalesy wyrazié przez przemieszczenia sgsiednich ele-
mentéw jako reakcje brzegowe $cianek, w drugim zaé obcigZenia dane wzorami
(6.4) nalezy podstawia¢ do réwnaf réwnowagi sgsiednich elementéw lub $cianek.

W ogélnym przypadku dysponujemy zatem trzema grupami réwnan réw-
nowagi: réwnaniami réwnowagi écianek, krawedzi oraz elementéw nieodksztat-
calnych, Ostatnig grupe réwnan stanowig warunki zgodnoéci odksztalcen,
ktére nalezy zapisywaé postugujac si¢ wzorem (2.21).

Przyklad. Rozpatrzymy bisymetryczny przekrd) przedstawiony na rys. 26,
skladajgey si¢ z dwu ceownikéw polaczonych blachows éciankg. Mamy tu zatem

a b

| .
T s E——
— b

Rys. 26 Rys. 27 Rys. 28

Ug

trzy elementy. Zalozymy, ze céowniki a i b s3 nicodksztalcalne, zatem uwzgled-
nimy tylko odksztalcalnoéé érodnika — elementu b. Obliczymy site krytyczng
wyboczenia skretnego, ktére charakteryzuje sie antysymetria odksztaleen wzgle.
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dem obu osi symetrii (rys. 27), co pozwala na rozpatrywanie. Jedynlg potowy S

przekroju poprzecznego. Uklad wspéirzednych dla elementu a pokazano na
rys. 28. Wskutek antysymetrii odksztalceri ceownika obcigzenie ] bedzie réwne
zeru ; to samo dotyczy sit écinajacych, dziatajgcych pomiedzy ceownikami i $rod-
nikiem. Poniewaz jednoczednie @, = 0 oraz 7, = 0, zatem drugie) z réwnan
(6.3) dla ceownika spelnia si¢ tozsamosciowo. Pozostale dwa réwnania zapi-
szemy jak nastepuje:
| E(L 7+ AR 1 a, A kgl)) = py»
(65) B o (At y i ot Auaier ] = m

Indeksem a oznaczono tu wszystkie wielkodct dotyczgee elementu a.

W celu okredlenia wielkodei p, 1 m wyznaczymy reakcje brzegowe srodnika,
Przemieszezenia brzegowe krawedzi I érodnika wynoszg

A= _Ea—_a’(pai f = Py
Korzystajac z réwnan (2.18) otrzymamy
{ ¥r—n = D[agRAm(_Ea_aqga)_l_aiRﬂa (Pa]a
My = D[aEMAa('—Ea_awm)+anMﬂag’a]‘

Biorgc dalej pod uwage punkty za-
czepienia obcigzen p,, m, oy 1 mp_p; Mr-n I l |
rys. 29} bedziemy mieli
ry ) be 1 -n m 1 o
(6.7) @_._,. _
Py = Fr-m m = —My_y+fnd.

Podstawiajac (0.7) do réwnan (6.5)
i. uwgledniajac zwigzki (6.6) .otrzymamy ostatecznie uklad dwu réwnan
ednorodnych, ktérego macierz przedstawiono w tablicy 11.

(6.6)

Rys. 29

Tablica 11
£a Pa
4 2 63 2 3 63“ r] 63 2
U lwat i gy Rk U oAy e % 'mﬂaa—f‘n Ayayk
,_Pa 8 e PP o
—_— — — e @ — —
a4y 12(1—»%) da 7 12(1—%) Ag 7 om+ 7 1201 —»%) Ay
—ay Agayk &a I
—t——— M, 2|4 R — 5
an 6(1‘“‘7}3) da a?l- ﬂrﬂ,k 2(1+V) +
és
—_—
. +a'n 12(1__,”3) ba
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(Réwnanie zgodnosc odksztalcefi spelnia sie tozsamosciowo, poniewaz nie ma
sil 4cinajacych pomiedzy $rodpikiem i ceownikami oraz 7, = 0}

. W przypadku przekroju przedstawionego na rys. 27h, przyjmujac uklad

| wspolrzednych jak na rys. 30, otrzymamy nastepu-

GE' (A jace wzory na przemieszczenia krawedzi I srodnika

&

ty A == M§a+a(pm b= g,

" za$ zamiast zwiazkéw (6.7) bedziemy mieli

Rys. 30 _ Py =Yg W= —Mpg % ,
Macierz uktadu réwnan dla tego przypadku przedstawia tablica 12. Nalezy
pamietaé, ze a, jest tu liczbg ujemna (por. rys. 30), podczas gdy W tablicy 11 —
dodatnia.

Tablica 12
£ | 7
) 3 o 2 4 2 i R 2 o B.ootd ak
y m+andem_an okt — i e ) va%n Aoy
. e 7 i I iy . P a R
—a - _ h .
"’12(1—1:‘3) Ag anlz{l_vﬁ) Aa™ Gy wa+an 12(1__1)2) Au+
—ap 4,4,k '63a I
. 2 M, —ut] A4 I A -
o 6(1—%) de— %l “aTa 2049 +
. 52
—— M
T T o

Rozpatrzymy przypadek graniczny, mianowicie gdy 0 _»0; wowczas otrzy-
mamy zaréwno z tablicy 11, jak i z tablicy 12 nastgpujace réwnanie kwadratowe
do obliczenia wspélczynnika k:

: L.
(6.8) _ (aﬁIm—mAuk)[aiImwAariké uzu(lii_—y)]—ﬁiaﬁkz =0,

Jak tatwo stwierdzié, mniejszy z pierwiastkow tego réwnania kwadratowego
odpowiada sile krytycznej wyboczenia gigtno-skretnego preta ceowego danej
znanym wzorem WEASOWA, ktory przy naszych oznaczeniach ma postaé -

(6.9) p 18Py Py) — YD, - P R4 (ri—a) PP,
" 2(r; — a})
wntEl,, 1{n?*a*EL,,
Pv = T 3 Pm = 7{21(__712 -+ GIN) .
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Praykiad liesbowy. Obliczymy sile. krytyczng dla preta o p :.éﬁrou]u;_::i) 0_
kazanym na rys. 311 dtugodci I = 6 m, przyjmujge » = 0,3, = =i Otrzyma
my tu @ — 3,33005 em, I,, = 13513,3 em®, I,, = 133,133 em?, I, = 150000 bl
a, = 5,33005 cm, A4, = 100 em?, 72 = 173,075 cm?. Podstawiajac powyZsze war _ o

Tablica 13

&, Pa '

10,1567 0,0131453 R 5, ~2741,55 & 0,0437745R 4, —2,51058 Ry, — 14612,6 k

- —

3135,474-0,145771 R 4, +479,485 My, +

0.0437745 R, —2,51058 M 5,—14612,6 £
’ a da —16,7207 M, — 474,494 &

toéci do wzorbw tablicy 10 otrzymujemy macierz, ktorej wyrazy przedstawia
tablica 13. Krytyczna wartosé wep6lezynnika k otrzymana droga préb wynosi
tu k=2,52-10"% W celu okredlenia wptywu odksztatcalnodci przekroju po-
przecznego wartosc te nalezy poréwnaé ze wspblczynnikiem k,

“odpowiadajgcym sile krytycznej wyboczenia skretnego przekroju ¥ t‘,‘s_'*—Q‘
nieodksztalcalnego, danej zZnanym WZzZOT€m:
2ET, =
(6.10) P, = %(112—“’4—(}'13): s
czyli ze wspbtezynnikiem < )
' 1 (=] 1 | 30
6.11 : B |t b
(6.11) 8 1u+1ﬂ( 3 +2(1+v)) Rys. 31

gdzie I, I, 1,1 I, przedstawiajg momenty bezwladnodci calego przekroju
sdozonego. Podstawidjae do (6.11) I, = 116,707 em?, I, = 27031,7 cmé, I, =
—-286,666 cm?, I, — 19,5 - 108 cm®. otrzymamy k,— 4,49 - 1073, zatem procentowe
zmnicjszenie sily krytycznej odniesione do wartosci k, wynosi Ak, = 43,9%.
Analogiczne obliczenia wykonane dla przekroju o tych samych wymiarach,
lecz éciankach wzmacniajgeych, umieszezonych wewnatrz (rys. 27b), daja

nastepujgce wyniki:
E—45-10-% k,=14,60-107% Ak, = 69%.

Jak widaé, w obu przypadkach wplyw znieksztalcenia przekroju jest bardzo
duzy. Powodem tego jest duza sztywnosé gietno-skrgtna ceownikéw utrudnia-
jaca ich obrét dokola drodka $rodnika b, ktéry wystgpuje przy wyboczenin
skretnym przekroju nieodksztalcalnego, W przypadku przekroju dwuteowego
bez wzmocnieh, w ktérym sztywnodé skretna potek jest niewielka, wplyw ten
prawdopodobnie wynositby kilka procent (por. [31). Nie trudno tez uzasadnié
duza réznice migdzy wynikami otrzymanymi dla obu rozpatrywanych Ppretow.
Mianowicie przyczyng niestatecznosci skretnej jest w obu przypadkach niesta-
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tecznodé gigtno-skretna ceownikéw. Jak wiadomo, przy wyboczeniu gietno-
skretnym kazdy przckréj ceownika obraca si¢ dokola pewnego punktu, ktéry
lezy zawsze pa osi symetrii ceownika po stronic przeciwnej niz potki. Zatem
w pierwszym przypadku $érodek obrotu lezy na érodniku przekroju zlozonego,
za$ w drugim na zewnatrz tego przekroju, Powoduje to rdiny zasadniczo
charakter odksztalcen przy wyboczenin obu pretéw, ktére w przypadku bardzo
wiotkiego érodnika moga mieé wyglad przedstawiony na rys. 27. W rezultacie
znieksztalcenic przekroju z usztywnieniami wewngtrznymi jest znacznie wigksze
niz przy usztywnieniach zewnetrznych, a zatem jego wplyw na sile krytyczng
uwidacznia sie wyraZniel.
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Peswme

OBINAST TEOPHS YCTOWUMBOCTH TOHKOCTEHHBIX CTEPAHEN
C YUETOM HIBPOPMHPYEMOCTH IIOIIEPEUHOI'O CEYEHHA

Uacrs IT. CrepiKHM €O CIOMHBIM HONEPEUHBIM CCUCHHEHM

Paccmarpusaercsa Teopwsl YCTOHYHMBOCTH TOHKOCTEHHBIX crepxcdeli co ooy~
HBIM IOTepeuHblM cedenvem (pasfieleHuc Ha IIPOCTRIC M CIIOMKHBIC CCHEHEA JIACT-
o1 B pabore [1]), IpMHMMAOIMAR BCe IPEIIONOKCHHS SMIEMCHIAPHOR TeOpHi
YCTOMUHMBOCTH, 32 MCHKIIOYECHMEM IPCIIOJICHEHHA HeneQOPMEPYEMOCTH  IOMe-
peUHOro cevenMA. Kpome TOTO IPETIONArAETCSl OCEBOC CHKATHE, MHOFOYIOJIBHOC
CeveHHe, YOPyroe COCTOAHHKE, HOCTOAHHAA TOJNMHA KAKEOH CTeHKH, ceobonHoe
OTMPanHE, CROGOMA JIeTUIaHaluy KPAHHIX cevenuii, jBe Auadparmbl HA KOHIAX
CTEDKHSA, TPEILITCTEYIONHe AebopMalin OIOpHLIX ceveHmi. Merox pemerns
nofo6er npumenenHomy B pabore [1].

IIpoBomwTcsa pasfeNeHue CJIOMKHOTO CEYEHMS HA BIEMENTHI YIOBJICTBOPAID-
IIe MpPeIIIoI0KeHIAM Mpoctbix cevermit. Mexoms us (2.11) (puc. 4) BRIBOAMTCA
ypapHeHHe paBHOBecuA Jedopmupobanwol cremxy (2.13). B srom ypaBHeHHH
BLICTYIAIOT BEIUUMHEL: [, — ICPEMEINEHIs CIeHKH ¥ B € TUIOCKOCTH, Enyp —
COCTARMIAIONHE HepeMerIeHysi 3T0I0 EMEHTA, B COCTAB KOTOPOro BXOJEIT: HAHHA
crenka, b Af" -— caBUr, BOBHHKMME IOJ{ BIMIHHCM HACPYSKH SJEMCHIA cpe-
SBIBAYOLIHMMH CHIAMH 7, NeHCTBYIOMMY BJONb Kpas COENUHEHHUA C COCCIIHIMIEL
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SIEMEHTaMH ¥ p, — HAIPY3KA CTCHKH B e nnockocrr. Ilepemenenns £, Mon'cﬁo"'.”"
BCEIIA OXPEHETHTE ¢ MOMOIIBED &, n, p. Bropo# rpyamoll yparuenmuii SIBITIOTCA
ypABHEHHS PABHOBECHA KPas {2.16), a Tpersedl — YPABHCHUA COTHACHH OCEBBIX
e opMAaTHE (2.21) & OYmENBHBIX JNEMCHTOB BIONS COSOUMEAIONINX HX KpacB.
Mowments! #,, 1 HATPYSKH P, ONPEASIIIOTICA € TIOMONIBIO TiepeMelnenni &, 7, ¢
¥ YITIOB HOBOPOTA Kpasd yp; CBASANHBIX © medopmanpeit ceqeHna u3 Gopmyn
(2.17)~(2.19), BLIBCJCHHBIX B {11 (cp. puc. 5, 6). KpacBpie yciuoBud (2.22)
YIOBNETBOPSIOTCH BCEDNa IYTEM IPLHATIH dymxE sin amxfl JUIA TCOMETDPH-
ECKWX HEWIBCCTHBIX £, 7, @ M 4 H COS nwe|l JUIS FEUSBECTHEIX T.

B paspene 3 IPHBOASTCA IPAMEPHL peleHnH AN CAMMETPHIECKOH 1 KOCOCHM-
METPHYECKOH HOTEPH YCTOHMMBOCTH CEHMCHIH m3 prc. 8. CocTosHHA eJ[HHIIHBIX
Hep3BeCTHBIX A CUMMETPHM JAI0TCA Ha PHC. 10 w 11, a oo acAMMeTpHR —
sa puc. 15 u 16. TlomyuaroTcst CACTEMEL OMHOPOTHBIX ypaBreHuil (Tabil. 1m2);
TpUpaBHCHIe MX JETEPMUHAHION K HYJIO HPHBORKT K TPAHCHEICHTHOMY YpaBHe-
HUI0, [0 KOTODOMY MOMHO ONPEHEeTUTh KPUTHIECKOS smavenne KoxdduumeHTa
k= o /E, re o, — HAIpKEHAe OCEBOro orarad, a E — MOoIyNns YIOPYLocTH .

B pasgene 4 paercd YIPOINCHHEI MeTO[, B KOTOpOM HE VUHTLIBACTCH
Ac(POPMIPYEMOCTs HEKOTOPEIX CTCHOK (B ofiIeM EBHEIIHHK CTEHOK), PaccMa-
TPHBAeMBbIX KaK CTEPYKHH {puc. 18). TIpy momourm ypaBHeHHH DABHOBECHS #.0
ppiBoaaTest ypasaerss (4.2) u (4.3), not BKIEHITIMK ¢ TOUKHA 3PCHHA MPAKTHKA
cywaes (puc. 19 a 20).

B paspiene 5 pemaerca (rabi. 3 m 4) YIpoIEHHBIM METOJ0M IPHWEP H3 pas-
nena 3. UmcieHHBlE PesyIpIaThI AN CHMMETPHUECKOH II0TePH YCTOHYHBOCTH
CONOCTABICAb] A Ta0iL. 63 yMEHbUICHMe TOMIKMHEL 0 Bepxwel MONKH BBISHIBACT
GRICTpOE YBEJHMUEHUE BIIMAHMS Ak, medopMIpPYEMOCTE CECHIUT Ha KPUTAUCCKIAS
HanpsKeHrs 9HIEPOBOTO IPOJIONEHOTO usrada k. Ha Tabi. 10 corocraBIeHbL
pESYIIETATEL PACIETOB" I cevernii ¢ OMPAaHWUEHHOM ReQOPMHEpYEMOCTHIO {puc.
23). Kex m3 370r0 BHJHO, IIABHOC BIASHIE WMceT HaruOmasg Aedopmupye-
MocTh CcTeHoK 4 m 5 — BOCHPEnATCTBOBAHMC KoTopoit (ciyuait ¢ W d) ABJIACTCA
TPHYHHOH TOr0, UTO CEUCHHS pafoTaer, KaK COBEpIICHHO Heedopmupyemoe (Ciy-
vail €).

B pazpgene 6 ‘PEICTABNICHB] BO3MOYKHOCTH NaJsHeIMX YIpOIIeHui, COCTo-
ATK B LPHISATHN HeNehOPMEPYEMOCTH [ENbIX IJIEMERTOB CTeDYKHA -

B orToM clydae HCXOFHBIM TYHKTOM ABJIIOTCA YpaBHEmHil PaBHOBECHA DJIC-
mexroB (6.3), MO KOTOPBIM MO0 OIPC/IEIITh narpysin (6.4), prc. 25. B xa-
wecTBE TIPAMEp2 PerueHo safauy 6 usrubmoil morepu yeTOHUHBOCTH CEUEHMS 3
puc. 27a u 27b, B KOTOPOM B Ka4ecIBe fetehOpPMAPYEMbIX JIPHHATHE IBE/LIEPEL,
yuurHIBas TOIRKO JeopMan CTEHKI. VMeHBITIEHIEe KPUTHUECKOH CHIIBL COCTaB-
gser coorsercTBenno 44 1 69°/;. ;

B obmienm, BiaHsHHe HedOpMHEPYEMOCTH CEUCHMS HA KPUTHUECKYIO HAIPY3KY
B CIIOMKHBIX CEHMeHMAX SBJIACTCA ropaspo Gonpuie dem B OpPOCTEIX.
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Summary

GENERAL THEORY OF STABILITY OF THIN-WALLED BARS
WITH DEFORMABLE CROSS-SECTION

Part II. Bars with Composite Cross-Section

The object of the present paper is the theory of stability of thin-walled
bars with composite cross-section (the subdivision into simple and composite
being done in the Ref. [1]). All the assumptions of the elementary theory of
stability are preserved except that of indeformability of the cross-section. It
is assumed in addition that the compression is axial, the cross-section — poly-
gonal, the state of material — elastic, the wall thickness — constant, the support
—simple and the end cross-sections — free to warp and prevented from defor-
mation by means of rigid diaphragms. The solution method is similar to that of
the Ref. [1].

The cross-section is divided into elements whose features are those of
simple cross-sections. Starting from (2.11) (Fig. 4), the equations of equilibrium
of the deformed wall (2.13) are derived. In this equation ¢, is the displacement
of the wall 7 in its plane, &, 5, ¢ — the displacement components of the element
including the given wall, b A2 — the shear force due to the loading of the
element by the shear forces & acting along the edges of contact with the neigh-
bouring elements and p, — the load acting on the wall in its plane. The displa-
cements £, can always be expressed in terms of &, , ¢. The second group of equa-
tions are the equations of equilibrium at the edges (2.16), the third — those of
compatibility of axial deformations ¢ of each element along the edges of contact
(2.21). 'The moments , and the loads p, are determined in terms of &n,9

,and the rotation angles of the edges y due to the deformation of the cross-
section are found from the Eqs. (2.17)-(2.19) derived in {i] (Figs. 5 and 6).

The boundary conditions (2.22) are always satisfied by assuming the
sin nzxe [l type of variability for the geometric unknowns &, 7, 9, ¥ and cos naxfl
for the unknowns #. The Sec. 3 contains solution examples for symmetric and
anti-symmetric buckling of a profile, Fig. 8. The states of the unit unknowns
are illustrated in the symmetric case by Figs. 10 and 11 and in the antisym-
metric case by Figs. 15 and 16. Thus a system of homogencous equations is
obtained (Tables 1 and 2); setting the determinant of this system equal to zero
we obtain a transcendental equation from which the critical value of the coef-
ficient & = o,/E can be calculated (do representing the axial compressive
stress and E — Young’s modulus).

In Sec. 4 a simplified method is described in which the deformability of
some walls (external walls in general) is disregarded, the walls being treated
as bars (Fig. 18). By means of the equations of equilibrium (4.1) the Eqs (4.2)
and (4.3) are derived for two important practical cases (Figs. 19 and 20).
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In Sec. 5 the example of Sec. 3 is solved by means of the siﬁlpl'ifié&:methods::..

{'Tables 3 and 4). The numerical results for symmetric buckling are collacted in - RO

Table 6; the reduction of the thickness 8, of the upper flange causes a rapid
growth of the influence of deformability of the cross-section on the EULERIAN
critical stress. Table 10 shows the results of calculations for cross-section
with limited deformability (Fig. 23). It is seen that the flexural deformability
of the walls 4 and 5 is of essential importance, its prevention (cases ¢ and d)
causing the profile to work as an indeformable one (case e).

Sec. 6 discusses the possibilitics of further simplifications consisting in
assuming indeformable elements. We start from the equations of equilibrium of
the elements (6.3), from which the loads (6.4) can be found, Fig. 25. As an ex-
ample, the cases of torsional buckling of the profiles of Fig. 27 are solved, the
channels being assumed to be indeformable, the web thus remaining the
only deformable element. The reduction of the critical force is by 44%
and 69%, respectively. ,

The influence of deformability of the cross-section on the critical load
is much greater in general in composite cross-sections than in simple ones.
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