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Sciste rozwigzanie zagadnienia skrecania pretéw pryzmatycznych o prze-
kroju w ksztalcie wielokgta foremnego daje wyniki malo przydatne do bezpo-
4rednich obliczea praktycznych, poniewaz zaréwno sztywnod¢ skrecania jak
i maksymalne naprezenic styczne wyrazone zostaly za pomocy ezeregéw nie-
skonczonych, Wyznaczajge sumy czgstkowe tych szeregéw w artykule niniejszym
podano wartoéci odpowiednich wspélczynnikéw obliczeniowych z dokladnosceia
wystarczajaca dla praktycznych celéw,

1. Sztywno$é skrecania

Sztywno$é skrecania dla dowolnej ilodci bokéw n wielokgta przekroju podaje
wzor (4.39) w pracy [1]. Wyrazenie przedstawione tym wzorem sklada sig
z dwdich czedel, z ktérych jedna obejmuje biegunowy moment bezwladnodei
przekroju I, druga za$ podwdjny szereg nieskonczony.

Dla uproszczenia wprowadzimy nastepujace podstawienie:

(1.1) D = Ga'py—pa),

gdzie zgodnie z oznaczeniami pracy [1] a jest promieniem kola opisanego na
wielokgceie -przekroju: oraz

'ID : ’ ot % »
=, = sn A, AN,
! P Ha . 2 i 43;1' (t:ZO‘ t+ Vt)
n on
przy tym
. ,
(1.2) ' Sy = D () A, A
=1 t=0
jest sumg czastkows szeregu podwoéjnego
(13) 8= an(Z Ap%—IcA:u)‘z )

k=1 p=0

przy odpowiednio do kazdego n dobranych wskaznikach k ip dla uzyskania
wystarczajgcego stopnia dokladnoéci,

Pomijajac przekroj tréjkgtny, dla ktérego [ze wzgledu na powolng zbieznosé
szeregu (1.3) dla # — 3] ilo$¢ wyrazéw sumy czgstkowej musialaby by¢ dosyé
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wysoka odpowiednio do zgdanej dokladnosci, dobrano dla kelejnych n wartodci
wskaznikéw & i p przytoczone w tablicy 1.

Tablica 1 Tablica 2

2ld 5 6 7 810 no | 4 5 6 7 8 10

R1101010 6 4 4 M | 0,66667 09269 . 1,0825  1,1836  1,2762  1,3759
P8 88 2 21 4o 05742 0,803 1,0465 1,150  1,2549  1,3640

Sumy czgstkowe szeregu (1.3) obliczone przy tych wskaznikach dajg wartodci
wspolezynnikéw uy 1 py przytoczone w tablicy 2.

Dzigki przeprowadzonym w pracy [1] rozwazaniom mozliwe jest okreglenie
gornej granicy bledu, popelnionego przy przyblizonym okredlaniu wartodci
wspélczynnikéw tablicy 2, na podstawie wyprowadzonych tam wzoréw (4.33)
1 (4.41). 'Te gorng granice bledu & w procentach prawdziwej warto$ci w,—
podaje tablica 3, '

Tablica 3 Tablica 4

n|4 5 6 7 8 10 n|3 4
!

e 03247  0,6667

B 479 0835 0,168 0,217 0104  0,0405
fo - iy | 01948 0,5624

Na podstawie klasycznych rozwigzad podanych w literaturze, [2] i [3],
przytoczy¢ mozna dokladne wartodci wspélezynnikéw z tablicy 2, dla # =3
i n=4 (por. tablica 4).

Przedstawmy teraz sztywnoéé skrecania za pomocy biegunowego momentu
bezwiadnodci, Otrzymamy

(1.4) D = aGlI,,

Wartodci wspélezynnika a dla réznych n przedstawia tablica 5, w ktérej « dla
n = 4 obliczono na podstawie wartodei u,—pu, wedlug tablicy 4.

Tablica 5

# 3 4 5 6 7 8 10

a 0,6001 0,8436  0,9282  0,9667 09742  0,9833 0,9913

Goérna granica blgdu g wspélczynnika podanego w tablicy 5 w stosunku do jego
wartosci prawdziwej podana jest w tablicy 6.

Tablica 6
n 5 6 7 8 10
£% 0,828 0,168 0,216 0,104 0,0405
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7 tablicy 5 widaé, ze wzér (1.4) mozna dla pewnych odpowiednio wy-
: gokich n zastgpié wzorem o

(L.5) D = GlI,.

Jest to zreszty zrozumiate, gdyz jak wykazano w pracy [1] dla n—oo wartodéd
sumy szeregu (1.3) zdgza do zera. Wielko$¢ popelnionego bledu jest wtedy
dla celow praktycznych bez znaczenia, Gérna granica tego bledu g, przy uwzgled-
nieniu niedokladnosci obliczenia wspdlezynnikéw tablicy 2 podana jest w tab-
licy 7.

Tablica 7 ‘
#n 5 6 7 8 10
&% 8,645 3,608 2,875 1,803 0,906

Poniewaz dla z =~ 10 jest g, << 0,906, zatem w dalszych obliczeniach bedziemy
dla takich # stosowad wzdr (1.5).

2. Maksymalne napreienia styczne
Warto$¢ maksymalnych naprezen stycznych ujeto w pracy [1] wzorem
(5.14). Zachowujac te same oznaczenia wzér ten przedstawi¢ mozemy nicco
inaczej: '

2.1) T = G’ﬁa[cos %7%7/ £ (—1)hkn ) AH,,A,].
k=1 =0

Szereg przemienny
2.2) § = _f (—1)*En f Ay A,

posiada sume ujemnsg, ktorej Jednak nie udako si¢ autorowl wyznaczyé i ktora
wobec tego moze byé obliczona ‘tylko w sposéb przybhzony

Mozna jednak wykazaé, ze :
(2.3) - lim. 2‘ (—1)Yckn 2 AHTA = 0.

ﬂ——)OOk

W miare warostu # (liczba bokow w1elokq’ca przekroju} szereg (2.2) bedzie
wige coraz szybciej zbieiny i wobec tego przy obliczaniu sumy czqstkowej

postuzyé sig mozemy coraz mniejszg liczby wyrazéw, byle liczba ich byla pa-
rzysta, co jak wykazano w pracy [1] konieczne jest z punktu widzenia mozli-
woéci oceny btedu aproksymacji. Wskazniki & i r przyblizonego sumowania
dobrano wigc dla poszezegblnych n nastepujaco:-

Tablica 8

|3 & s 6 7 8 10 -15 18 19 20 25 40
k 1 10 10 10 6 4 4 4 4 4 4 4 4
r 10 8 3 g 2 2 1 0 90 0 0 0
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Przedstawmy naprezenia-maksymalne w postaci

(2'4) Tma.?: = alGﬁa’
gdzie
(2.5) w=cos X Cag £ (- Bt S 4,4,
1 n k-tr
k=1 )
Tablica 9
n | 3 4 5 6 7 3
b4 .
cos - 0,50000 - 0,70711 0,80902 0,86603 0,90120 0,92388
1 n-2 1 ’
?{B( o ;) 1,7666 1,3110 1,1720 S 1,1129 1,0792 1,0590
c.d. tabl. 9 .
7 [ 10 15 i8 19 20 25 40
i A ’ o
cos - 095106 097815 - 0,98481  0,98635 098769 099212  0,99692

1 (w2 1 - ‘ :
‘,;B o E) 1,0364 1,0158 1,0167 1,0095 1,0086 1,0054 1,0020

Biorge pod uwage wartodci przedstawione w tabl. 9 po odpowiednich
przeliczeniach otrzymamy przyblizone wartoéci wspélezynnika a, (tabl. 10).

Tablica 10
7 .3 4 5 6 7 8 10
oy 0,5579 0,8530 0,9645 1,0185 1,0282 1,0309 1,0440
c.d. tabl. 10 )
n 15 13 19 20 25 40
a, 1,0462 1,0430  1,0419 1,0405 1,0352 1,0249

Gérng granice bledu procentowego b, 9, dla wspélezynnika @, obliczong
na podstawxe wzoru (5.22) pracy [1], podaje tablica 11.

Tablica 11
# 3 4 5 6 7 8 10
by, % 33,51 13,14 7,07 4,69 5,48 5,86 3,25
c.d. tabl. 11
n 15 18 i9 20 25 40
by, % 2,03 1,58 1,47 1,42 1,09 0,61
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Rozwigzania klasyczne (por. np, [2] i [3] ) dostarczajg dla n =3 in=4na
stepujacych wartodci wspélczynnika ay:

Tablica 12
n | 3 4
a ‘ 0,7500 0,9551

Wspélczynnik a; zdgza do 1 dla #—co. Poniewaz jednak dla 3 < n < 15,
suma szeregu wchodzgcego w wyrazenie (2.5) maleje wolniej niZz roénie
cos (w/n), zatem o, zdgza do 1 nie monotoniczZnie, lecz posiada maksimum
dla pewnego n lezgeego, jak mozna si¢ spodziewaé, migdzy 10 i 15.

Zastapmy formule (2.4) przyblizonym wzorem

(26) Tmaz = Gﬁa'
(Gérna granice popelnionego przy tym bledu g, w procentach w stosunku do

prawdziwej wartosci a;, dla poszezegélnych wielokgtéw przekroju, przedstawia
tablica 13. :

Tablica 13
H 5 6 7 8 10 15 18 19 20 25 40

g% 366 6,42 8,07 7,71 7,33 6,36 5064 543 526 445 3,02

Wyznaczymy teraz wzory obliczeniowe dla z,,, wyrazonych przy pomocy
momentu skrecajgcego. Pamigtajge, ze '

@.7) M, = Dg,
mamy
_ 1My
(2.8) s
gdzie
— M
(2.9) ty =

Przyblizong warto$é a, (dokladna dla n = 3 i # = 4) dla réznych # podano
w tablicy 14.

Tablica 14
n | 3 4 5 6 7 8
a, 0,25973 0,58884 0,89192 - 1,0275 1,1214 1,2173
<d. tabl 14. _
n | 10 15 18 19 20 25 40
dy { 1,3064 14158 14459 14534 14621 14857  1,5200
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T

ts dla 7= 3 i # = 4 wyrazono z dokladnoscia do 0,0001. Gérng granice bledu
dla wspétezynnika @, przy pozostalych n, w procentach w stosunku do jego
wartodct prawdziwej, b, preedstawia tablica 15,
Tablica 15
n | 5 6 7 8 10 15 18 19 20 25 40

by, % | 6,71 474 557 500 332 211 160 1,50 1,44 1,10 0,61

Nalezy sobie przy tym zdaé sprawe z faktu, ze blad, ktérego gérng granice
podano w tablicy 15, zostat popeiniony na niekorzy$é pewnosci, tzn. rzeczywiste

naprezenia w obcigzonym momentem M, przekroju sg nieco wigksze, przy

czym rzad wielkosei bledu tatwo okreglié z dotychczasowych rozwazan,
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Pesmwome

KPYYEHHWE CTEPXKHEY C CEUEHWEM B $OPME HPABHJIEHOTO
MHOTOYTOJIBHUKA. ©OPMYIIBL PACUETA

Toumoe pelieHHe BOIPOCEZ KDPYYEHHA CTep KHEH C CeyeHHem LPaBIIISHOTO
MHOTOYTOJBHIKA BBIPAYKACTCS C JIOMOIIEI0 GECKOHEUHBIX PAZOB ¥ IIOSTOMY OHO
HEHPUTOHO A IpakTadeckux nenel. ITosromy cocTaBIsoTes GOpMYyNB Juns
JKECTKOCTH LPH KPYYeHHH M JUIA MaKCHMANEHBIX KACATCHBHBIX HAIPAYKCHMI,
KOTOPBIE MOMKHO Y3RE HENOCPEACTBEHHO MIPHMEHHUT KO BCEM MEDKSHEPHBIM pac-
YETAM. :

HpubmmxerHple BRIPDKEHHA NI YKECTKOCTH IPH KPYUEHWH BLIDGKART ee
€ TIOMOINBIO DANEyca, OMHCAHHOIO B muoroyromsmmke (1.1), mnm mpu momorm
IOIAPHOrO MoMeHT3d HHepnwH cewenus (1.4). Uncnennsie KoaduIMeHToL,  BBE-
CIYIMIONNEE B atuxX GQopMynax, Aalorcs cooTReTeTBenio B Tabnmnax 2 u 5, Ipo-
I[CHTHEIE BENMYHHBL OIMMO0K, CACJIAHHEBIR B CHENCTBHE IPUOIMMEHMs] STHX THC-

JIEHHBIX 3Hauenwil, J@HBI COOTBETCTREHHO B Tabmumax 3 m 6.

H32 cobpannpIx YHCTCHHDBIX Benuqua Koohduuenra, BLICTYNaOmero B dop-
myne (1.4) Berrexaer, ute Az # 2= 10 — 'KeCTKOCIS UPH KPYUCHHH MOMKHO
BBIPA3UTh KaK HPOH3BENEHHE IOIAPHOIO MOMEHTA HHEDIMH CeYCHHH H MOy
yupyrocrt Kupxrowea, OPH YeM CHEJAHHAS ommbka Oy[AeT MeHBIIE 0,906/,

Al pacueToB MAKCHMAJBHBIX KACATENBHLIX HAIPSKEHWH, IIpeijarserca
dopmysa (2.4), npu yem npubiEKEHHble 3HAUCHAA YHCIEHHOro Koaddnmuenra
AN pasnuyHbIX # JaoTca B Tabuwue 10, 2 Bepxmumil mpesen cienaHHOM OmmGKY
B Tabremre 11. Mpu orom okasbIBaetcs, 4TO JULE # —> 00, YHCIEHHBLH KoadhdH-
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- yuertr opmyier (2.4) cTpemmres K 1 wepes HEKOTOPBIH MAKCHMYM JCCTHraeMbLH
il 71 PACTIOTIOKEHHOTO MEXCIY 10 u 15.

B tatmmue 13 maercs Bepxumil mpejiest ommnGio, crenanHod B CIyuae 3aMeHEBI
B pacuerax GopMysIbL (2.4) dbopmymoi (2.6).

FABHCHMOCTD MOXCAY Tyq, ¥ CKPYUHMBAIOIMIEM MOMCHIOM BBIpMKAcT dopmysra
(2.8). CooTBETCTREHHO OpHOIIGKEHHBIE  YHCIEHHble KOG OUIMEATEL  NAIOTCS
g tabmmme 14, a cpenaHHAA, B CIAEACTBUE IPUOIMKEHHA, OMHOKA [IPABOIATC
B Tabmme 15 pis pasmeraHbX #.

Bee MCURCIEHHsT IPHOIIDKEHABIX SHAYCHYH COOTBETCTBYIONHX Kosdmmmes-
;OB ¥ OIEHKA BENMUMHBI CHAEJAHHBLIX OMMOOK HPOBOJMIHCH Hd OCHOBAHMM 3a-
BHCHMOCTeH BRIBeNeHHBIX B pabore [1}.

Summary
THE TORSION OF REGULAR POLYGONAL BARS. COMPUTATION FORMULAE

The accurate solution of the problem of torsion of a regular polygonal
bar is expressed by means of infinite series, inconvenient for practical purposes,
In this connection formulae for torsional rigidity and maximum shear stresses
have been worked out such as to allow the direct use in any practical compu-
tation.

These approximate formulae express the torsional rigidity in terms of the
radius of the circumscribed circle Eq. (1.1)] or the polar moment of inertia
[Eq.(1.4)]. The numerical coefficients appearing in the formulae are given
in Tabs. 2 and 5, respectively. The relative errors due to the approximate
chatacter of these values are collated in Tabs. 3 and 6, respectively.

From the numerical values of the coefficients appearing in the Eq. (1.4)
it follows that for n > 0 the torsional rigidity may be expressed in the form
of the product of the polar moment of inertia and the shear modulus, the error
thus committed being less than 0,906%.

For the maximum shear stress the Eq. (2.4} is proposed, where the approx-
imate values of the numerical coefficient are given for various # in Table 11.
It is seen that for #—» oo the numerical coefficient of the Eq. (2.4) tends to 1
and passes through a certain maximum which is reached for one lying between
10 and 15.

Table 13 gives the upper bound of the error that is committed by using
the Eq. (2.6) instead of (2.4). :

The relation between 7, and the torque is expressed by Eq. (2.8).
The relevant approximate values of the coefficients are collated in Table 14,
the approximation error being given for various » in Table 15.

The computation of all the approximate values of the coefficients and the
appraisal of the errors are based on the relations derived in Ref. [1].

Praca zostala zlosona w Redakcii dnia 26 marca 1960 r.
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