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Zagadnienie dotyczace stanu napigeia tarczy eliptycznej izotropowej pod
wplywem dz;alan1a danego obcigzenia zewnctrznego sprowadza si¢ w zasadzie
do wyznaczenia wartodci naprezen X,, X,, Y,, panujdcych w dowolnym punk-
cie tarczy (rys. 1) oraz prz}:naleznych przemieszczeﬁ # i v, Zadanie to zostalo
rpzwigzane migdzy innymi przez MUSCHELISZWILEGO w ksigzce [4]. W artykule
tym podajemy inny sposéb rozwigzania tego zagadnienia.
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Rys. 1

W rozwigzaniu powyZszego zagadnienia-zostanie wprowadzona zaleznosé
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Zatem réwnanie eliptycznego 'kontiuru tarczy b@dme dla g =1
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Wartosci wyzej wspomnianych naprezeni i przemieszezeri okredlajg jak wiadomo
nastepujgce wzory, [1] i [2]:
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w ktérych, jak widaé, wystepujg tylko dwie niewiadome funkc_]e D(2) i F(z).
Istota wiec rozpatrywanego zagadnienia bedzie okredlenie tych funkeji.
- Jak wiadomo, [3], funkcje holomorficzng f(z) okreslong w rozpatrywanym
obszarze mozna przedstawié¢ w postaci szeregu
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Dila pewnego punktu § == ¥ funkc]a ta przybiera postaé

JG) = eort 2 e+ BP(E ),

co mozna napisaé tez w postaci nastepujacej:

(©) £6) = pOI+ip0) = artifut 3, (ekif) (a8 [eosmy-tisinny-+

+ ¢* (cosny—i sinny)],
gdzie przyjeto oznaczenia

Cq = ao—l—zﬁﬂ, ¢, = a,+if,.

Ze wzoru (6) otrzymujemy zatem
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skad wynikaja zwigzki

2n

(7) - g = 5%; f tp(y.)dy,

(8) , an% ,,,.(aij)ln(llﬂﬂ) fmw(w)coswdy’
O o= T [ otrsinma,
(10) | iB,= 7— fgﬂw(w)d%

(11) - . far, — #(wb),f(l_gn) fnw(w)sinm»d%_
2 B G [ wircosmyas.

Whprowadzajgec wyzej otrzymane wartosct wspodlezynnikéw (7), (8)'i (9)
do wzoru (5), mozna napisa¢
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Powyiszy wzbr, jak tatwo zauwazyé, mozna bedzie napisaé jeszcze w postam
nieco zmienionej, a mianowicie:
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Poniewaz
' g1,
oraz i

1
1 2'n = 1_[_ 2‘ q2nh

wiec wzér (13) przyjmie postac \ B
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gdzie k =h--1. Jezeli wprowadzimy zmienne e
VLK Ky
i

gdzie K oznacza polowe okresu funkc_]l ehptchnych to wzér (14) przyjmie
ppstac : .

5 6= - i f Py oty

iK S _ai 8, (w) ] p
5 o) [ g 2K “E 2K 9,) |
‘ b ,
przy czym & (¢) oraz 1‘}4(10) s3 to funkc_]e ]ACOBIEGO Posﬂku]qc sie _]eszcze ozna-
czeniem

s 1 [ert | UK[ O wmo . @ _'#;(w)]}
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i uwzgledniajgc je we wzorze (15) otrzymamy ostatecznie

(16) Cf(=) = fqa(y)N(C:?’)d:V‘l'lﬁ“
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Zatem wzor (16) okresla funkcje holomorficzng. w obszarze. znajdujacym
sie wewnatrz elipsy, gdy Znana jest czedé rzeczywista tp('y) te] funkcp na brzegu
eliptycznym powyzszego obszaru.

Wprowadzajqc wartosci wspolczynmkow (10), (11) i (12) do WZOru (5)
i wykonujac dziatania podobme do poprZedmch otrzymamy wzor

In

awn o fe)= f iWGIN(E, 7)dy+o,

okresla]gcy funkcy; holomorflcznq w obszarze znajdujacym sie < wewngtrz
elipsy, gdy znana jest czedé urOJona iy(y) tej funkcji na brzegu chptycznprm

Dodajac stronami wzér (16} i-(17) otrzymujemy -
2n

w2/ =[G )N iyt

zaé odejmujac stronami Wzér (17} od WZOrw (16) mamy-
o

(19) | f [ ()~ ip (NN (L, 9)dy+ifa—oq = 0.

© Wazér (18) okresla’ funkc_]g holo_morfxcznq w obszarze znajdujgcym sie
- wewnatrz elipsy, gdy znana jest czgéé rzeczywista i czgséé urojona tej funkeji
na brzegu eliptycznym. Natomiast wz6r (19) wskazuje na to, Ze w przypadku
gdy znamy funkcje sprze¢zong na brzegu eliptyeznym obszaru, otrzymujemy
w wynikn okre§lonych dziatati tylko wiclko§¢ staly. '

‘Przechodzac do sprawy okreéiema funkeji | @(C) napiszemy w tym celu

rovriodd nastepujaca:

(20 P—i— Q= Z(P—HU)W:{Z U—i (PMQ)],

gdzie ;
| PO — RO, |
(21) o 2U—i(P— Q) = ¢ M2X —i(X,—Y,)]
przy czym & jest to kat, jaki tworzy 2 osxq Ox prostopadia poprowadzona do
tuku elipsy.

Poniewaz tgd = —1/tgr, gdzie 7 oznacza ka‘t jaki tworzy styczna p0pro-
wadzona do luku elipsy z osiz O, wiec przyjmujac ped uwage réwnanie (2)
i zaleznodci (3), (4) oraz (1), bedziemy mieli '
cosd—isind  x(1—gP—iy(l4q2
cosofisind  #(l—qPtiy(l4+¢f

0+ (C&: ?:gf)“'z.q(gj%)
- (1+q2)(5+%)";2g(61+%)';'-

(22) e =




Zatern dla punktéw potozonych na eliptycznym brzegu tarczy mozna bedzie
napisaé na podstawie wzordw (21), (22) i zaleznosel £¢y =1 nastepuygey zwigzek:
(23) 2U—i(P—Q)=

1+ (03 q)—2¢(1+¢8D) | £ S(1+48D) 4 :
- R [ G e )]

Wobec powyzszego stosujge do wyrazu lewej strony réwnodel (20) wzér (16),
do pierwszego wyrazu prawej strony réwnosci (20) wzéor (18), zad do drugiego
wyrazu prawej strony réwnosci (20} wzor (19), otrzymamy w wyniku dzialan

(24) B(0) = [2(PHU)N(E, dy+C,

gdzie C oznacza pewng wartos¢ staly.
W celu okredlenia funkeji F({) napiszemy réwno$é nastepujges:

(25) P+Q = —2i(U+iP)+i RUA+{(P—0)].
Nalezy zauwazyé, ze w réwnosei (23) zmieniajge ~f na i, otrzymujemy funkeje
zmiennej . '

~ Stosujgc do wyrazu lewej strony réwnosci (25} wzdr (16), zas do wyrazoéw
prawej strony tejze réwnodel wzor (18), bedziemy mieli

9(0) = — [ Z(UHPIN(E)dy+

4 (1+ A+ 9—29(1 190 [€(1+q€2}

AT ) AFa—200+a) | =0 @'(C)+2iF(§)],

skgd ostatecznie

1 (1+qﬂ)(i+qf§'é)*29(":2+ 9)
(26) F(O)= z{ (T &)+ 24(1+47) [@(m

+ f 2i(U+iP)N (c,y)dy]-%@(é)}?

Zatem funkcje (L) i F(£), okreélone wzorami (24) 1 (26), rozwigzujg calodé
postawionego na wstepie zagadnienia.
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Peszwme
MO THYECKME TUCK 101 OENCTBHUEM HAPYXHOHM HATPY3KU

" PaccMATPHBACTCA DEIICHHE BONPOCA, KACAIOMICLOCSH HJUANTHYECKOIO JIHCKA,
ﬁm‘py)KeHHDFO IO ero Kpaw. )

" B cymHoctds, camad Ba/[aua CBOJHMTCA X OIpejelleduy JIBYX TOMOMOPhHLIX
'q)ymcnmrx @(L) u F({), BbIcrymaiomux B dopmyiax, ONPeeIAIOMNX 3HAYCHHE
sarpsoxennit X, X,, Y, (pue. 1) cooTBETCTEYIOMUX HePeMEIIEHIH 4 K ¢ B IIPOH3-
' BoJEHON TOUKEe paccmarpuBacmMoil ofmacru.

IpumeHsas 3aBHCHMOCTH MMEIOIIHC MECTO MEMIy SHAUCHUEM royxomopdeoi
 dpymaH ofnacTi, sakmouarolmelicd BHYTpH siUIHICA H ee JelCTBHTeNBHON
" 4 mHHMON UACTRIO HA KPAI0 DTOrO JIMCKA, BLIBOJATCS Haxoner dopmynst (24)
" u (26), onpeneisTone coorsercrByonme Gymripn G(f) u F(L). ‘

Summary
ELLIPTICAL DISC UNDER EXTERNAL LOAD

The present paper contains a solution of the problem of an elliptical disc
joaded on its edge.

The problem reduces to the obtainment of two holomorphic functions
®(L) and F({) appearing in the equations for the stresses X, X, Y, (Fig. 1)
and the displacements » and o at any point of the region considered.

Making use of the relations between the value of the holomorphic function
inside the region and the value of its real and imaginary part on the edge, the
final equations (24) and (26) are derived for the functions $({) and F({).

Praca zostala zlogona w Redakefi duia 26 styeznia 1960 r.





