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1. Uwagi wstepne

W przypadku pretéw pionowych o znacznej diugosci, wykonanych z ma-
teriatu o duzym ciezarze wlasciwym, istnieje niebezpieczefistwo wyboczenia
pod wplywem badZ samego cigzaru whasnego, badZ jednoczesnego dzialania
zewnetrzne] sily sciskajgcej i cigzaru wlasnego. o

Problem wyboczenia sprezystego jednostronnie utwierdzonego preta pio-
nowego, obcigzonego cigzarem wlasnym, zostal rozwigzany przez L. BEULERA
w r. 1778 (por. E. L. Nigozar, [13], s. 450}. Niezaleznie od EULERA rozwigzal
go w r. 1838 P. G. Harm, [6], a nastepnie A. Greenmry, [5]. W wielu mono-
grafiach nosi on mniezbyt uzasadniong nazwe problemu GREENHILLA, Szcze-
gélnie wiele uwagi poswiecil temu problemowi A. N. Dinnig, [2] i [3], ktéry
rozwigzal go za pomocy funkcyj Bessrra dla réznych zamocowan koticow
preta i dla pewnych typdw pretow niepryzmatycznych. Réwniez K. Karas, [9],
rozpatrywal rézne przypadki zamocowania koncéw preta. Ir. A, WILLERS,
[21], zajmowal si¢ wyboczeniem sprezystym pretéw ciezkich uwzgledniajae
wplyw sity skupionej i cigzaru wlasnego preta. Pewne ogblne metody, uwzgled-
"niajace dowolny rozklad sily osiowej, podali J. NaLpszriEwicz, [12], oraz
M. PratTek,- [14]. . '

“Wyboczéniem spreZysto-plastycznym preta obcigzonego cigzarem wiasnym
zajmowal si¢ F. REINITZHUBER, [16], [17] i [18]..

W pracy niniejszej zbadamy wplyw ci¢zaru wlasnego na wyboczenie preta
wykonanego z materiatu, wykazujgcego wlasnoéci reologiczne. Zgodnie z ter-
minologia zaproponowang w pracy [25] bedziemy przypadek ten nazywali
krétko ¢wyboczeniem pelzajgcymy» preta. Przeglad prac teoretycznych i do-
$wiadczalnych nad wyboczeniem pelzajgcym podajy prace J. A. H. Huvrra, [8],
N. J. Horra, [7] i autora, [25]. _

Postawiony problem miesci si¢ zasadniczo w punkcie T11.1.2 klasyfikacji
probleméw wyboczenia pelzajgcego, podanej w pracy [25] (uogblnienie sche-
matu, statycznego). Przyjmiemy przy tym nastepujgce wazniejsze zalozemia
odno$nie pozostalych schematéw, mianowicie geometrycznych, fizykalnych
i dynamicznych: :

(1) Ugiccia preta s nieskoftezenie male; problemowi skoficzonych ugic¢
Przy wyboczeniu pelzajgcym poswigcona zogtala praca [26].
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(2) Pret posiada staly przekréj poprzeczny i wykonany jest z materiatu
jednorodnego. - ,

(3) Pret posiada pewng niewielkg krzywizne pierwotna. Bedziemy przy tym
zaktadaé pewng szczegdlng postaé pierwotnej linii ugigcia, ktérg sprecyzujemy
pézniej. Mamy wiec zasadniczo na muysli wyboczenie w sensie technicznym,
polegajace na wzrofcie ugie¢ pierwotnych z uplywem czasu, a nie problem
statecznodei w sensie fcistym. Problem wyboczenia pelzajgcego bywa z reguly
formulowany w ten spos6b, [7]. Nalezy jednak wspomnieé, Ze odmienne
podejécie, zwigzane z dynamiczng analizg statecznoéei ukladu, zaproponowali
J. N. Rasornow i 8. A. Szestirrikow, [15]. ' '

(4) Material podlega liniowemu prawu pelzania z uwzglednieniem od-
ksztalcens sprezystych (prawu MaxwaLLa). Analize réznic miedzy wyboczeniem
pelzajagcym w przypadku liniowego i nieliniowego pelzania (prawa MAxWwELLA
i NorTONA) podaje praca [26]. W oparciu o teorig ugieé skoficzonych wykazano,
ze roznice te sa czysto ilodciowe, a nie jakodciowe, co sugerowalaby teoria
ugied¢ nieskonczenie malych.

(5} Ograniczymy si¢ do analizy pretéw o jednym (dolnym) koficu utwier-
dzonym, a drugim swobodnym.

(6) Pominiemy sily bezwladnosci, zakladajgc, Ze przy$pieszenia poszcze-
gblnych czgstek preta sg male.

Zasadnicza metody rozwigzania bedzie metoda malego parametru, ktérg
poslugiwano si¢ juz uprzednio przy rozwigzywaniu zagadnied wyboczenia
sprezystego (T. Garxiewicz, [4], H. YosHIHARs, [237), wyboczenia sprezysto-
plastycznego (M. Wnuk i M. Zvezxowskr, [22]), jak réwniez wyboczenia
petzajacego (M. Zyczrowskr, [241).

2. Rownanie wyboczenia pelzajacege

Wezmiemy pod uwage pret, przedstawiony na rys. 1. Obcigzenie jego
sklada sie z sily skupionej P i ciezaru whasnego ¢F, gdze ¢ oznacza cigzar
wlasciwy materiatu preta, ¥ pole powierzchni'przekfoju. Moment zginajacy
M jest w tym przypadku okre§lony wzorein

@.1) M = Pot [ qF dE[o(s)—v(®)],

gdzie & oznacza zmienng catkowania, 0 < & <Cs. Podstawiajac (2.1) do zasad-
niczego rdéwnania zginania pelzajacego (réwnanie (4.9) w pracy [26T)

(2.2) | M+M = xEI
otrzymujemy '
23) P(oto)+ [ gF[o(s)—#(E)F-o(s)—o(&)]df = KEL.
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W réwnaniu tym kropkami u gory oznaczono rdzniczkowanie wzgledem bez-
wymiarowego czasu T,

@4 T=,

gdzie E oznacza modul Younca, 4 modul pelzania przy przedstawieniu prawa
MAXWELLA w postaci

de 1 do
23) T &
Zgodnie z zalozeniem (1) ograniczymy si¢ do rozwazania ugieé nieskoticzenie
malych. Przyjmujgc w przyblizeniu i = —d%0f0s® = —o'’,

otrzymujemy réwnanie rézniczkowo-catkowe. By sprowadzié P

je do réwnania rézniczkowego, zréiniczkujemy (2.3) wzgle-
dem s:

(26) " PE'40)+gFY® o)+ ER = 0

Po wprowadzeniu bezwymiarowych zmiennych

7 7
(2.7) : ®=grS, ¥ =500,

bezwymiarowej sity skupionej
j2
(2.8) =
i bezwymiarowego ci¢zaru whasnego
- SQFF
‘ nSEI
(p1zez l ‘oZnaczZono: tu dlugoéc preta) napiszemy nasze row-

nanie w postaci uproszcmne] Rys. 1 Pret obeiazony
silg skupiong i cig~

(2 10) . ﬁ'”-!-m(,’l'i'—l-y')Jrax(J"'—i-J" = 0. zarem wlasnym

Do tego réwnania rozmcszWego czgsthowego czwartego rzedu sformulowane
s3 nastgpujgce warunki brzegowe:

(2.9)

5%

J x =0, | 2
y=0, y=f=

l y'=0; =0

oraz warunek poczgtkowy

(2.12) y=y.0), gy v=0,

przy czym linia ugiecia y,(¥) zalezy od y_(x) (ugiecie przed obciazeniem).:

(2.11)
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Podamy najpierw pewne szczegbine rozwigzanie réwnania wyboczenia
pelzajacego (2.10). Bedziemy mianowicie poszukiwali takiej linii ugigcia, ktérej
poszczegbdlne rzedne rosng proporcjonalnie w czasie, a wiec linie ugigcia w po-
szezeginych chwilach pozostaja do siebie w stosunku powinowactwa prosto-
katnego. Takie postawienie zagadnienia jest mozliwe tylko w oparciu o teorig
ugicé nieskoficzenie malych i jest zwigzane  rozwigzywaniem linjowych réwnai
rézniczkowych czastkowych przez rozdzielenie zmiennych. Odpowiednia
linie ugiecia bedziemy zwali «szczegblng linig ugieciar. Dopiero po rozwigzaniu
problemun wyboczenia pelzajacego zajmiemy sig wyznaczeniem takiej krzywej
poczatkowej y_(x), ktéra po przylozeniu ukladu obcigzen dzigki odksztalceniom
spreZzystym przybierze postaé eszczegdlnej linii ugieciar y,(x). Ten sposéb
postepowania jest wige w pewnym sensie «metods odwrotng». Po okredleniu
krzywej v_(x) zwrécimy uwage na znaczenic praktyczne uzyskanego rozwigzania.

3. Rozwiazanie réwnania wyboczenia pelzajacego zwyczaina metoda malego para:rietru__

Réwnanie (2.10) bedzie spelnione, gdy podstawimy

(3.1) Y1) = (e
otrzymujemy mianowicie nastgpujace réwnanie rézniczkowe zwyczajne
(3.2) he''! f-hma’ -me’ +kax' foaxz’ = 0. )

Réwnanie to mozna scatkowaé za pomoca funkcyj BesseLa, lecz uzyskane
w ten sposob rozwigzanie posiada postaé skomplikowang. Zastosujemy przeto
metod¢ malego parametru traktujagc bezwymiarowy parametr o jako maly
wobec jednosei {co odpowiada matemu wplywowi cigzaru wlasnego) 1 rozwi-
niemy poszukiwane rozwigzanie na szereg potegowy Zmiennej o

oc

(3.3) 2(%) :12 ol z,(x).

=0 .
Predkosé wyboczenia zalezy réwniez od parametru e, w zwigzku z czym napi-
szemy podobnie

(3.4) E= Y ok

: i=o
Podstawiajac (3.3) i (3.4) do réwnania (3.2) i przyréwnujac do zera wspotczynniki
przy kolejnych potegach parametru o otrzymujemy uklad réwnan
(ko +{ko+1msz; = 0, |
koz)' +(ko+1)mz, = —xzg— (ko Ry m)zg—hy 2" s
(3.5) % . . . . . . . . . . . n;l . . . . . N
kozy) (ko Vmay, = —0z,y— 120 [(Ruet+koam)ag .t Biyizplials
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Warunki brzegowe (2.11) przepiszemy teraz w postaci nast¢pujacej: .

(3.6) x =0, z =0, skad =, =8 =2z = . =0;
(3.7) x =4, 2"'=10, skad 2 =2"=2=... =0;.
(3.8) x:%, 2 =0, skad 2z, =2 =g = ...=0.

Poniewaz y = z w chwili 7 = 0, wiec z czwartego, dodatkowego warunku
brzegowego (2.11) wynika, Ze = = f, dla & = 7[2; ugiccie f, zalesy réwniez
od parametru ¢, wiec przedstawiajac te zaleznosé w postaci szeregu potegowego

(3.9) - fi=Ffrotaf ot et

napiszemy dodatkowy warunek brzegowy w postaci

-

X o= =
2
1 %o = f1.0:
(3.10) 1 P
B = fi,5
L. N
“Wartosct f, o, fy 1,... obliczymy pézniej z réwnad ugieé sprezystych; w tym

miejscu bedziemy je traktowali jako znane.
Przejdziemy do calkowania ukladu (3.5). Rozwigzaniem pierwszego réw-
nania jest funkcja o

(3.11) 2t = C,sin 'm—i—ﬁx 4D, cos m—l—ﬂx :
L S 7
2 warunku brzegowego (3.7) znajdziemy C, =0, 2z warunku (3.8)

(3.12) ]/m+ﬁ'=1,3,5,... :
0 .

Kazda liczba nieparzysta okresla pewng szczegilna linie ugigcia, linig, ktéra '

nie zmienia swego ksztaltu podczas wyboczenia. Ograniczymy sie¢ do pierw-
szego rozwigzania, najwazniejszego dla zastosowan praktycznych. W przypadku
dzialania samej tylko sily skupionej «szczegélna linia ugigciay bedzie éwiartkq
fali sinusoidy, matomiast w przypadku jednoczesnego dziatania obcigzenia cigg-

fego bedzie to sinusoida, ¢zakiéconar» dalszymi wyrazami szeregu (3.3) Wobec

tego

‘ m
(3.13) | : ky = T—m
oraz 7
(3.14) 2y = Dy cosx.

33*
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Calkujgc powtérnie i uwzgledniajae (3.6) i (3.10) otrzymujemy ostatecznie
(3.15) 2y ==fy osINX.

Przyblizenie zerowego rzgdu stanowi, oczywicie, rozwigzanie dla preta
ohcigzonego samg tylko sita skupiona.
Podstawiajac (3.13) 1 (3.15) do (3.5.2) otrzymujemy réwnanie

(1 mp

1
B f. ,cosx—— X COSX.
m lfi-,() mf+. (1}

(3.16) z:;”_i_zi —

Rozwigzanie tego rownania, analogicznego do réwnania drgan wymuszo-
nych, najlatwicj otrzymaé przez zastosowanie catki DumamEera; obliczajge
najpierw 2, i uwzgledniajgc warunek (3.7) otrzymujemy

_ &
(3.17)y  z= D, cosx+ %ﬁ)wklfho x siny—

X2

, x 1 .
(—2- sinx-}- a5 cosx~—2ﬁ- smx) .

fir0
2

Z warunku (3.8) wynika teraz

(w1} 1 046709
L7V w) —mp (1-m)

Podstawienie wartosci (3.18) do wzoru (3.17) daje

(3.18)

(3.19) 2] = D, cosx— J;_“;: [xz sinx— (-gzi — %)x siny—sinx+% cosx]

i ostatecznie, wobec (3.6} 1 (3.10),

(3.20) = = f,,sinx| %%’[xg cosx— (% — %)x cosx—

—4 cosx—3x sinx-{ (—%S’E—4’) sinx+4] .

Wzory (3.18) i (3.20) okreélaja ghéwne wartosci poprawek do sinusoidalnego
rozwigzania (3.15), spowodowane wplywem obcigzenia ciaglego (ciezaru wia-
snego). Dalsze wyrazy szeregéw (3.3) i (3.4) mozna uzyskac na tej samej drodze.

4. Okreflenie predkodci wyboczenia modyfikowang metoda malege parameiru
Podstawiajac (3.13) i (3.18) do (3.4) okreslimy wielkoéé k, tzw. ¢logaryt-
miczna predkoéé wyboczeniay za pomocg szeregu

1) k=_’L+(’;—%)(T_l_m)—2a+

1—m

W punkcie m = 1 szereg ten staje si¢ szeregiem rozbieznym, 2 dla # nieco mniej-
szego od jednosci jego zbieznodé jest bardzo staba., Przypadek taki jest
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charakterystyczny dla metody matego parametru; podobnym problemém
zajmowali si¢ M. J. LreHTHILL, [11],1 Y. H. Kvo, [10], (metoda PLK— zostala
ona szczeg('){owo‘opi‘sa.na w pracy T 8. Tsiena, [20]). Metodg PLK mozna
sic postugiwaé, gdy w pewnym punkcic na osi x zerowe przyblizenie przy.
zwyczajnej metodzie malego parametru posiada osobliwoéé¢ 1 gdy osobliwodd.
ta powtarza si¢ we wszystkich wyrazach szeregu. Wprowadza si¢ wtedy nowa,
_stosownie dobrana zmienna niezalezng, & = &(x, a), w ten sposéhb, aby uzyskaé
«przesuniecies osobliwosci wzdluz osi x. W naszym przypadku przyblizenie-
rerowe posiada réwniez osobliwo$é w pewnym punkcie, m = 1, lecz punkt
ten lezy na osi m w plaszczyZnie m, k. Potraktujemy wige parametr m jako
zmienng niezalesng i wprowadzimy nowg zmienng niezalezng podobnie jak
w metodzie PLK. Napiszemy mianowicie wzér dla preta obeigzonego jedynie
sila skupiona,

"

2

(4.2) k= -
lecz we wzorze tym sila m zostala zastgpiona przez sile «redukowang» m = m(a),
okre§long szeregiem

4.3) W= m-lam -~y ...,

gdzie n, = my(m) sg funkejami, ktére nalezy okreslic. Podstawienie (4.3) do
(4.2) i rozwini¢cie na szereg daje ‘
m 7,

(+4) k= 1—m + (1—m)? N

4o

Poréwnanie wspdlczynnikéw w szeregach (4.1) i (4.4) pozwoli na okreslenie
funkeyj m,(m):
' w1

(45) iy — 2= 046709,

.2

i ostatecznie

(4.6) = m-+0,46709a+ ...,
Iub, wracajgc do wielkosei fizycznych,
(4.7) P=rP+ (%___552_;) gFIt ... = P+029736 gFL-}- ... .

Szeregi te sa znacznie lepiej zbiezne niz szereg (4.1}; okreslaja one fikeyjng
(zredukowana) sile skupiong, ktéra odpowiada rzeczywistemu ukiadowi ob-
cigzen wywolujace te samg szybkos$é wyboczenia petzajacego. Krotko méwiac,
do sity P nalezy dodaé w przyblizeniu 0,3 cigzaru preta, by otrzymaé sile zre-
dukowang. '
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5. Rozwigzanie réwnania wyboczenia spreiystego zwyczajna metoda malego parametru a

W poprzednim punkcie znaleZliémy pewne rozwigzanie szczegbine rownania
(2.10). Przyjmuje ono wartosc y(x, 7) = #{x) = y(x) dla v= +0. Obecnie
okreslimy pierwotng krzywa ugiecia przed przylozeniem obcigzenia (T — —,
oznaczang symbolem y_(x), ktéra po przylozeniu obcigzenia ulegnie zmianie
pa zadang krzywa y.(x) = 3(x). .

Zmiana ta jest wynikiem odksztalcen sprezystych. Do réwnania sprezystych
ugieé pretéw slabo zakrzywionych )

(5.1) ' gt = %
podstawimy réwnanie momentu zginajacego (2.1), uzyskujac
(5.2) " El(n—x_) = Pot | ¢F dE[o(s)—o()] -
0
Przyjmujgc x — —o'’ otrzymujemy réwnanie rozniczkowo-catkowe; zréznicz-
kowanie tego réwnania wzgledem s daje
(5.3) El(2""' —o!" )+ Po’'+gFsv’ = 0,
lub po wprowadzeniu wielkosci bezwymiarowych (2.7), (2.8) i (2.9
(54.) y'”—y'_”—l—my'—l—axy' — 0.

W réwnaniu tym funkcja y(x) = yi(®) = 2(x) jest znana, a celem naszym
jest okredlenie funkcji y_(x). Formalnie rzecz biorac mozna z rownania (5.4)
obliczyé ¢, a calkujgc trzykrotnie otrzymaliby$my wtedy y... Jednak funkeja
2(¥) znana jest tylko w postaci rozwiniecia na szereg potggowy parametru o
i réwnanie (5.4) musimy rozwigzac réwnicz za pomocyg metody malego para-
metru. Poszukiwana funkcje rozwiniemy wige w szereg ‘

(5.5) y.= X aly_ = yoptwy g tey_at ,
i=1 :
a przedstawiajac rowniez funkcje y(x) = 2(x) w postaci szeregu (3.3) i pod-
stawiajac obydwa szeregi do (5.4) olrzymujemy o -
(5.6) . zy oz otz 4 . '"'y’—'i.,ru“‘"'ay!.&*a'zy::zﬁ R ‘
Fmzy+mozy+mete 4 ... +oxzy+dxmi A+ o= 0.
" Przyréwnujac do zera wspdtezynniki przy poszczegélnych potegach parametru
o otrzymujemy uklad réownan ' '
( o =y tmzg =0, _
| | sy pmaitomg = 0,
G7 R A
s l'z:,’-’,ryf_’,’,,-kmz;wz;dlz 0,
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Poszukujemy rozwigzania tego ukiadu z warunkami brzegowymi (2.11). Strzatke
ugigcia f = f_ traktujemy przy tym jako znana, stalg i niezalezng od parametru a.
Podstawiajac do pierwszego réwnania wyrazenie (3.15) otrzymujemy

(5.8) —f, 0 cosx—y" ot-mf, o cosx =0,
skad _ .

(5.9) y_p = (1=m)fgsins

oraz

(5.10) fo= (=m0

czyli

(5.11) f+.o=_1%’

(jak zwykle dla preta pryzmatycznego obcigzonego jedynie silg skupiong).
Przejdziemy obecnie do réwnania (5.7.2), okreslajacego v - Z réwnania

tego wynika

(5.12) Y= &y mey .

Do réwnania tego mozemy podstawié znane funkeje %, i 2 i scatkowaé je trzy-

krotnie. Droga ta jest jednak bardzo niedogodna, szczegblnie z uwagi na funkcje

s, ktbra jest okreslona stosunkowo dlugim wzorem (3.20). Znacznie korzystniej

* jest wprowadzi¢ nastepujace podstawienie wykorzystujac (3.16):

. vee s (1—m)? 1 :
(5.13) 2= —=% T »-(—?—n—)kifJﬁo cosx—ﬁfhﬂx COSX.
Po podstawieniu z, uzyskujemy wtedy réwnanie

(5.14) . = (L-m)sy H(L—m)h i cosx,

kiore daje si¢ scatkowaé bez Zadnej trudnoéci. Wobec warunkéw brzegowych
(2.11) i wzoru (3.18) otrzymujemy '

(5.15) | Yoon = (lfmjzl— (_‘Z__ l)‘ fro sing.

i

Poniewas zalozyliémy, Ze pierwotna strzatka ugiecia f posiada wartosé stalg
i niezalezng od parametru o, wigc dla x = zf2 przyimujemy y_, =0, skad

mf 1l—m 7
i ostatecznie po podstawieniu (3.20) i (5.11)

1
(517 3=

” f+,o[-’¢2 COSW—(% — %—)x cosx—4 cosx —

m

- —3x sinx+- (i—n—‘!-) sin;ac—l—:i]-] .
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Wzér ten okresla. gléwna wartodé poprawki do sinusoidalnej krzywej pierwotnej
(5.9), ktéra jest niezbedna, by w chwili 7 = +0, po przylozeniu obcigzenia,
linia ugiecia odpowiadata rozwigzaniu szczegélnemu réwnania (2.10). Dla
zbadania wartodei liczbowych tej poprawki wprowadzimy oznaczenie

(5.18) U(x) = -}T[xﬂ cosx—(%——_ %)x c§sxf4 CO8 X—

—3x siny+- (%:m—~4-) sinx—|—4] 5

Tablica 1. WartoSci pomocniczej

funkeji Uix) i przepiszemy (5.17) w postaci

x Uz} lem

0 _ 0 (5.19) Yon= froU(®).
%” —00176  Wartosci funkcji U(x) zestawione zostaly w tabli-
1 cy 1. Wartodci te s3 male w stosunku do jednosci
£ —OM83 i wakléconas pierwotna linia ugiccia na ogél.
3 malo si¢ réini od éwiartki sinusoidy. Wigksze
87 O eanice moga jednak wystgpié przy malych
%ﬂ: 0 wartodciach sily skupionej m, bowiem sila ta

znajduje si¢ we wzorze (5.19) w mianowniku.

6. Olkreslenie sprezystej strzalki ugiecia modyfikowana metoda malego parametrn

Strzatka ugiecia f,, po przylozeniu obcigzenia, wobec (3.9), (5'.11) i (5.16)
okreslona jest za pomocg szeregu

(6.1) f+:f-['1“";£n?+(z 1)(1 Im)2a+ ]

Szereg ten jest rozbiezny dla m == 1, lecz zbieinoéé jego moze ulec poprawie
przez wprowadzenie modyfikacji, zblizonej do metody PLK. Wprowadzimy
nows zmienng niezalezng m piszac

(62) fo= T

1—m
gdzie podobnie jak we wzorze (4.3),
(6.3) m = mtam,+EPm,+ ... .

Nalezy okregli¢ funkcje m, = m;(m). Podstamajqc (6 3) do (6.2) i wykonujqc
dzielenie szeregéw otrzymujemy

66 = f| et |
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porownujge (61) i (6.4) mozemy okrelié poszukiwane funkcje 72,(m):

Ty = % — % — 0,46709

m = m+0,46709a+ ... .

Dwa pierwsze wyrazyr tego szeregu sg identyczne z (4.6), zatem przy obli-
czaniu ugiec sprezystych nalezy rowniez do sily P dodaé w przyblizeniu 0,3
ciezaru preta, by otrzymaé sile zredukowana.

7. Wyboczenie sprezyste przy sinusoidalnej pierwotnej linii ugigeia

Okreglona w poprzednim punkcie metodg odwrotng pierwotna linia ugiecia
~ byla «zaklbcong sinusoida». Dla poréwnania podamy jeszcze analize ugiec
© sprezystych przy «zwyczajnej» sinusoidzie jako pierwotnej linii ugigcia.
Réwnanie (5.4) bedziemy teraz rozwigzywaé ze wzgledu na y = y(x). Pod-
¢ stawiajgc

(7.1) y_ = f_sinx,

otrzymujemy réwnanie

(7.2) ' by’ +axy” = —f_ cosz.

Rozwigzanie tego réwnania zalozymy jak zwykle w postaci

(7.3) y=2 ay,=yotaytayet ...

Podstawiajac (7.3) do (7.2) i poréwnujac wspblezynniki przy poszczegbinych
potegach parametru‘a otrzymujemy uklad réwnan

tir

Vo' myy = —f_ cosx,
vy my; = —xYq,
(7.4) ..

¥ My, = —% 1
Poszukujemy rozwigzania tego ukladu z warunkami brzegowymi (2.11}, przy
czym strzatke ugiecia f = f, przedstawimy szeregiem (3.9).

Rozwigzaniem pierwszego réwnania jest funkcja

. B fﬁ
(7.5) Y=, cos¥,

zatem

(7.6) A

h2L




Otrzymalismy wzér (5.11), bovvlem przyblizenia zerowe obu rozwigzan sg
identyczne.

Podstawiajac (7.5) i (7.6) do (7.4.2) otrzymujemy réwnanie

(7.7) Y my; = If—_m X Cos®.

Ze wzgledu na funkcje y; jest to réwnanie tyPu réwnania drgain wymuszonych
Stosujgc catke¢ DUHAMELA otrzymujemy najpierw

(7.8)  y1= Cysinxy m D, cosx ym—

! f 1{”1” £ cos& sin[y m (x—&)] d&,

Y
przy czym & oznacza zmienng catkowania. Uwzgledniajac warunki brzegowe

dla pierwszej i drugiej pochodnej i wykonujac catkowanie dochodzimy do
wzoru

2y/m —(1+m)sin2-/ 'm |-
(7.9) ¥ = [ ]/ S 2 ] cosx]/ﬁ—i—
m(1—m)? cos%]f m

l/ g; o {;/m (1—m)x cosx—2 ]/m sina--(1--m) sinx }/m 1.

Calkujgc jeszeze raz i uwzgledniajae warunek y = 0 dla » = 0 otrzymujemy

2]/1?_—(1'—1—711)‘ slin-i']/;nf

010 =

lsinxl/ﬂ—l—

cos—]/m
+m(1—m)x sink-+m(3—m) cosx—(1-}-m) cosx ¥ m +(1—m)

Podstawienie ¥ = z[2 pozwoli teraz okredli¢ poszukiwang wielkodé f, , wzorem

Zfﬂsin% Vm+ [(1—m)2+—;im(1mm)] cos—]/m —(1+m)

- m{l—m)* cos T}/ m

(7'11) f+,1 = f—
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i ostatecznie strzatke ugiecia po przylozeniu obcigZenia; £, okredlimy szeregiem

012 fo=f et

i

A

zﬁ{sin% Vm 4 [(1—m)2+ -“;—mu—m)] cosjlf.?n“_ (1+m)

+ at ...

m(1l—m)® cos%]/a

Dla poprawienia zbieznosci szeregu (7.12) moina zastosowad modyfikacje
metody malego parametru, wprowadzajac «zredukowaney obcigzenie wzorami
(6.2) i (6.3). Rozwijajac (6.2) na szereg (6.4) i poréwnujgc ten szereg z szere-
giem (7.12), okreslimy poszukiwang funkej¢ #, = my(m) za pomocy wzord

Zﬁsin% Vm - [(l—m)“r%m(l —m)] cos%]/ﬁf(l—!—m)
(7.13) 7, = ,
m(1—m) cos%]/ﬁ

tak #e ostatecznie obciazenie redukowane» m przedstawimy szeregiem

(7.14)

21/55in%1/ﬁ+ I:(Iu—m)ﬁ—i— %m(l~m}] cos%}/hn"z"f(l—{—m)

m=mt

: A .y
m(1—m) cos-fzi]/a

Funkcja m, = () okreslona wzorem (7.13) posiada granice zaréwno w punk-
ie m= 0 jak i ci =1 _
ce 0 jak i w punkcie m =1 Latwo . u0 5 Wartosei funkeji 7, = 7i,m)

wykazad, Ze granice te wynoszg .- w przypadku sinuscidalnej pierwotnej
linii ugiecia .

_ 3 m? '
(7.15)  m(0) = 57— 3—5 = 0,47868, " S - )
(7.16) (1) = _743#_3? = 0,46709. - 0 0.4787 0,5 04732

. . . 0,1 0,4777 0,6 0,4720
W przedziale . (0, 1) wartodci funkejt 02 04766 - 07 04708

my = my(m) zawarte sj pomiedzy tymi 53 04755 08 0469
wartodciami skrajnymi, a wiec zmieniaja o4 04744 09 04684
sie nieznacznie; zostaly one zestawione 05 04732 1 0,4671
w tablicy 2. '

8. -Zwiazek 7 sila Kkrytyczna (quera‘)
Przy poslugiwaniu si¢ teorig ugieé nieskonczenie malychﬂ nieograniczony
wzrost strzalki ugiecia preta. o krzywisnie pierwotnej stanowi pewne kryterium
sity krytycznej dla odpowiedniego preta prostego. Dzieki zastosowanej mody-
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fikowanej metody malego parametru kryterium to posiada w naszym przy-
padku niezwykle prosta postad

(8.1) m=1,
a wiee korzystajac z przeprowadzonej analizy mozemy bez trudu otrzymaé
przyblizone wzory na site krytyczng (w naszym przypadku, $cislej mowige,
zesp6! obcigzent krytycznych). Poréwnanie ich z posiadanymi wzorami scislymi
bedzie pewnym sprawdzianem zbieznodci stosowanych szeregow.

Biorge pod uwage szereg (6.6) otrzymujemy
(8.2) _ m0,46709at - =1,
a z szeregu (7.14) wynika
(8.3)

2y m sin— ]/m + [(1 m)2+ m(l m)] cosA---]/m —(14-m)

m(1l—m) cos—- ]/m

m-+ at =1

Zalozymy m — 01 obliczymy krytyczne obcigzenie ciggle (cigzar wlasny) .
Uwzgledniajac dwa pierwsze wyrazy szeregu (8.2) otrzymujemy

1

(8.4) @ = G5y = 2140%
skad

EI ET
(8.5) (qF1). = .

Poslugujac sie dwoma pierwszymi wyrazami szercgu (8.3) otrzymujemy
nieco inny wynik, mianowicie, wobec (7.15),

1
(8.6) o= 5 7ses — 2090,
skad
®.7) (@D, =2 - 2,081 5 — 8,0969. %

Scislf. wartoé¢ obcigzenia krytycznego [(gFI), okreslona jest réwnaniem prze-
stepnym (G. BiUrcermeisTER i I STEUP, [1], 1 A. N. DINNIK, 31,

2 qF
(8.8) J (T B ]/ L ) =0,

gdzie J_,,(x) oznacza funkcje Bessela pierwszego rodzaju, 1z¢du minus
jedna trzecia. Korzystajac z tablic [19] znajdujemy

2 3/2 FW 35
T ]/ﬁ _—.1,8.6635,
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skad ostatecznie

(8.9) (gFD), =

Blad wzoru {(8.5) jest zatem mniejszy niz 6%, a blgd wzoru (8.7) wynosi okoto
39%,; nalezy przy tym podkreslié, Ze wartodci «, a = 2,1409 1 a = 2,0891,
nie s3 tu bynajmniej male wobec jednosei. Ze zmniejszaniem si¢ o bledy przy-
blizenia maleja, zatem zbiezno$é stosowanych szeregéw nalezy w calym prze-
dziale 0 <{ m < 1 uznaé za dostatecznie szybka. '

9. Uwagi koncowe

Praca zostala zasadniczo podwigcona analizie szczegélnego rozwigzania
réwnania wyboczenia pelzajacego (2.10), a wiec rozwigzania przy warunku
poczatkowym ¥(x, 0) = y.(x) = 2(x), okreslonym roéwnaniami (3.3), (3.15)
i (3.20). Warunkowi temu odpowiada pierwotna linia ugigcia, okreslona réw-
‘naniami (5.5), (5.9) 1 (5.17). Linia ta jest najwazniejsza dla zastosowan prak-
tycznych, niewiele si¢ bowiem rézni od dwiartki sinusoidy. Zastosowang
w niniejszej pracy metodsa mozna jednak uzyskaé ciag podobnych rozwigzan
odpowiadajgcych przyjeciu wyzszych wartosci wlasnych we wzorze (3.12),
oraz okreshi¢ odpowiednie pierwotne linie ugiecia. Dowolng pierwotng linig
ugiecia mozna wtedy aproksymowal kombinacjy liniowa kilku pierwszych
wyrazéw ciggu. Natomiast rozwinigcie danej linii ugiecia na szereg, ktére-
go wyrazami sg kolejne pierwotne linie ugiccia, odpowiadajace kolejnym
rozwigzaniom szezegblnym réwnamia (2.10), nastrecza trudnodei, poniewas nie
znamy wzoru ogédlnego, okreslajgcego n-ty wyraz szeregu i nie mozemy zba-
da¢ zupelnosci ukladu odpowiednich funkcji.

" Jako ostateczny ‘wniosek przyjmiemy, i% dla pierwotnej linii ugiecia, nie-
znacznie odbiegajacej od ¢wiartki sinusoidy, obciazenie ciggle (cigzar wlasny)
mozna w przyblizeniu zastgpi¢ zaréwno przy analizie wyboczenia sprezystego,
jak i petzajacego, pracz réwnowazng sile skupiong P = 0,3 ¢F! [wzory (4.7)
i (6.6)]
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Pezwme

BIMAIWE COBCTBEHHOIO BECA HA IPONOIBHEIN U3TUE CTEPXHEN
Py ITOJI3VUECTHA

B pafore paccMATpHBAETCA NPobiema IPOJIOIBHOIO wn3rufa IPH MMOJ3YHIeCTH,
OZHOCTOPOHHE 3AITCMIICHHBIX BEPTHKANBHBIX crepyHel, HAXONAIMXCA IO Xeii-
| CTBHEM COCPENOTOMEHHOH cuupl M cobersennoro Beca. lpm srom TPHHAMAIOTC
cnepyrompe 00ee BOKHBIC HPEJIOFOMKCHUS, UTO: 1 — nporuf OecKoHEWHO Manm,
2 — CTEPYKEHD MMEET HEKOTOPYIO0 HAYAIbHYI0 KPHBUIHY (TeXurUeCKIH IPOAOIBHEIH
#aruG), 3 — UI0 MATepHAN TIOUMESETCA JIMHEHHOMY SaKOHY NOJSy4ecrd THIR
MAKCBRIUIA.

OCHOBHEIM YPABHEHHEM SBJETCA YPABHCHME YCTORUMBOCTH YD IOJSYWCCTH
(2.10). OHO HMETErpPHPYeTCA LyTeM DAs/ICNICHIA NEPEMEHHBIX M PASTIOMKEHUA cob-
cTREHHBIX (DYHKUHH B CTEHEHHBIR PAJ| MAXOrO NAapameTpa o, 32 KOTOPHIH HPHHATO
cofcTBermbI Bec [«ocooe pemenmey ypasmenumsi (2.10)]. Jlorapudmpraecras
CKOpOCTD MPOZIONBHOFO M3rHGa R OIpesIelAeTC PAOoM (4.1), a saTem HPEMEHSTETC
MOXEDIKAIEA METOJd MANOr0 Napamerpa, MPHMCHSsE dopmyny (4.2), B KOTOPOH
PA3NIATacTCA B PAJ KPEAYyLHPOBANHYION CHITY .

Ilanee OUpejesACTCA YPABHCHHE HAUAIBHON AHMH npomﬁa y(x), KOTOpAT
COOTBETCTBYET NEPBOMY 0COGOMY PEIISHMIO YPABHEHHUA YCTOHYHBOCTH IPR YION3Y-
wecrn. Dra mwmus onpegensercs ypapmesuamu (5.5), (5.9) u (5.7), — mpm "em
OHA HEMHOTO PASHETCA OT YCTEEPTH cHmycouupl. Cremensb CXOIHUMOCTH TIOITYYCH-
HBIX PANOB HCCIECAYCTCA IIYTEM ONPECIICHHS KPHTUUECKOTo coBCTBEHHOTC Beca,
OCHOBBIBASACH IPH HTOM HA KPHTEPUH (8.1) u cpaBHEHHH C H3BECTHBIM DELICHHEM.

B KAUECTRE OKOHUATENLHOIO SAKIFOUEHUS IPHHIMACTCA, YTO YIS HAYAIEHOH
JUEVA Tporuba, HesHAUMTENHHO PaSHAIIEHCA OT USTBEPTH CHHYCOHABL, paclpe-
neseHHas Harpyska (coBceTBeHHBI Bec) ModKeT OBITH 3aMEHCHA B NPROIREEHH
IIPY AHAIASE YCTOHYMBOCTH IIPH TOAIYECCTH, KaK B TPH yupyroii ycToHUnBOCTH —
SKBHBAIEHTHOH cocpepoToueHnoit cunolt P = 0,3¢Fl.

Summary

THE INFLUENCE OF THE WEIGHT ON CREEP BUCKLING OF BARS

'The problem of creep buckling of vertical cantilever bars loaded by a con-
centrated force and the weight of the bar is considered. The principal assump-
tions are as follows: the deflections are infinitely small; the bar has a certain
initial curvature (technical type of buckling) the material is subject to a linear
creep law of Maxwellian type. )

The fundamental equation is that of creep buckling (2.10). It is mtegrated
by separating variables and expanding the eigenfunctions into a power series
of a small parameter a, for which the weight of the bar is assumed ( ¢parti-
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cular » solutions of the Eq. (2.10). The logarithmic creep buckling rate is expres-
sed by the series (4.1). Then the small parameter method is modified by assu-
ming the Eq. (4.2) where the weduced» force m is expanded in a series.

In the next part of the paper the equation of the initial deflection curve -
() corresponding to the first particular solution of the creep buckling equation -
is established. This curve is determined by the Egs. (5.5), (3.9) and (5.17);
it differs very little from the quarter of a sine-curve. The rate of convergence
of the scries obtained is investigated by calculating the critical weight on the
basis of the criterion (8.1) and comparing it with the known accurate solution.

As a final conclusion it is found that for an initial deflection curve differing
very little from the quarter of a sine-curve, the distributed load (the weight)
may be rteplaced, in an approximate manner, both for creep buckling and
elastic buckling, by the equivalent concentrated force P = 0,3gFL
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