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1 Uwagi wstgpne

Zagadnienie statecznosci pretéw cienkosciennych opracowane jest doklad-~
nie z dwu punktéw widzenia: jako zagadnienie statecznodci calego preta (sta-
tecznodei ogdlnej) i jako zagadnienie statecznodci lokalnej, tzn. plytowej sta-
tecznodci jego $cianek. :

Teoria statecznodci ogélnej pretéw cienkosciennych zostala podana w po-
staci najpeiniejszej (a w zakresie sprezystym dla pretéw pryzmatycznych)
niewstpliwic ostatecznej przez Wrasowa. Zaréwno Wrasow jak i jego po-
przednicy przyjmuja jako zatozenie zasadnicze podstawowe zalozenie wszelkich
teorii pretowych, mianowicie nieodksztalcalnosé przekroju poprzecznego.
Zalozenie to jest oczywiécie przyblizeniem, poniewaz otrzymane z niego sity
wewnetrzne pozwalaja na spelnienie warunkéw réwnowagi calego preta, na-
tomiast nie daja mozliwosci spelnienia wszystkich warunkéw réwnowagi
dla poszczegélnych jego elementéw. Stosowalnosé wzorbw klasycznych teorii
pretéw cienko$ciennych ogranicza si¢ zatem do tych przypadkéw, w ktorych
zapewniona jest w stopniu praktycznie wystarczajagcym nieodksztatcalnosé
przekroju poprzecznego za pomocg dostatecznie gesto rozmieszczonych prze-
pon. poprzécznych, i tylko dia tego rodzaju pretdéw zgodnosé teorii 2 doswiad-
czeniem zostala potwicrdzona eksperymentalnie.

Teoria wyboczenia lokalnego jest obecnie wystarczajgco opracowana dla
pretéw pryzmatycznych osiowo Sciskanych, kiérych przekrdj poprzeczny jest
wielobokiem (np. [5]1 [6]; por. tez [7]). Poszczegblne Scianki preta traktowane
s jako plyty polgczone ze sobg wzdhuz krawedzi. Obcigzenie krytyczne oblicza
si¢ w oparciu o teorig statecznosci plyt biorac pod uwage zgodnoéé przemiesz-
czeh plytowych poszezegélnych $cianek. Wyniki otrzymane w ten sposéb s3
réwniez niedciste, poniewaz nie uwzglednia si¢ tu weszystkich warunkéw rOWno-~
wagi; niezréwnowazone sj mianowicie poszczegolne $cianki traktowane jako
prety, obcigzone reakcjami plytowymi. '

Mamy zatem z jednej strony do czynienia z wplywem odksztalcalnosci
przekroju poprzecznego na odksztalcenia Scianek w ich plaszezyinie, a co zatem
idzie na site krytyczng wyboczenia preta, z drugicj zas strony z wplywem
odksztalcalnodci $cianek, a wiec ich odksztalcern pretowych na wyboczenie
plytowe. Wynika stad, ze podzial na statecznosé ogélng i lokalna nie jest w éci-
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slym ujeciu stuszny teoretycznie. Mamy bowiem do czynienia zawsze z jednym
zjawiskiem, mianowicie utratg statecznosci, przy czym powstajg odksztalcenia
zaréwno plytowe jak i pretowe. Fakt ten nie zmniejsza rzecz jasna praktycznej
waznosci tego podziaty, tym bardziej, ze wplyw odksstalcefi pretowych na
wyboczenie lokalne bedzie zawsze znikomy z powodu duzej sztywnoscl pre-
towej Scianek w poréwnaniu do ich sztywnodci plytowej, podczas gdy — z tej
samej przyczyny — wplyw odksztatcalnodci przekroju poprzecznego na sta-
tecznosé ogélng moze byé znacznie wiekszy.

Praca niniejsza jest kontynuacja poprzednich publikacji autora, 21, [3]
i [4], w ktérych oméwiono wplyw odksztalcalnodei przekroju poprzecznego
preta na gietne, skretne i gietno-skretne wyboczenie preta dwuteowego i ceo-
wego. Wyniki otrzymano tam przyjmujac jako zalozenie upraszczajace nieod-
ksztalcalnosé pétek. Jest rzeczg oczywisty, ze zalozenie to wymaga weryfikacji
i moze budzi¢ watpliwosci w przypadkach przekrojéw o pélkach bardzo cien-
kich. Poza tym ogranicza ono stosowalnoéé teorii, poniewaz dopiero przy
uwzglednieniu znicksztalcenia calego przekroju poprzecznego mozna otrzymaé
wyniki miarodajne réwniez dla obszaru obejmujgcego zjawiska niestatecznosci
lokalnej. W pracy niniejszej podana jest teoria ogélna w ujeciu écistym, przez
co rozumiemy uwzglednienie odksztalcalnodei przekroju poprzecznego przy
pozostawieniu pozostalych zalozen teorii pretéw cienkosciennych,

Rys. 1 .

Traktowanie przedmiotu w sposéb najogélniejszy, to znaczy obejmujycy
prety o dowolnym krzywoliniowym przekroju poprzecznym, wymagaloby
ogdlnego rozwigzania zagadnienia statecznosci powloki walcowej. Jezeli ogra-
niczymy si¢ do pretéw o przekroju wielobocznym, to celowym dla nas okaze
si¢ podziat ich na dwie grupy.

Do grupy pierwszej (rys. 1) zaliczamy te przekroje, ktérych znieksztal-
cenie nie powoduje bezposrednio przemieszczenn punktéw powierzchni érod-
kowej w plaszezyinie Scianki. Innymi stowy — powoduje powstanie tylko
przemieszezefl plytowych w kierunku normalnym do $cianki. Grupa ta obej-
muje wszystkie przekroje walcowane i przekroje do nich podobne {(np. niesy-
metryczne), a zatem ogromng wickszo$é uzywanych w praktyce pretéw cienko-
Sciennych. Z- przekrojéw zamknietych nalezy do niej tylko przekréj trojkatny
oraz przekroje zlozone z pél tréjkgtnych. Przekroje pierwsze] grupy nazywad

bedziemy prostymi.
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~ Druga grupe tworzg wszystkie inne przekroje; bedziemy je nazywac zlo-
gonymi. Nalezg tu wszystkie przekroje zamknigte z wyjatkiem trdjkatnych,
4 takze bardziej skomplikowane przekroje otwarte (rys. 2).

Zauwazmy, e kazdy przekr6j zlozony staje sie przekrojem prostym, jezeli
yaopatrzymy go w odpowiednig ilosé wiezéw (rys. 3). Wiezy te powinny byé
roztozone w sposéb ciagly wzdhiz osi preta i jezeli nie majg przekroju otwar-

tego zmienia¢ w zamknigty — nie mogg przenosi¢ sit écinajgeych.
rTe1
| E
L) L_J
Rys. 2

W pracy niniejszej zajmiemy si¢ pretami pierwszej grupy. Znieksztal-
cenie tego rodzaju przekroju powoduje wedlug definicjii powstanie jedynie
przemieszezen plytowych @ o kierunku normalnym do $cianki. Przemiesz-
czenia te, jak wiadomo (por. np. [1]), nie wplywajg na rozklad naprezen od
zginania i skrepowanego skrecania, ktore zalezg wylacznie od skladowej stycznej
przemieszczen punktéw powierzchni drodkowej scianki.
Jezeli wesmiemy poza tym pod uwage fakt, iz pray
badaniu statecznodci zaklada sie tylko nieskofezenie male
odchylenia ukiadu od polozenia réwnowagi, a zatem —
miedzy innymi — nieskoficzenie male przemieszczenia
@ — dojdziemy do podstawowego dla dalszych rozwazaf
(i uzasadniajgcego przeprowadzony podzial pretéw cienkosciennych) nastgpu-
jacego wniosku: przy badaniu statecznosel pretow cienkosciennych o prostym
przekroju poprzecznym z uwzglednieniem odksztatealnosel przekroju napre-
zenia normalne i styczne, pochodzjce od zginania i skrgpowanego skrecania,
zwigzane z przejéciem preta od niestateczne do statecznej postaci réwnowagi,
podlegajg wzorom teorii pretéw cienkosciennych, wyprowadzonym dla prze-
krojéw mnicodksztatcalnych.

Rozwazania nasze ograniczymy do przypadku osiowego $ciskania w zakresie
sprezystym. Przyjmiemy jak poprzednio powiedziano wszystkie zalozenia
klasycznej teorii pretéw cienkosciennych z wyjatkiem zalozenia nieodksztal-
calnodci przekroju. Podkreslimy tu dwa najbardziej istotne z tych zalozen.
Pierwsze polega na pominigciu odksztalcen postaciowych w powierzchni
érodkowej $cianki, co pozwalaé¢ bedzie na traktowanie kazdej $cianki prgta
niezaleznie za pomoca wzorbw wynikajgeych z przyjecia plaskiego przekroju.
Drugie polega na pominieciu podhuznych momentéw zginajacych, ktére po-
wstaja wskutek odksztalcen $cianki zwigzanych z pracy calego preta. Zalozenie

Rys. 3

.. 1 Przekroje zloZone beds przedmiotem oddzielnego opracowania.
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to nie prowadzi do istotnych niedoktadnodci i jak wykazal Wrasow (por. [1])
' jego odrzucenic nie komplikuje teorii, zmienia tylko minimalnie charaktery-
styki przekroju i wspéhrzedne érodka zginania. Rozwazad bedziemy  prety
usztywnione dwoma tylke wiotkimi przeponami umieszczonymi na obu koii-
cach i polgczonymi przegubowo ze éciankami. Innymi stowy skrajne przekroje
bedg nieodksztalcalne. Odnognie $ciariek przyjmiemy, #e kazda z nich ma staly
grubo$é. Na koniec zalozymy wolne podparcie preta i swobode deplanacji
jego przekrojéw skrajnych. Wzory robocze rozdzialu drugiego zostang wypro-
wadzone dla przekrojow otwartych; dla przekrojéw prostych zamknicetych
metoda pozostanie nie zmieniona; przekrojéw tych mnie bedziemy omawiaé,
poniewaZz nie maja praktycznego znaczenia.

2. Réwnania réwnowagt Scianek preta

Rysunek 4 przedstawia obrany uklad wspoirzednych; osie # 1 v sg gléw-
nymi centralnymi osiami bezwladnosci przekroju, of x pokrywa si¢ z osiy
cigzkosei preta. Stan odksztatcen przekroju poprzecznego opisany jest (przy
zalozeniu jego nieodksztalcalnodci) przez przemieszczenia &, 1 w kierunku
% osi u i v oraz przez kat obrotu ¢ przekroju wzgledem
srodka zginania. Dodatnie przemieszczenia s3 skie-
rowane zgodnie z kierunkiem dodatnim odpowiedniej
osi, dodatni kat obrotu widziany od dodatniej strony
osi ¥ ma zwrot zgodny z ruchem wskazéwek zegara.
Przy tych zaloiemiach wzér na naprezenia styczne
réwnomiernie rozlozone wzdluz grubosci $cianki
przedstawia si¢ jak nastepuje (por. np. [1]):

E rt rrr LR .
Rys, 4 (2.1) T=(E"'S 40" S, +e"""S,)

gdzie B jest modulem sprezystosci, 6 grubosciy scianki, S, = fudA oraz
S, = fodd przedstawiaja momenty statyczne odcigtej w rozpatrywanym
punkcie czesci przekroju wzgledem osi o tu, za$ S, — fwdd jest jej wycin-
kowym ‘momentem statycznym. Wspdlrzedna wycinkowg nalezy przy tym
obliczaé przyjmujac za dodatni ten kierunek catkowania, ktéry (widziany od
strony dodatniej osi ) daje wzgledem érodka zginania zwrot zgodny z ruchem
wskazéwek zegara. Sila $cinajaca, dzialajaca na $cianke, bedzie wynosié

(2.2) t = wd= E(&""S,+n"" S+ S,).
Dodatnia sifa ¢ bedzie dziala¢ w kierunku zgodnym z przyjetym do obliczenia
momentéw statycznych S,, S, 1 S, kierunkiem calkowania, to znaczy w kie-
runku zmiennej s (rys. 5).

Przyjecie odksztalcalnodei przekroju wymaga traktowania kazdej dcianki
preta niezaleznie. Wesmy zatem pod uwage dowolng écianke 7 (tys. 6). Scianka -
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ta przed utraty statecznodci jest osiowo $ciskanym plaskownikiem, przy czym
sila $ciskajgca wynosi '

. Pf = ATU)
gdzie A, = b0, jest powierzchnig jej przekroju poprzecznego, zas o = P[4
paprezeniem normalnym od Sciskania preta silg P. Po utracie statecznosci
pojawiajg si¢ dodatkowe obcigzenia écianki wynikajgce z jej wspélpracy z po-
zostalymi elementami preta. Miedzy innymi beds to obcigzenia rozloZzone
wrzdtuz krawedzi §cianki, dzialajace w jej plaszczyZnie. Sume tych obcigzen
nazwiemy p,. Dodatnie obcigZenie p, dzialaé :
bedzie w kierunku osi y,. Skiadowz prze-
mieszczenia §rodka ciezkosci dcianki w kie-

runku ¥, nazwiemy f,. Rzutujgc obeigZenia
elementu dx odksztalconej $cianki na kieru-
X
nek v, otrzymamy (rys. 7) i
a2, dTy
@3 Pegg g b
W powyzszym réwnaniu T, przedstawia sile tngca, ktéra pojawia sig wsku-

tek odksztalcen preta. Sila ta bedzie sumg sit $cinajgeych, dziatajgeych w prze-
kroju $cianki, zatem:

(=8

= 0, Rys. 5

b2 - b,f2
(2.4) T, = [ t,dy, = E [ (¢S, +0/"Syt-9""S,) dy,.
~b12 ~o2 _

Uy o

Vop Tommmmmmmm g T A

&
Rvs, 6 Rys. 7
Catkujac przez czgéel otrzymamy:
s Fre rrr bi""
TT = E[(‘E Sﬁ"? Su+99 m)yr]*;,ﬁ"_
b,f2
_ ds, ds s, - )
. _ _5!"_{_ k3 reer o rrr d o
_br,fz( y, " T, R R
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Przyjmujac dalej dS, = udA, dS, = vdA,dS, = o d4A  oraz:
- u = yy,+y, cose,, U= é)ﬂ,+yr sina,, @ = wy,+,4,,
gdzie ug,, vy, i w,, s3 wspblrzednymi s’rodka ciezkodci €, écianki, za$ fz,, jej
odlegloscig od érodka zginania 4, bedziemy mieli: &
T, = %Eb,(S§f)§”’+ S Sy EI (& cosa,+n'" sina,+¢""'k),
gdzie: |
S = [8]y, =5, + 18]y, ~—0 e
(2.5) SHESH ERPREPY-E of ) PRy
S5 = [Solu, =2+ [S ]y —b 2

zas
b2

1
I — fysz_ 5,5

-2

przedstawia moment bezwladnosei écianki wzgledem osi n,. Biorac dalej pod

. uwage, ze

& Cosd, 41 Siﬂﬂ!r—f—{ph, = Cr!
otrzymamy ostatecznie

(26) | Tr : .%_ Ebr(St(:T)§""l—SELT}W”"‘i_Sﬂ)??'”)—EIT C;”-

Podstawiajac powyzszy wzér do réwnania (2.3) i dzielac je przez EA, mamy |

(2.7) kC f; (= o (SPEHSPAT+ SPg) ;;17 =0,

gdzie k = P,[EA, — a/E jest bezwymiarowym wspélczynnikiem, odpowiada-
jacym o. Wyprowadzona zalezno$é (2.7) przedstawia réwnanie réwnowagi
odksztalconej $cianki. Trzeci i czwarty jego wyraz przedstawiajy wplyw od-
dzialywania na $cianke pozostalych elementéw preta. Pomijajac ten wplyw
otrzymujemy zwyczajne rdwnania réwnowagi wolno stojacego plaskownika
zginanego w plaszczysnie osi v,. .

Wielkosei S, S 1 S nalezy podstawiaé wedlug wzoréw (2.5) z tym,
ze gdy kierunek y, jest zgodny z kierunkiem caftkowania s przyjetym do kon-
strukeji wykreséw S, S, i S, wowczas momenty statyczne (liniowe i wy-
cinkowe) wystepujgce w tych wzorach nalezy braé wprost z odpowiednich
wykreséw, zas$ gdy jest przeciwny — nalezy w nich zmieni¢ znak.

- W przypadku gdy wykres S jest nieciggly w obrebie écianki (rys. 8), nalezy
wzir (2.6) stosowaé oddzielnie do obu jej czesei, traktujac je jako $cianki o sze-
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. rokosciach b, oraz b; i przyjmujgc dla pierwszej z nich I — (1/12)534, dla drugiej
[ = (1/12)b36 oraz sumujgc otrzymane w ten sposob czedciowe sily tnace.

W réwnaniu (2.7} wystepujg trzy skiadowe odksztalcedl preta &, #, ¢ oraz
przemieszezenie {, Scianki w jej plaszczyznie, ktére zgodnie z definicjg pro-
stego przekroju poprzecznego nie jest bezposrednio zaleine od znieksztalcenia
przekroju, zatem zaleZy wylacznie od funkcyi &, %, o, '
przez ktére zawsze da si¢ wyrazi¢. Warunki brzegowe
dla tych funkcji wynikaja z zalozenia wolnego t dopusz-
czajacego swobode deplanacji podparcia preta na obu
konicach, zatem dla x = 0, x = I musi by¢
{2.8) E=np=9g=§ =5"=¢" =0 Rys. 8

Warunki te beda spelnione, jezeli przyjmiemy te tunkcje jako proporcjo-
nalne do sin zzmxjl, gdzie # jest ilodcig péital wyboczenia,

Nie biorge pod uwage znieksztalcenia écianki (tzn. jej zginania w kierunku
poprzecznym) musielibyémy do réwnania (2.6) dolaczy¢ dwa dalsze, mianowicie
dla zginania w plaszczyZnie osi n, oraz dla skrecania. Przy uwzglednieniu
odksztalcalnosci poprzeczne] $cianki réwnania te zastepyjemy jednym doklad-
niejszym, mianowicie znanym réwnaniem réwnowagi odksztalconej jedno-
kierunkowo $ciskanej plyty:

e, +a4wr __ aéd, o', D E®
ox2oy: T oyt D, o’ rT12(— "

o,

Pelne przemieszezenie plytowe w,(x, 3,) wystgpujace w tym réwnaniu
skiada sie z przemieszczenia w, pochodzacego bezposrednio od znieksztalcenia
przekroju, oraz z przemieszczen zwigzanych z odksztalceniem calego preta
okreélonyr'ri funkcjami £(x), n(x} 1 ¢(x). Funkeja w,(x, 3,) bedzie przy danych
naprezeniach éciskajacych okreslona jednoznacznie przez warunki
brzegowe dla danej écianki. Na brzegach poprzecznych x = 0,
x = [ opartych na przeponach skrajnych beds to warunki wol-
nego podparcia, za$é na krawedziach podiuinych y, = 4 5,2
warunki wynikajgce z okreslonych przemieszczen brzegowych,
ewentualnie — dla pélek — warunki brzegu swobodnego.

Przemieszezenia brzegowe na krawedziach podiuznych dane '

Rys. 9 beda z kolei przez przemieszczenia pretowe &(x), n(x) i g(x)

oraz przez katy obrotu y,(x) krawedzi laczacych poszczegdlne
$cianki (por. rys. 9). ktére bedziemy nazywali kqtami znieksztalcenia prze-
kroju poprzecznego. ,

W ten sposéb powierzchnia ugigcia w,(x,,y,) kaidej Scianki okredlona bedzie
ostatecznie przez naprezenia $ciskajgce o 1 przez powyzej wymienione funkcje
& n, @1 w; to samo dotyczy zatem réwniez reakeji na brzegach podtuznych.
Reakcje brzegowe $cianek schodzacych si¢ w jednej krawedzi muszg byé
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w réwnowadze (por. rys. 10). Z sum rzutéw tych reakcji otrzymamy obcigZenia
- p, scianek, wchodzace do réwnat (2.7). Pozostana zatem sumy momentéw, ktore
dadzg réwnania typu : : '
(2.10) ~ Sy, = 0.

Jak wida¢, bedziemy mieli ostatecznic uklad réwnan typu (2.7) i {(2.10),
ktérych nicwiadomymi funkcjami beds tylko przemieszezenia pretowe &(x),
(%), p(x) oraz katy obrotu krawedzi v, (x).

Zatem iloé¢ réwnah bedzie réwna iloéci $cianek, do ktérej nalezy dodaé

) ilod¢ krawedzi je lgczacych, za$ ilodé niewiadomych bedzie

I—W réwna ilosci krawedzi zwigkszonej o trzy. Wynika stad, ze

iloé¢ dcianek preta nie moze przekraczaé trzech, co istotnie

- zachodzi dla pretéw o prostym otwartym przekroju po-
przecznym (por. rys. 1). '

Dla pretéw o przekroju zamknigtym lub zaopatrzonych
w wiezy wedlug rys. 3 iloéé scianek moze by¢ wicksza,
lecz jak Iatwo udowodnié, zawsze ilo$¢ réwnan réwnowagi
bedzie réwna ilodci niewiadomych. Przy przeprowadzaniu dowodu nalezy do
niewiadomych zaliczy¢ obcigzenia p, $cianek oraz sily w wigzach, zag do ilogei
réwnan pozostale réwnania réwnowagi krawedzi wewnetrznych, tzn. dwie
sumy rzutéw dla kazdej z nich® Przypadkiem tym nie bedziemy sie blizej
zajmowaé z powodu znikomego znaczenia praktycznego.

Rozwigzanie zagadnienia jest wige ‘mozliwe przez ulozenie odpowiedniej
ilodei réwnan (w przypadku ogélnym preta o przekroju otwartym bez dodat-
kowych wiezéw — ilosci réwnej sumie $cianek i krawedzi). Beda to zawsze
réwnania jednorodne. Przyréwnanie wyznacznika jtego ukladu réwnaft do zera
da warunek wyboczeniowy w postaci réwnania przestepnego, z ktérego mozna
obliczyé naprezenia krytyczne.

Wzory tego rozdziatu wyprowadzono dla pretdéw cienkosciennych otwartych.
Dla pretéw o prostym przekroju zamknigtym idea rozwigzania pozostanie taka
sama, zmieni si¢ jedynie wzdr wyjsciowy (2.1), a co zatem idzie réwniez réw-
nanie réwnowagi $cianki (2.7).

Rys. 10

3. Zagadnienie pomocnicze. Reakeje jednokierunkowo Sciskanej _plyty o danych
przemieszezeniach brzegowych .

Funkeje w(x,y) dla kazdej Scianki przyjmiemy w znanej postaci:

(3.1) w(x, y) = f(y) sine;x, @, = nf s

gdzie [ jest dlugodcia preta.

? Ten sam sposéh dowodzenia nalesy przyjaé réwnies dla przekroju (nie posiadajgcege
praktycznego znaczenia) skladajacego sig z dowolnej ilodci scianek, przecinajacych sie w jednym
punkcie, kibry réwniez. jest przekrojem prostym, )
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Jak wia;:iomo tak przyjete rozwigzanie spelnia warunki wolnego podparcia
dla # = 0, x = l. Po wstawieniu do (2.9) otrzymamy réwnanie rézniczkowe
zwyczajne dla funkeji f(y)

R N A T

Przyjmujac rozwigzanie w postaci f(y) = Ce otrzymamy réwnanie cha-
rakterystyczne

(3.3) r4;za3,r2-|_(a§ kﬂw) 0,

ktorego pierwiastki dane s3 wzorami:

rl,gzia,,]/wfa]/m (== k‘DA

(3.4) T | b lqu
[ e ES ]/1 P ]/12(1Hv2 C g
Jak widaé, dla naprezed $ciskajgeych, tzn. dla % 3
k >0, nalezy rozréznié nastgpujgce przypadki: a
- nZnt S Z - ‘<i8l
L k> |7 b
12(1—9%) (l) ’ s .
. by=-4,
n2m? s\ ~ -
3 L2 k=i (1) g
. Wi s\
R v 'sz)( )

“

By=8y
Przypadek pierwszy jest najwazniejszy dla ce-
léw praktycznych,
Koniecznoéé poslugiwania si¢ rozwigzaniami Rys. 11
dla przypadkéw 2 i 3 moze zachodzié tylko wy-
jatkowo dla pretéw, w ktorych $cianki roznig sie znacznie gruboscm& ito
tylko dla duzych .

Scianki wewnetrzne s3 plytami, ktérych obie krawedzie podiuine doznajg
przemieszezen brzegowych, okreslonych przez odksztalcenia pretowe i katy
" zniekeztalcenia przekroju y. Rysunek 1la przedstawia przyjete dodatnie kie-
runki tych przemieszczen i reakcji brzegowych. Przyjmiemy przemieszczenia
brzegowe $cianek w postaci: ' i

(3.6) A(x) = Asina,x, Gx) = Osing,x.
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Przy zalozeniu powierzchni ugiecia $cianki wedlug wzoru (3.1) réwnies -
‘reakcje brzegowe obliczone ze znanych wzoréw

a 7 a‘“’w , O

beda rozlozone proporqonalnie do funkeii sinanx, dadza si¢ zatem przed-
stawi¢ w nastepujacej postaci: dla symetrii (rys. 115)
3.8) ’ M%) = —m(x) = D]a2 M4 A,(x)+a, My, 6,(x)],

' rul) = —ria() = Dlod RoA,0x) - Ro, 6, ()

i podobme dla antysymetrii (rys. 11c):

l My () = myy (%) = D2 M 1o A, (6) +-0, M, O2)],

(3.9)
7al%) = F(c) = DW&M@+&&£M]

Wielkoser M,,, M,,... Ry, sa Wspolczynn1kam1 liczbowymi, zaleznymi od

parametiéw {3, b/l oraz k = afE.
Rozwigzanie dla dowolnych przemieszczen brzegowych da si¢ zawsze
zlozyé 7z czedci symetrycznej i antysymetrycznej przy

- i i wykorzystaniv wzoréw (3.8) i (3.9).
- ‘ | Scianki zewnetrzne preta doznaja wymuszonych prze-
L y 71  mieszczed brzegowych tylko na jednej krawedzi podhus-

S — nej, podczas gdy druga jest swobodna (rys. 12). Przyj-
4 mujge te przemieszczenia w postaci (3.6) zapiszemy
%31' wzory na reakcje brzegowe, jak nastepuje:

— ¥ 2

(%) = D a2 MuA, (%)}, My O,(x)],

, 7 () = D[aiRA Ay(x%)+ o M, @i(x)] .

Przypadek 1. Pierwiastki ,, 7, sg wowczas liczbami urojonymi i otrzymamy:
S(y) = Cyshpy+ Cychpy-+C, singy+C, cos gy,

Rys. 12 (3. 10) '

gdzie

17
P = a0, Y1 E'g}/lZ(lw—vz)k +1.

g = o ?’2*"/ VI20—"k —1-

Dla symetrii i antysymetrii (rys. 11) nalezy uklad wspélrzednych prayjaé
w drodku szerokosci plyty. Wéwcezas moima dla symetrii przyjaé € = Cy = 0,
za$ dla antysymetrii C, = C, = 0. Dwie dalsze stale wyliczamy z warunkéw

dw b
w = Afx), oy = —06,(x) dlay= 5
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' Dla plyty o krawedzi swobodnej (rys. 12) stale wyliczamy z warunkéw
dlay—0 my=0, 7,=0; day=>b w=—A() ‘Z_;": —O,(x).

Korzystajage ze wzorébw (3.7) i zapisujgc reakcje w postaci (3.8)-(3.10)
otrzymamy ostatecznie dla symetrii:

M, — R, = 1A+ tehp—vi(i—r) teg

yatggtyithp ’
2+ 2
Mgy = —— BTV
7 yatggty, tghp |
R, — _ vinlityDtegighp
o yet8q+y, tghd

dla antysymetrii
— . i) tgg+y.(yi—9) tghp
Mda _ R@a - = h 4
\ 7118 s tghp
M. = ity ggtghp
&g = = ho
Y1tgg—ya tghp
R, — _ ¥ritrd)
da T = =
ritgg—yatghp
We wzorach tych przyjeto oznaczenia:

»

— nsn:b _

. _nm b
= T 4TE g

Dia plyty o brzegu swobodnym otrzymamy

My— Ro— ”2+” [KK—K—F chp cosg—(1-+ KK? shp sing]

1+K pitp
Mg = 77— 7/2+ (shpcosq——ICKChpsmg)

2

Ry— - Vl(?2+2(1 +K) (KK shp cosg+chpsing),

gdzie
N = K(1—-K*shpsing+K(K?+1)chpcosg}2KE,

i b - b vi+e K — 71
= ”"T?’la qg= ””7?2 , K= Iy ?;K

Praypadek 2. Pierwiastek r, , — 0 réwnania charakterystycznego jest wowczas
podwéiny. W zwigzku z tym otrzymamy

F() = CishyZa,y+CychyZa,y+Cya,y-C,.

28 (7) Rozprawy InZynierskie
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Postgpujgc - dalej .jak poprzednio  dochedzimy do- nastepijacych wzoréw
dla symetrii

My =Ry, =v, My=712ctghp, Ry =0;

dla antysymetrii

pr-(2— v)tghp _VZrwhy  p 21/2 )
M = Rgg P_W LI M@a _ ﬁ*‘tghﬁ : ' VAa —-_tghp .
We wzorach tych ‘ - - '
5= " b

Dla plyty o brzegu swobodnym, mamy
shp+2(1—v)(1~—chp)]

1
MA:RQ.:]V[

M@=;[]/2( zvf hp— _2:1, shp )’: '

1 _
= w2

—,shp,

gdzie

o o
N = sh +Wchp 2 5:1/27377.

2

FPrzypadek 3. Wszystkie f;iérwiastki ¥ réwnania (3.2) sg wbwczas rzeczy-
wiste, zatem bedziemy mieli

f(y) = Cyshpy-Cychpy+Cyshgy-+Cychgy,
gdzie

1 I o
p=opn yi= ]/14";1;31/12(1—”2)}% ’
1= e =] 1y VIR -

Otrzymamy nastgpujgce wzory dla symetrii

va(yi—) tghg—y:(yi—) tghp
y1tghp—y. tghy

MAS‘_'R@.?
'3’1 Y3

Mg:. —

T¥ T yitghp—yatghy

yve(— )fghﬁ‘fgh§;
4y tghp—y,tghy

R
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dla antysymetrii

M. — R — Yai—n)tghP—y:(yi—v) tghy
. da ®g Y1 tghgmyg tgh}‘j

?

=. (yi—y3) tgh'g“tghﬁ
oe V1tgh9 yzfghp

7’1’)’2('}’1 ?’2) .
y1tghg—y, tghp

da =

: We wzorach tych

nw b . mnm b

§=_T-T?1, 'Q?TT?z-

Dla plyty o brzegu swobodnym

M, = K®) shp shg—K(1+K) chpchg],
— 2 _
M, = ﬁ_ L {shp chg—KK chpshy),;
N Y2
R,= h(?z*?’) (chp shg—KK shp chq)
gdzie

N = K(1+K?)chpchg— K(1 +K?) shpshg—2KK,

_ b b
P=rnagy,  G=nmryy,

2 —_
K="""" R_gh,
n—v Va2

4, Analiza state.cznoéci niektérych pretéw cienkosciennych

Przekrdj ceowy niesymetryezny. Rozpatrywany przekrdj pokazano na rys. 13q,
rys. 136-13d przedstawiajz wykresy wspélrzednych u, v, w: rys. 13f~13k
przedstawiajg wykresy S,, S,, S,, a na rys. 13¢ naniesiono przyjety do kon-
strukeji wykresow S k1erunek calkowania s oraz obrane osie y,,

Rysunele 14 przedstawia stany jednostkowych odksztatced; ze wzgledu
na sposéb wyprowadzenia wzotéw rozdzialu trzeciego przyjeto niewiadome
1 1 ¥, nie jako niezalezne katy obrotu dcianck na krawedziach I i II, lecz jako
katy odpow1adajqce symetrycznemu i antysymetrycznemu znieksztalceniu srod-
nika. ‘
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LI s

|1

>

Rys. 13

Réwnania réwnowagi écianek przedstawiajg sie jak nastepuje:

1 v, B v 1 (1) £IV (V)17 W IVY b
kC]_ +‘1_2"C]_ _EE(SD § 'JrSu Ui +Sw @ ) 'E—‘Al-—o’ *

’ 2
(4.1) T kC;'—l-*Ib%CIzv"“%%(352)51""{"8&2]771‘!‘}‘Se{um‘?’w)“ ;22 — 0,

' v b3 v 1 (8) £IV (3}, IV (35 EY Py
BERETE *”2—53“('5'» EV -8V +80¢ )—m;—" 0,

gdzie (por. rys. 13)
Sz(;i) = sz: 51(:2) = Svl2+Sv23! ’ Sa(;a) - S‘UBS!
(+.2) S = Sy, SP = Suet S, SP = Sz
SW = 8 o SP =851 Sym  S& = Suns-
Przemicszezenia scianek wyrazimy przez wielkodei &, 7, ¢t
L= —¢ cosf---n sinf+oa,,
Ly = &sinf—ncosf—ea,,
Ly= &cosfinsinfit+gea,.
Przyjmujac przemieszczenia brzegowe dla symetrii i antysymetrii wedlug
rys. 15 otrzymamy dla symetrii

y—ay

4.3) 4 = & cosf+ysinft+—5—9, 0=y
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&1 @=1 v, =1
Rys. 14
dla antysymetrii |
- a;-la
(+:4) A=—5T0e  G—giy,

Korzystajac dalej ze wzordw rozdzialu trzeciego otrzymamy (por. rys. 16)

obcigzenia pdlek:

=10, [Q%R.(Ags} (5 cosfi+nsinfi+ fa;al 'P) + i RE) ‘Pl] +

D~ R0 ke )],
(4.5)

Py — —Dz[aiRﬁﬁ) (5 cosf-}n sinf-- a"‘;al 99) + a2 R 1/’1] +

+Dz[~ aiRL%’L;ral 99+aiRé’é’(¢+%)]~

L..

" Indeks ‘2 przy wspélezynnikach R oznacza, 7e naleiy je obliczaé biorac
pod uwage wymiary $cianki 2, to znaczy $rodnika.

I A b
=
I3
g
%
13 I =

P
Rys. 15 Rys. 16

Przemieszczenia brzegowe pélki gorne] wynosza

{ A4 = —E&sinf+n cosf+gpay,

4.6
( ) O = pt-y—;
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za$ pétki dolnej

4.7 { A == —Esinf+y cosﬁﬂl—(pag,

O = -+ +y,.
Otrzymamy stad ébciqunia érodnika
(4.8)  p» = D1} RP(—£ sinf-+n cosf+pas)+ g R (p+yu+12) |+
+ Dy [ R (— & sinf+ cosf+eaz)+-a; R (9 +ya—p1) ]

Wielkosci py, p,, ps oraz przemieszezenmia §, {, [, nalezy podstawi¢ do
réwnan (4.1).

Poza tym ustawiamy réwnania sum momentéw dzialajacych na krawedzie.
Dla krawedzi dolnej (I) otrzymamy biorac pod uwage przemieszczenia (4.3),
“44) i 4.7)

(4.9) Da[aﬁ M (5 cosf+nsinf + f%“i 97)+a,,M82w1——

M BT, MY (qowz)]

+ Dy [02 MP(—E sinfi+n cosf+gas) -+, MG (p-+y,+pe)]= 0
za$ dla krawedzi gérnej (1) biorage pod uwage (4.3}, (4.4) oraz (4.6):

(4.10) Dz[—_a:Mz?( e w)—%Mé%’%-l- |

—az M BT o, MR (4 )]

D, [02 M (— sin - 08 -+ paag) -, ME (p+po—yps)]= 0

Réwnania (4.9) i (4.10) daja wraz z réwnaniami (4.1) ukfad pigciu réwnan
rézniczkowych czwartego rzedu, w ktérym niewiadome sy funkcje &(x), 7(x),
(), Pa(%), yo(x). Przyjmiemy je w- postaci®

. 11) { £(x) = Celsinex, n(x)= C,Ismayx, ‘
plx) = C,p sine,x, p = Cpysina,x, ;= Cpasine,x.

Podstawiajac w dalszym ciggu (4.11) do ukladu réwnan otrzymamy po
skresleniu funkeji sina,x uklad pieciu réwnan linlowych i jednorodnych ze
wzgledu na stale Cyy, ..., C,, kibrego macierz przedstawiona jest w tablicy 1.
Przyréwnanie do zera wyznacznika tego ukladu daje warunek wyboczeniowy

# Mnozniki [ przy dwoch pierwszyéh stalych wprowadzono w tym celu, aby wszystkie stale
byly wielkodciami bezwymiarowymi.
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w postaci réwnania przestepnego ze wzgledu na krytyczng wartoéé wspélezynnika ;';
k= ofE. Jak widaé, zginanie w obu plaszczyznach osi gléwnych jest tu sprze-
zone ze skrecaniem i znieksztalceniem. przekroju poprzecznego.

Praekro] ceowy symetryezny. Rozwazany przekrd] pokazano na rysunku 17,
Do wzoréw wyprowadzonych powyzej nalezy podstawié tu a, = ay = h/2,
ay = a, cosfi=1, sinf = 0 oraz wymiary przekroju wedlug rys. 17. Ze
wzgledu na symetri¢ lub antysymetrie wykresow S,, S, 1 S, bedziemy mieli:

SP = Sup S =0, 5P = S,
S = 8ue, SP =28, S = S,
S = Sp, S = 28,0, S§P = S

Tablica 2. Ceownik symefryczny — wyboczenie symetryczne (gigtne)

) C; | Cpa }
S b2 w? 5 a? *
27 1 na - n __ RYW_g2p [ S—— 100}
£ [an ( 25 + 12 )+ 12(1 kvg) 55 As— %y ] 6(1 —‘!)a) b5 (283
n “n () (p) )
—_ M(s) ——— (P MG M
6(1—-1}2) G6(1—%) ¢ s+ )

Tablica 3. Ceownik symetryczny — wyboczenie antysymetryczne (gigtno-skretne)

, | G, o
S 2 S h*a ol o® -
Ihot| 22 o & 4f "oz ER _m  _ Rpim
[a"( : +12)+ a”( : 12)' 61—t ©
af g9 «?  Sa
—_— . RW _ g2 r e R®
N 6(1—pr) Jp 4 aﬂk] +6(14v2) w4 +
1 6
- {p) —k
e (6(1-—1}2) e “)
S hb* o2 i3
P L 2 w12 . L — R®)
s “ﬂ( s 12) (1 — %) B3 0%
a3 tsh )+
. 1200 b6
! ’ R
; ) L kR
o 6(1—2) b3 ot
n () o ) s (p)
! &MY 28aMP— R M+ | = 08 M
6(1~v3) 12(1—v?) ( o) T 6(1 -~ aﬂ)( +
25 MEH
5 MY -2 ME) @
+ o (1; ) ( -+ ]
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Po podstawieniu tych wielkodci uktad pigeiu réwnan da si¢ rozbié (przez
dodawanie i odejmowanie réwnan parami) na dwa uklady niezalezne. Pierwszy
z nich (tablica 2) odpowiada wyboczeniu symetrycznemu . b
wzgledem osi u, to znaczy wyboczeniu gi¢tnemu w plasz- _T“D_]
czyZnie tej osisprzezonemu z symetrycznym znieksztatceniem t
grodnika. Uklad drugi (tablica 3) odpowiada wyboczeniu
antysymetrycznemu, to Znaczy gietno-skretnemu  sprzezo- A ¢ 1
nemu z antysymetrycznym znieksztalceniem $rodnika, Jak

L}

wida¢, przy uwzglednieniu odksztalcalnosci przekroju po- L
przecznego zasadnicze postaci utraty statecznosci mic zmie- [ ,
niajg si¢ tu w porébwnaniu ze znanymi z teorii pretéw el b
cienkodciennych. Rys. 17

Przekréj dwuteowy monosymefryezny (rys. 18). Réwnania rdwnowagi dcianek
przedstawiajg si¢ nastepujzco:

b2
k§;’+-i§é¥—%: 0,

' 1 Py
” v _ (2) IV =
(4.12) { REy+ c 5 SEn == 0,

bg 1 P3 _
kC + CV EA:}_—O.’

.

przy czym S = S, Ss-

Rys. 18
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Znicksztalcenie przekroju okredlone bedzie przez katy v, i v, odpowiada-
jace symetrycznemu lub antysymetrycznemu znieksztalceniu érodnika (rys. 19).:
Przemieszczenia écianek wynosza:

(4‘13) Cl - _§+a1(p, 52 = —1, Cz — ‘E”l“flafp-

Przemieszczenia brzegowe $rodnika (wg. rys. 15) beds dla symetrii

1
4 (4.14) A= §+§(43*a1)97s &=y,
: f dla antysymetrii
1
= — C(415) A= —uq:(a3+a1) 6 = gL,
Y1 w1 Podstawiajagc odpowiednio te wielkosci do
Rys. 19 réwnan (3.8) i (3.9) otrzymamy obcigzenia pélek:
b= iy (é+ )+a2 Rw |+
3 R “S‘I‘ 1 2 R(2)
+Dy| a2 RY B4 o 2 R ()|,
4.16) J :
po= .| R (4574 o) R | -

~D|arg Y pa RS 19|

Przemieszczenia brzegowe prawych czesci pélek wynoszg dla pétki gérnej
(4.17.1) A=n, O=g¢g—y,t+v,,
dla pétki dolnej |
(4.17.2) Ad=1n, =gty -y,
Stad otrzymujemy obcigzenie $rodnika:
(4.18), P2 = 2D,63 RY 420,02 R,

Réwnania  réwnowagi momentéw dla krawedzi przedstawiajg si¢ naste-
pwgco: dla krawedzi dolnej (I)

(+19.) D, [aﬁMLi’( % «p) -, ME a2 W gt
+a, Mgl (‘H%)] + Dy 20, M (@ +p,+p5) = 0;
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dla krawedzi gérnej (IT)

a;—ay

(4.19.2) D, {_aiMﬁ) (‘5 + 3 tp) —a, M&hyp—oZ M $¢+

+a, Ml@za)a(?9+'4’2)] +D,2a, Mg (p—w1+ye) = 0.

Réwnania (4.19) wraz z réownaniami (4.12), do ktorych nalezy podstawid
wzory (4.16), (4.18) oraz (4.13), daja razem uklad pieciu réwnaf, w ktérym
jednak jedno, mianowicie drugie z réwnan (4.12), jest niezalezne od pozo-
stalych4, Po wstawieniu zatem przemieszczenn wedlug (4.11) otrzymarmy jedno
r6wnanie przestepne dla wyboczenia symetrycznego (gictnego) w plaszezyZnie
osi symetrii o:

g
(4.20) z[aﬁ(ﬂlfaz—s’@ +%)+2ai(,;712139)+ E?qﬁ R‘ji)——ka?,]= 0

2

oraz uklad czterech réwnaf jednorodnych, ktorego macierz przedstawiona jest
w tablicy 4, odpowiadajgcy wyboczeniu antysymetrycznemu (gietno-skret-
nemau).

Przekrdj dwuteowy bisymetryezny (rys. 20), Mamy tutaj
S.1s = Sya3, @ = a; = hf2. Uklad czterech réwnar otezymany
dla przypadku ogélnego da si¢ rozbi¢ na dwa uklady nie- =
zalezne. Jeden z mich (tablica 5) odpowiada wyboczeniu
symetrycznemu (gigtnernu) w plaszezyinie osi u, drugi 1=
(tablica 6) wyboczeniu antysymetrycznemu (skretnemuy). b J
Pierwsza postaé wyboczenia zwigzana jest z symetrycznym,
druga z antysymetrycznym znieksztalceniem $rodnika.

AL

Rys. 20 .

Przckréj zetowy (fys. 21). Roéwnania réwnowagi dcianek przedstawiajg sig
nastgpujaco: '

( ki — jz_é'lvﬁ__];(g 7V4-S W) Pl__ =0
1 12 1 Za 7ul2 : w1z‘{P EAp ]
N 2.
(4.21). 3 kG — 12 &— 7 2Su1277.wfm; : 0,
., b 1
R (Sula??“"JrSmtpW)%é)jp =

gdzie :

A, —bs, A= h.

¢ Przy ukladaniu réwnan (4.12) kazda pélka traktowana jest jako jeden element (dcianka).

Natomiast przy obliczaniu reakeji brzegowych naley kazdg z pélek dwuteownika uwazad za dwie
plyty o brzegach swobodnych, :
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Tablica 4. Dwuteownik monosymetryczny — wyboczenie antysymetryczne

(gietno-skretne)
o Ce ¥; C, Co Cya
1 bia Dy 2
l(a;t 5 + —al Eie al —— T R} o - EA
D, D, —a
al R(z) R(a) L
o el EA, ( 2
A
i ~ry )
+ap (&— Rg‘)—l-kal)
i i
. EA,
b2 Ba D D
Hlat 73 4 33 2 T2 @) ] : RW®
( T + [£2% 12 + a, EAa &3 Ay EAa g
b, a,a ‘
L R(a) {z) 8 1
1Oy EAS ad = EAS (RAs — +
o,
—q ;k) +R® ¢ . 1 )__
—l (2) ka
_— " ( EAE + )
2 (2) 2 | (M@ N i (2) (2)
lag D, M) Oy Ay AT i, (D, Mg+ oy (D M}
ata, 2D, M&" ' +2D1Mém)
iM(z) 5 “Lﬂn (D M("')—I—
+2D, Mg
._,__ 2 (2) ’ o
lalD, M7, o, (a9 %, —a, (D, M@+ a, (D, ME+
—a a1
TR 2 +2D, M) +2D, M)
a,-fa,
+ M HT)+aﬂ(DzM3;+
+2D, M$")

o

Tablica 5. Dwuteownik bisymetryczny — wyboczenie symetryezne (gietne) w plaszezyznie pélek

Cy i

. bz a3 ta
2{ag 1 A
(“” ) TR “”)

2

] gl
6(1—v) a4

2 : ts
n RS

6(1—92) B3 0%

C[
To(1—

%)

(* M(s)_l_za‘a M(D))
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Tablica 6. Dwuteownik bisymetryczny — wyboczenie antysymetryczne (skretne)

c, , 1 Cp
a 2
i P PR © % P e
nT1g At—e) b8 6(1—v%) b5  O°

1 I
—a?

s REkh
(6(141»“‘) ps oat )

Cars T Mg M a5 M) T (M 4200 M)
T R . T ©

Przemieszezenia $cianek bedg nastgpujace:

£y = Ecosfi+y sinﬁ—rp%,

(4.22) h
£, = —E&sinf-+ncosf, Ly Ecosf+n sinﬁ—|—go~2- .

Rys. 21

Przyjete katy v, i . przedstawia rys. 22. Przemieszczenia brzegowe $rod-
nika wynoszg (rys. 15) dla symetrii

A== Ecosft+ysing, O=y;
dla antysymetrii
h

A=-—gp5, O=¢ty,.
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Zatem obc1qzema poiek b@dq
[ = —D [a3 RS & cosﬁ—l—n smﬁ)—!—azR‘s’wl] —{—

D[ —aiRg Rt e o]

4.23)
po=—D,[a RQ(& cosptsinf)+-a2 RE py ]+

N

5 -
0|~ kot Rt -
Przemieszczenia brzegowe pc')lki gérnej s3 réwne

= Esinfi—y cosﬁ, O = p—yit+y,,

71 za poﬂn dolnej
y | k , A = Esinfi—ycosf, @=';P“T“7/’1+".”2-
o & ‘ Stad otrzymujemy obcigzenie srodnika
—— - (4.24)  p.=2D [ RP(&sinf—n cosf)—
w=1 w1 — RG]

Rys. 22 Podstawizjae (4.22), (4.23) 1 (4:24) do (4.21)

otrzymujemy trzy réwnania; dochodzg do mch réwnania réwnowagi kra-
wedzi: dla krawedzi 1

Ds[aiMﬂi’(é‘ cos -+ sinﬁ)+anMéz’w1—az'Mzazgwamgg(wwg)]+
+D, [af MP)(—£ sinfi+7 cos f)+a, MG p+p1+va)] = 0;
dla krawedzi 11

D[ Mg ¢ o nsing)—a, M2t M2 oo, M2 ) |+
+D, [z MP) (& sinf—n cos B)+a, ME (g~ +y2)] = O«

Otrzymamy w ten sposéb przy uwzgle;dmemu (4.11) uktad réwnaf, ktéry
da si¢ rozbi¢ na dwa uklady niezaleine. Pierwszy z nich (tablica 7) obejmuje
trzy réwnania o niewiadomych &, % iy, co wskazuje, ze przy uwzglednieniu
odksztatcalnosci przekro_]u wyboczenie glfgtne nast@pu;e jednoczesnie w obu
plaszczyznach osi gléwnych i sprzezone jest z symetrycznym znieksztalceniem
srodnika; dla tej postaci wyboczenia nieznanej w klasycznej teorii pretow
cienkodciennych proponujemy nazwe wyboczenie gigtno-gigtne. Drugi uklad
réwnan (tablica 8) obejmuje funkcje ¢ oraz v, i odpowiada mu wyboczenie

. Skretne z jednoczesnym antysymetrycznym znieksztalceniem $rodnika.
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Tablica 7.. Zeto;vnik — wyboczenie gigtno-gigtne

Ce

C

C

stepuje:

R g =0,
(4.25) l | ;
i2 1 _
Il kCH‘iZE gy St

o Pl
B o B b S, g
1 I S, » 1¢)) Iat|l—sing— Wz (2 (s)
( 66— b R [ “( A 6(1—?) b3
aTs,v # ( N
—2aik] cos§ -I-?(l—_v—z)—ﬁﬂjg sin f—
—2ajksin ﬁ]
i® h? S a? a3
—al— Hor|l— R — R
l( ST [””(12 cosf—— )+ 6 O
a; o (m 2 z a,f,: o
E i R(p) —
A A T sinf | i .- cosf
—alk cos ﬁ]
n © cos n o) P (5)
— 2 (M) cos f— I ——— (1 MQ) si e (P M)
6(1—1}2) ( A © SDB 6(1—~1Jg) ( Az nﬁ+ - 6(1—- ) ( +
& MP sin §) 8PP cos ) -89 M)
Tablica 8. Zetownik — wyboczenie skretne
c, 1 Cpa
bh? Y a? (21 al ®
A Y Pan n . _ T . R
““( 2 s )+ 1297 35 T6(—v) o o
1 t
gt (s) Eh
aﬂ( 6(i—ty a5 ST )
gt th (s) 2. (taM(s)_l_éaM(ﬂ)) %n (taM(s)_l_ésM(zu))
n 1201 —»%) ( %) 6(11_‘1‘2) 2% 2]
Przckroi teowy (rys. 23). Stan odksztalcen opisany jest przez wielkosci

g n oraz vy (rys. 24). Roéwnania réwnowagi $cianck przedstawiajg si¢ jak na-

g.
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Przemieszczenia $cianek beda réwne

(4.26)

L=§& Ly=mn;

przemieszezenia brzegowe srodnika

stad obciazenie pétki

(4.27)

b

Rys. 23

P1 = Di(— SR E+aRSY). |

Przemieszczenia brzegowe prawej czedci potki

=n, O@=uy;

stad obcigzenie érodnika

(4.28)

P2 = —2D, ;R .

Podstawiajac (4.26) i (4.28) do drugiego réwnania (4.25) i przyjmujgc

4!

y=1
Rys. 24

n = C, sing,x otrzymamy niezaleine od pozostalych réwnanie
przestgpne odpowiadajgce wyboczeniu symetrycznemu (giet-
nemu} w plaszczyinie osi o:

h'z sz 2

Y I T S P
(+.29) “”(12 21 )+ 61—y T Rk =0,

Réwnanie sumy momentéw dla krawedzi jest nastepujace:
(4.30) 2D, a, MPyp+D(—od M$E+a, MPyp) = 0.

Réwnanie to wraz z pierwszym réwnaniem (4.25) daje po uwzglednieniu
(4.26) i (4.27) i przyjeciu
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uklad dwu réwnan, ktérego macierz przedstawiona jest w tablicy 9. Odpowiada
on wyboczeniu antysymetrycznemu (gigtno-skretnemu).

Tablica 9. Teownik — wyboczenie antysymetryczne (gietno-skretne)

C, | C,
2 al fad (12 13
a_" n — R®_g2p — L — R
l(aﬂ 7t 120099 b A4 ’n ) 12(1—-9%) 66 °
—1 # 2 A7) L (288 MU g3 M(s))
20— 74 12(1—v?) © &

Przekrdj katowy réwnoramiemny (rys. 25). Stan odksztalces. opisany jest

przez wielkodei &, 4 oraz  (rys. 26). Réwnania réwnowagi dcianek przedsta-
wiajg si¢ nastepujaco: ‘

It b2 T 1 T pl _
{ kél “'I'ECF_E(S‘S«“N"?V— EAB - 0’.
(431) ] P R S
l CZ +E€2 ﬁza ul2? MEAP"" .

Rys. 25

Przemieszczenia scianek wynosza

‘ (4"32) 51:§(5—W)s sz']‘/ég“(f‘l“??)'

Przemieszczenia brzegowe potki prawej

2 -
A:%—(—EM), 0 =v; v

Rys. 26
29 (8) Rozprawy Inzynierskie
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zad potkilewej = - - SRR
A = ]/ ( E 17) @ =’I/J
Stad obcigzenia Scianek btqu: ' . o
P1 [aaRA]/z (— §+??)+‘12R@‘P]

(#:33) l Pz— D[ 3RA‘/—(—£~W)+&?;R@"P]'

Réwnanie su.'my momentéw dla krawedzi -
V2 |
(4.34) : 2D aa%MATf—FanMﬁgp =0,
Réwnanie (4.34) wraz % réwnaniami (4.31) po wykoréystaniu WZOrow
(4.32), (4.33) i podstawieniu '
E—Clsmax = C,lsingx, = C,singwy

daje uklad trzech rdéwnan. Uklad ten daje sie rozb1c na Jedno rbwnanie nie-
zaleZne

ad o2

S S, S Iy A—
ﬂlzJr a1y § Rk =0,

odpowiadajagce wyboczeniu symetrycznemu (gietnemu) w plaszczyZnie sy-
metrii, zwigzanemu z symetrycznym znicksztalceniem przekroju poprzecznego,
oraz na uklad dwu réwnad, ktérego macierz przedstawmna Jest w tablicy 10.

(4.35)

Tablica 10. Katownik réwnoramienny — wyboczenie antysymetryczne (gigtno-skreine)
Ce i G,
2 a 0.'2 63
I|lat ]/— bt— 2k - * R
[ "( 12 )H/ 12(1— 132) e —eiy2 6(1—) b °
al V2 &
—le—— 2 — M,
6(1—a2) 472 _ *n 6(1—2%)g ?

Uktad ten odpowiada wyboczeniu antysymetrycznemu (gigtno-skretnemii)
Z antysymetrycznym znieksztalceniem przekrOJu

Uwaga ogbélna. W tablicach 1-10 Zestawiono macierse ukladow fowna
w postaci otrzymanej wprost z wyprowadzenia. W teorii wyznaczmkow udo-
wadnia sm, jak wiadomo, ze wirtogé wyznaczmka me ulega zmianie, gdy do
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wyrazéw dowolnej kolumny (lub wiersza) dodamy ‘lub odejmiemy “wyrazy
dowolnej innej kolumny (lub. wiersza). Fakt ten moZna wykorzystaé w tablicy
3 (odejmujgc wyrazy trzeciej kolumny od wyrazéw drugiej kolumny), w ta-
blicy 6 (odejmujgc wyrazy drugiej kolumny od wyrazéw pierwszej kolumny),
w tablicy 4 (odejmujge wyrazy czwartej kolumny od wyrazéw drugiej kolumny)
oraz wtablicy 8 (jak w tablicy 6). W kazdym z wymienionych przypadkéw otrzy-
mamy znaczne uproszczenie niektérych wyrazéw wyznacznika i pewne zmniej:-
szenie pracy rachunkowej przy obliczaniu wspélczynnika k. Mozna udowod-
nié, e te uproszczone wyznaczniki dadza si¢ uzyskaé wprost z ukltadéw réw-
naft. W tym celu nalezy stan odksztalcert ¢ — 1 prayjmowaé nie $cisle wedlug
definicji, to znaczy jako obrét przekroju nieodksztalcalnego, lecz jako obrét
z takim znieksztalceniem $rodnika, przy ktérym pétki doznaja jedynie prze-
mieszczenia w swej plaszczyZnie. Przyjecie takie jest dopuszczalne, poniewaz
w prostym: przekroju poprzecznym znieksztalcenie przekroju nie ma wplywu
na sily écinajace #, a stan @ = 1 uwidacznia si¢ w réwnaniach wylacznie za
posrednictwem wiasnie sit &cinajacych [wyraz E¢'”S, w réwnaniu (2.2)].
Przyklady tego rodzaju bgdg podane w nastepnej publikacji autora, traktu-
jacej o przekrojach zloZonych.

5. Wyi)ioczenie' lokalne jako przypadek szczegllny

Jezeli dla danego przekroju ulozymy jedynie réwnania rownowagi momen-
téw mna krawedziach (réwnania Zm, = 0), woéwczas otrzymamy przypadek
wyboczenia lokalnego (plytowego). Réwnania te mozna tez uzyskaé przyjmu-
jac w wyprowadzonych w rozdziale 4 réwnaniach ogélnych & — g = ¢ = 0.
Zestawimy ponizej réwnania przestgpne wyboczenia Iokalnego dla rozwasza-
nych poprzednio przekrojéw. .

Ceownik niesymetryczny (rys. 13):

(83 ME) 83 MENWBME) +03 MEN+(63 ME) -6 MP) %M 63 M) = 0.

Ceownik symetryczny (rys. 17)
symetria odksztalcen

‘ M C4PMP = 0,
antysymetria odksztatcen
' ' BME LMY = 0.

-Dwuteownik monosymetryczny (rys. 18):

(M 2R M) (GIME! + 25 M) |- (ML -2 ME) (3 M+ 20018") = .

Dwuteownik b1symetryczny (rys. 20):. I
symetria odksztalcen

g 2800 — 0,

29*
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antysymetria odksztatcen

|  BMY20 MY =.0.

Zetownik (rys. 21):
symetria odksztalcenn $rodnika

BMY+EMP = 0;
antysymetria odksztalcen érodnika
BMP+FMYP = 0.
Teownik (rys. 23); antysymetria odksztalcen
BME4-28ME = 0.
Katownik réwnoramienny (rys. 26); antysymetria odksztalcen
Mg =0. '

Teownik i katownik réwnoramienny mogg ulec réwniei wyboczenin ply-
towemu symetrycznemu nieobjgtemu powyzszymi réwnaniami. Wéwezas obie
polowki pélek teownika wzglednie oba ramiona katownika zachowujz si¢ jak
plyty utwierdzone na jednej podhuinej krawedzi i swobodne na drugiej oraz
wolnopodparte na krawedziach poprzecznych.

6. Przyklady liczbowe. Poréwnanie z wynikami obliczed uproszczonych

Rozpatrzymy z kilku punktow widzenia wyboczenie gigtne symetrycznego
przekroju teowego. Odpowiednie réwnanie przestepne otrzymamy przyrow-
nujgc do zera wyznacznik ukladu réwnan przedstawionego w tablicy 2. Przyj-
mujgc w nim dalej '

S, = bdc, gdie ¢=b=
4

1
bé

7T

otrzymamy po prostych przeksztalceniach réwnanie, w ktorym pret jest scha-
rakteryzowany parametrami bezwymiarowymi:

V{1 ¢ 1B nw e\ B
6.1) Fﬁu)&7+m7%ﬁmkﬁﬂﬂRﬁ_ssﬂx

AN nT e\ .
- } - "7 1 {s) AA(s) —
x[(a) My +M@f’] v (a) RYME — 0.

Zaleinoét sily krytycznej od dlugodci preta. Zbadamy przede wszysthim zalei-
no$é sily Jkrytycznej obliczonej dla # =1 od parametru //b, czyli przy
stalym przekroju poprzecznym zalezno$é¢ od  dlugosci preta. Pozostale
parametry przyjmiemy jak nastepuje:

h )/ d

-€=1, ?:50, ?:3.
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Podstawiajac powyzsze wartodci do (6.1), otrzymamy roboczg postac
réwnania przestepnego:
b

© 10,0106552 Rg;~277,779%k) %

(6.2) (326, 378
% (0,0370370 Mg) - M) —3,94637.10-1 . RQ MG = 0.

Wspélezynnik k, odpowiadajacy sile krytycznej EULERA wynosi:

b 2
Wyniki obliczeri wykonanych dla 10 < 7/b < 20 zestawiono w ablicy 11
(dla » = 0,3).
Tablica 11

/b i 10 i2 . 14 16 17 18 20
kg-10° 10,1 - 6,99 5,14 3,03 3,48 3,11 2,52
k.10 2,12 244 2,80 3,20 3,33 3,08 2,51
Akp% | 79 65 44 19 43 1,0 0,4
By 108 2,12 2,44 2,80 3,23 3,46 - —
=1

Wspélczynnik %, toénie jak wiadomo gwaltownie przy malejace] diugodci
preta. Jednoczednie wspélezynuik & obliczony z réwnania (6.2) i odpowiada-
jacy Scistej wartosei sily krytycznej roénie tytko przy duzych [jb, od Ifb = 17,
natomiast maleje przy zmniejszaniu dtugodci preta. ko,
W trzecim rzedzie tablicy zestawiono procentowe @7y
zmniejszenie sity krytycznej EULERA,

he

Al == 1007

k

g
P ae s k

Powyzszy spadek sily krytycznej EULERA rosnie
stale ze zmniejszaniem dlugosci preta. Do Ifb =17
wzrost ten jest powolny i Ak, nie przekracza w tym
przedziale kitku procent. Natomiast ponizej [/o=17
wzrost staje sie gwaltowny i Ak, osigga kilkadzie-
sigt procent, co oznacza, ze rzeczywista sila kry-
tyczna jest kilkakrotnie mniejsza od sily -EULERA.
Wrykresy kg, k& oraz Aky jako funkcji ljb przed-
stawiono na rys. 27. W ostatnim rzedzie tablicy 11 wpisano wspélezynniki &,
odpowiadajace wyboczeniu plytowemu dcianek ceownika, obliczone dla 7= 1
wedlug réwnania ‘ :

0 € 4 w8 20U

s
b0-1
g

Rys. 27

3
(63) (;) Mg +My =0,
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ktére po podstawieniu wartosci liczbowych przybiera postad

0,0370370 M@+ M$ = 0.

Widoczne jest, Ze otrzymane wartosci s3 dla matych I/b (do 1/b = 14) iden-
tyczne z wartodciami wspélezynnika & (przy uwzglednieniu trzech miejsc
znaczacych). Dla Ijb > 14 jest oczywiscie zawsze b < k., przy czym rbinica
mi¢dzy obu wspélezynnikami rosnie szybko ze zwiekszaniem dlugodci preta.

Mozna zatem w rozpatrywanej przez nas zaleznosci wyrdznié trzy wyrazne
przedzialy. Z jednej strony mamy przedziat duzych /b, w ktérym sciste wartosci
sit krytycznych praktycznie nie r6Znig si¢ od sit EULERA, mozna zatem w tym
przypadku méwié¢ o wplywie znieksztalcenia przekroju poprzecznego na silg
krytyczng; wplyw ten jest niewielki, poniewaz znieksztalcenie przekroju jest
tu zjawiskiem drugorzednym, wtérnym w stosunku do pierwotnej niestatecz-
nosci gietnej calego preta. W drugim przedziale obejmujacym mate /b sily
krytyczne praktycznie nie réznig sie od sit krytycznych wyboczenia plytowego,
obliczonych dla n = 1; wynika stad, e pierwotna jest tu niestatecznoéé ply-
towa $cianek preta, za$ odksztalcenia gietne preta sg tu zjawiskiem wtérnym,
drugorzednym, nalezy zatem méwié o wplywie odksztalcern pretowych na
statecznos¢ plytowsg. Na pograniczu tych przedzialéw znajduje sie bardzo
waski przedziat trzeci, w ktérym sita krytyczna rézni si¢ wyraznie zaréwno od

sity EvLERA jak i plytowej, przy czym maksymalne

odchylenie wynosi w naszym przypadku 4,3%,.
e Wyniki powyzsze mozna uwazaé za typowe,
jezeli chodzi o ogélny przebieg rozpatrywanej zalei-
nosci. Odpowiedni typowy zesptl wykreséw przed-
stawia rys. 28. Hiperbola EuLErRA przecina sie tu
k z krzywy wyboczenia plytowego. Ostre zalamanie
—= pomi¢dzy miarodajnymi galeziami obu krzywych

w okolicy ich punktu przecigcia lagodzi krzywa od-

powiadajgca $cislym wartodciom sily krytyczne;.

k

Jug

Rys, 28

Zaleinosé sily krytycanej od ilogci pélfal wyhoczenia, Pelne zbadanie statecznoscl
preta wymaga obliczenia sit krytycznych dla réznych wartodei #, przy czym
najmniejszg z otrzymanych wartodci nalezy przyjaé jako miarodajng. Dlatego
wyniki.liczbowe otrzymane dla n = 1 bedg praktycznie wazne tylko wtedy,
gdy dla wiekszych n otrzymamy wigksze wartodci sity krytycznej. Prze-
prowadzimy dyskusje tego rodzaju’ dla nastepujacych wartodci parametréw

{ ! / é

p=g =10, D=s0, S—1.

Réwnanie (6.1) przybiera postaé
(6.4) (411,234n2-1-0,2876925 R —250008)(ME) -+ M$P)—0,287692n R M — 0,
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 Podstawiajagc n=1,2,3,... otrzymamy = po rozwi%zaniti réwnanid (64) .
" naprezenia krytyczne'dla réinych postaci wyboczenta. Wyniki przedstawia-
tablica 12 (dla » = 0,3). .

Tablica 12
n | 1 3 4 5 %6
R0 | 1644 372 325 323 343

Najmniejsze naprezenie krytyczne otrzymamy dla #=35, co oznacza, Ze
pret wyboczy sie wedtug pieciu pétfal. Dla # = 1 otrzymujemy & = 1,646-1073,
podezas gdy dla wyboczenia gigtnego EULERA w zalozeniu przekroju nieod-
ksztalcalnego micliby$my k, = 10,97-1073. Wplyw znieksztalcenia przekroju
na site EULERA jest zatem bardzo duzy. Nalezy jednak pamigtaé, zZe $cianki-
rozpatrywanego preta s3 bardzo cienkie, a ich sztywnoéei plytowe znikome:
w poréwnaniu ze sztywnosciami pretowymi. Dlatego podana powyiej sila
krytyczna wyboczenia prawie nie rézni sig¢ od sily krytycanej wyboczenia ply-;
towego, obliczonej dla # =1 (réznica wynosi poniZej jednego promille; poréwnaj
rozwazania dotyczace tablicy 11). Fakt ten mozna uznaé za regule dla wszyst-
kich pretéw, w ktorych zmniejszenie sily krytycznej wyboczenia ogdlnego
jest bardzo duze, tzn. osigga kilkadziesigt procent. Jeszcze mniejszy jest oczy-
wiécie wplyw odksztalcert pretowych na wyboczenie przy ‘wiekszych #. Reasu-
mujac zatem mozna stwierdzié, e rozpatrywany pret ulega wyboczeniu
wedlug pieciu polfal, przy czym naprezenia krytyczne praktycznie nie réinia
sie od naprezefi wyboczenia plytowego, obliczonych dla z = 5.

Poréwnanie z wynikami obliczen uproszezonych. Ciekawe i pozyteczne jest po-
réwnanie wynikéw przedstawionej teorii Scistej z wynikami otrzymanymi
w sposéb -uproszczony, to znaczy przy zatoZeniu nieodksztalcalnosci polek,
przedstawionymi w pracach [2]-[4]. - ' ' o

Réwnanie przyblizone dla gictnego wyboczenia ceownika, przedstawione
w pracy [4], ma posta¢ podobng do (6.1)% S

BY{1 b 1o nm AN N
(63) [’”‘(F) (T§z+27')+m(a) Re _aak]x

b [wnd [B\® | {6\ 1), [t} |
PP U DR S e N i T sy -
e e O R S O L
nIT t\°
_ = () Ifis) —
12(1—%) (6) Re M o 0.
Jak widaé, réznica miedzy réwnaniem scislym i przyblizonym ogranicza

si¢ do jednego wyrazu réwnania (6.1), mianowicie M, kiéry w réwnaniu (6.5)
zastapiony jest dluzszym wyrazeniem.

5 Réwnanie (6.5) napisano biorgc pod uwage umowe o znakach przemieszezef 1 reakcji brze-
gowych plyt wprowadzona w niniejszej pracy, a réing od przyjete] w [4].
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W tablicy 13 przedstawiono wyniki obliczen dla preta o parametrach
Iih = 10, [jb = 10, hji == 50, przy zmiennym stosunku 8/ i przy n = 1 oraz
p» = 0,3. _ :

Tablica 13
8t |1 2 3
kg 102 10,97 10,53 10,07
Eggisze - 108 1,64 1,67 2,12
Feypy- 107 2,30 1,72 2,12

Dia 6/t = 3 nie stwierdzono w granicach trzech micjsc znaczacych réznicy
migdzy rozwigzaniami réwnand (6.1) i (6.5); natomiast dla 8¢ = 1 réznica ta
wynosi 40% w odniesienju do wartosci cistej lub 299, w odniesieniu do war-
todei przyblizonej. Jezeli wezmiemy pod uwage, ze w odniesieniu do wartodci ke
blad wynikajacy z przyjecia réwnania uproszczonego wynosi zaledwie kilka pro- -
cent, dojdziemy do wniosku, ze tylko w wypadkach przekrojéw blachowych
o pélkach bardzo cienkich zachodzi koniecznoéé korzystania ze wzoréw scistych,
Wniosek ten jest wazny oczywidcie tylko dla # — 1, to znaczy dla wyboczenia
ogolnego, ponicwaz dla wigksze] ilosci polfal wplyw pracy plytowej polek
rosnie i nie moze byé pominiety, tym bardziej ze miarodajne wartoéci % otrzy-
mujemy wéwezas zazwyczaj dla duzych n. ‘

7. Whioski praktyczne

Wyniki liczbowe uzyskane w pracy niniejszej oraz w pracach [2]-[4]
jak réwniez pewne nieopublikowane przez autora materialy pozwalaja na wy-
ciggni¢eie  wnioskéw praktycznych dotyczacych omawianego zagadnienia.
Wnioski te s3 nastepujace:

1. Rozwigzania ogblne przedstawionej teorii $cilejsze] wskazujg, ze prety
cienkoécienne o prostym przekroju poprzecznym przy zalozeniu wolnego
i dopuszczajgcego swobode deplanacji usztywnionych przeponami przekrojéw
skrajnych podparcia wybaczajg sie podiug sinusoidy, to znaczy tak, jak prze-
widuje klasyczna teoria pretéw cienkosciennych. Jednocze$nie ulegajg od-
“ksztalceniu falistemu $cianki preta, przy czym iloéé pétfal odksztalcenia plyto-
wego jest zawsze identyczna z iloeig poifal odksztalcen pretowych. Nie ulegajz
tez zmianie zasadnicze postaci wyboczenia dla pretéw o przekrojach walco-
wanych. Wyjatkiem jest przekrdj zetowy, w ktdrym zachodzi sprz¢zenie wybo-
czenia gigtnego w obu plaszczyznach osi glownych.

2. Jakkolwiek przedstawiona teoria nie rozréznia wyboczenia lokalnego
i ogdlnego, poniewaz zjawiska te zawszeé wystepuja jednoczesnie, to jednak
zmiany, jakie otrzymujemy w wynikach liczbowych, nie sq na tyle duze w po-
réwnaniu do wartodci otrzymywanych z klasyczne] teorii pretéw cienkoscien-
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nych, aby podzial taki przestal byé racjonalny z praktycznego punktu widzenia.
Dlatego bedziemy mowié oddzielnie o wplywie odksztalcalnodei -przekroju
poprzecznego na statecznosd ogblng preta lub o wplywie odksztalceh pretowych
na stateczno$é¢ lokalng,

3. W przekrojach walcowanych, jak réwniez w typowych przekrojach
spawanych mogg by¢ przy badaniu statecznoéci ogdinej (# = 1) uzywane row-
nania uproszczone, wyprowadzone w zaloZeniu polek nieodksztalcalnych. Row-
nania te prowadzié moga do istotnych bledéw tylko w przypadku bardzo cienkich
potek blachowych. Wniosek powyiszy pozwala na wigczenie do dyskusji wynikéw
liczbowych podanych w pracach [2]-]4].

4. Wplyw odksztalcalnoéci przekroju poprzecznego na sile krytyczng
wyboczenia ogblnego jest dla pretow walcowanych znikomy i wyraza si¢ ulam-
kiem procentu, 2 nawet promillem. W przekrojach spawanych o grubych pol-
kach i wiotkim $rodniku moze byé wiekszy, lecz w przypadkach typowych
nie przekracza kilku procent. Wplyw ten maleje szybko przy wzrodcie dlugosci
preta. W pretach bardzo krotkich moze przekraczaé nieco wartodci podane
powyzej, lecz wowezds naprezenia krytyczne beda zawsze znajdowad si¢ daleko
poza granicy sprezystosei kazdego materiatu konstrukcyjnego. Wplyw ten roénie
gwaltownie przy zwigkszaniu szerokosci polki i dla pélek bardzo szerokich
przy cienkim jednoczesnie srodniku moze, zwlaszcza wtedy gdy zachodzi
symetryczne znicksztalcenie srodnika, osiggnad kilkadziesigt procent. Nalezy
jednak podkreslié, ze tylko pod wegledem formalnym mamy woéwcezas do
czynienia z wyboczeniem preta. W rzeczywistosc bowiem odksztatcenia pre-
towe sg wowczas znikome i utrata statecznosei zachodzi niemal wylacznie przez
wyboczenie plytowe wedlug jednej poifali, a odpowiednie wyniki liczhbowe
mozna otrzymaé z wystarczajacy dokladnoscia ze wzordw rozdziatu 5, ewen-
tualnie z analogicznych Wgoréwiwyprowadzonych w zalozeniu nieodksztalcal-
noéci polek.

Mamy zatem przewaznie do czynienia z jednym z dwu przypadkéw skraj-
nych. W pierwszym znicksztalcenie przekroju jest zjawiskiem wtornym w po-
réwnaniu do niestatecznosci ogolnej — wowcezas wplyw jego jest bardzo maly
i z reguly moze by¢ pominiety, to znaczy dopuszczalne jest korzystanie ze wzoréw
klasycznej teorii pretéw cienkosciennych. W drugim - omawiany wplyw jest
bardzo duzy, to znaczy pierwotna jest niestatecznos¢ plytowa pélek preta
(w ujeciu przyblizonym — niestatecznosé skretna), za$ odksztalcenia pretowe
s zjawiskiem wtornym; wowczas wynik wystarczajgco dokladny mozna uzyskad
pomijajgc odksztalcenia pretowe i ‘rozwiazujac roéwnanie przestepne wybo-
czenia plytowego dla n = 1. W obu tych skrajnych przypadkach moina zatem
korzystaé z rownan uproszczonych, Natomiast obszar, w ktérym konieczne
jest korzystanie z pelnych réwnafi (w ujeciu Scislym lub uproszczonym), to
znaczy, w ktérym pominiecie czy to odksztalcefi plytowych, czy pretowych
daje bardziej istotne bledy jest bardzo waski, za$ wplyw odksztalcalnodcei
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przekroju jest wowczas stosunkowo meduzy i prawdopodobme tylko wythkowo
moze przekraczad- 10 procent.

- 5." Wplyw odksztalcen pretowych na statecznogé lokalnq jest w przypadkach'
majacych praktyczne zZnaczenie znlkomy 1 zawsze moze byé pommu;ty
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Peswome

OBIIAA TEOPHUSA VYCTOUYHBOCTH TOHKOCTEHHLIX CTEPXUEN C VUETOM
IEROPMALIMH TIOTIEPEUHOIO CEYLRIINS

Uacrs I, Crepyxud ¢ IIPOCTHIM IIOOSPCUHLIM CEUSHHEM

Pabora npencrasisier cofoi IPoAOIKEHHe TIPENBIIYITUNX IyGIMKAIME ABTOPA
[2]-[4]. E€ npenmerom smmseTcs TEOPHA YCTOHMMBOCTH TOHKOCTEHHBIX CTepIKHE,
0000nmAroman H3BECTHEIE TEOPHM OBINCH ¥ MECTHOW IOTEPH YCTOMYABOCTH OJTH
TEOPHMH HE TOUHBI, TAK KAK ¢ OJHOH CTOPOHEBL Ke YUUTHIBRIOT BIMAHNS He(QOopManHH
MIOTIEPEYHOr0 ceueHHs Ha AediopMAan CTepKHel, a ¢ ,'E[pyr()H CTOPOHBY — BIHAHH
AehOpMANHE CTEP>KHEH HA Te)OPMATIHY CTEHOK. - '

Paccy)ieHIs OrpaHmUMBAIOTCA YIPYTOH 30HOK OCEBOTO. CHATHA CTEPIKHEH,
00JIa/IAFOTIUX TIOJTMIOHANBHBIM TIONEPEYHBIM CEUYCHMEM ¥ IIOCTOSHHOM TOMIMHON
Kaxgoil cremku. IIpemuonaracrces, WO TOMBKO JIHIE 062 KOHUA YIKECTUSHBL |
TOHKHMM HayparMamyl, MPeNATCTEYIOIEME MediopMauy OIOPHLIX CCUEHHMI,
2 TAIOKe YTO OHOpHI CHAGHMKEHEI mapﬂupamn M JAIT BO3MOXKHOCTE CBOOOHOM
DEIUIAHAUNY Kpalnux CceueHmii.

IIpepnaraerca pasyeneHue HA B TPYINILI TONMICHANEHBIX cedennit. Ceuenns
IepBOH I'PYIMLI HasbBaempie NPOcThIME (puc. 1) XapaxrepmayioTca Tem, 9TO
HX Red)opManE BBISBIBAIOT HETOCPE/ICTBEHHO TOTHKO HEpeMEIIcHMA TOYEeK IIo
HANPABICHUI0 HOPMANFHOM K CTEHKe, {HACATENLHAR COCTABJAIOIIAS DPABHSETCH
nymo). B ceuenunx propoif rpymmbi (pHC. 2) HASHIBAGMBIX CIIOMCHBIMH TAIOKE
BO3ZMOXKHBL TIEDEMEINEHHS 10 HANPEBICHHIO KACATEIIBHOM K CTEHKE, BOSHHKIINE
HENOCPEACTBEHIIO BCeACTBHE Aedopmanup ceveHus., B pafore mogpobHO pac-
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CMATPUBAIOTCA CCUCHHA HepBOH . IPYIIBL (cewenyA BTOPOH TDYINGI 6y,uyi- TEMOH
orpensHOl MyGmimKanm). -

Iz xEoH ciedopMEpOBaHHON CTEHKM ¥ CTEPIKHA (puc. 6 m-7) paccmarpu-
paeMOil OTHENBHO COCTABIAETCA YPABHCHHC DABHOBCCHA (2.3), B xoropom P,
ofo3uadaeT UACTh CHREMArOHieH CHAbI, AeHCTEYIONCH HA CIEHKY, 2, HArpPYsKY
PEANIEAMIT COCEMIHNX CTeHOK. (/Bur T, oupemessiercsa KaK CymMma KACATEJIRHBIX
HATSIKCHMH 7 MCIoNE3yA (aKT, YTO B IPOCTOM IONEPETHON CEUCHUHN OHM HE 53-
BHCAT HEMOCPEHCTBEHHO OT Ae(DOPMAIMM CEYCHHs U HOITOMY BBIPHANOTCH dbop-
mysoit (2.1), npumensemoi i mepedopmupyembix ceuennit, Ilonydarorca OKOH-
warensHo ypapmenua tand (2.7), B KOTOPBIX BBICTYHAIOT KOMIOHCHTSL En—
HEpeMEIEHIT ¥ ¢ NIOBOPOTA TIOMEPETHOTO CEUCHNS M MEPEMEINCHHMs £,, KOTOpbIE
MOKHO BBbIpasurth Benmumbamu £, 7, ¢. Kpome TOTO COCTABISICTCA yDaBHEHHE
PABHOBECHS IOHEPEUHBIX HIrUOAXOIINX MOMEHTOR, reficrryromux Ha xpaio (2.10).

Peakuum p,, My, MKy OTASTGHBLIME CTCHKAMM MOYKHO BCET/JA OHPE/CHIb
¢ TIOMOIBI0 BEIMUHH £, 73 @, H YIUIOB TIOBOPOTA Kpas ¥, KaK DEAKIHH O/[HOHA~
[PABIEHHO CRAMACMOH TUTACTHHKH, IPOMNOABHBIE KDAA KOTOPOH  HOOBepTa-
OTCA 3aTAHBIM KpacBhM Tepememenuam A 1 @ (puc. 11 u 12). CooTrsercTByIOWHE
dopmye1 (3.8), (3.9) u (3.10) monyuaroTcs peas ypaBHCHRE (2.9). B pesynsrate,
po Beex ypaEHemmax Tna (2.7) m (2.10) HEHSBECTHRIMA OCTAIOTCA BCEIAd TPH
KOMIIOHCHTA TIepeMeltennit crepxueil &, 17, ¢ 1 YIUbl BOBODOT2 9, ONPENEILII0-
" mue medopmarmEio ceyeHusA. [IpupaBHEHHME K HYJI0 ACTCPMUHANTA, Oy UeHHOH
raxuM CrocoBoM OIHOPOJHON CHCTeMBl YDAaBHEHWMI, JaeT YCIOBKE IPOJOIBHOTO
parufa, B BHAE TPAHCIENEETHOrO YPABHCHMA, B KOTOPOM HCH3BECTHOH sIBIACTCA
GeapasmepHBIH Koadburment k = o/E (roe o — €CTh KPHTHAYECKOE HATPSKEHIE) .

B paspene 4 npOBo,uHTEH mompoEeId aHaNEs yCTOHUHBOCTH s Goree BaXK-
HBIX TUIOR ceuepmi, B pasfene 5 pacCMATPHBAEICH B KAYECTBE ocoforo ciyuas
Bbmyqnﬂéime CTeHg!_)__I'g; co'_rBeTc"x_?‘gyrome (popMYIIBL MOMKHO IONYYHTH TEPHHAMAL
B BBIBEJCHHEIX 001AX dopmytax & =5 = ¢ — 0. B pasgeie 6 npuBORATCA
YHCIIOBBIE PE3YJIBTATEI H JIHCKYCCHA I M3rubHOH MOTEpH YCTOHYABOCTH KO-
KOpOGYATOro Co9eHHsA CPABHHBAA HX C pesymsTaTAMd TONyYeHHBIME B paboTe [4],
HpH 1pe/IIoIoKeHH HeAehopMUpyeMOCTH TI0NCK.

SARIIOUCHE MOKHO CHOPMYIHPOBATH CIEAYIONMM 00pasom:

1. Bnusmme edOpManyi CeyeHWs HA KPHUTHUCCKYIO CHJy B RPCKATHLIX
CTEPYKIAX — HAYTOYKHO M BBHIPAKAETCH B JIOJWIK [POTEHTA IUIM MPOMHIIIC.

2. B CrepIKHAX C OYedb TEOKON CTERKOI M MIMPOKMME MOTKAME 9TO BIHAHHE |
MOIKET GBITH GONBIIIE, HO B NPAKTHIECKA BAXHBIX CIYHasiX TOMBKO HCKTHOHTCLHO
MOYKET. HPEBRICUTH HECKONBKO IIPOICHTOB.

3. Bmaanwe Jedopmanue CEUCHHA TIOBBINACTCA C YMEHBIICHHEM  JIJIHHEL
CTepyUnT ¥ B OUCHb KOPOTKUX CTEMIHHESX TEOPETHUCCKH MOMET ROCTHY HECHOIIB-
KHX JIeCHTKOB HPOIEHTOR, B 9THX Cydasx KPHTHYCCKAA CHIA He PASHHTCA IpPaK-
THUCCKH OT KPHTHUECKOH CHUIBI BLIUCHMs CIEHOK, BBHIYMCICHHOH 7 72 = 1

(puc. 28).
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4. Iloutw Beerza mpuM HCCIIEOBAHMY YCTOMUMBOCTH MOYKHO MPEAIONOMKHTE,,
QIO II0JHKH Hepeopmupyrores. TIorpelmBocTn uMeror CYIIECTBEHHOE '3HAYCHHE
TOJNBKO B CHYY4E OYeHsh TOHKHMX HOJOK M3 JIHCTOBOLO KEJe3d.

5. Bmuamme pmechopmarnmd crepixiei Ha BBIIYYABAHAHE CTEHCK HHYTOMHO
H HCM BCeTJa MOMKHO IpeHebpeys.

Summary

GENERAL THEORY OF STABILITY OF THIN-WALLED BARS
WITH DEFORMABLE CROSS-SECTION

Part I. Bars with Simple Cross-Section

This is a continuation of the former paper by the present author, Refs. [12]-[4].
The subject matter-is a theory of thin-walled bars constituting a generalization
of the known theories of primary and local buckling. These theories are not
accurate beacause they do not take into consideration the influence of deforma-
bility of the cross-section of the deformation of the bar and, on the other hand,
the influence of the deformations of the bar on the deformations of its walls.

The assumptions are as follows: the elastic range, axial compression, the
polygonal cross-section and constant thickness of every wall. Tt is assumed
further that the ends of the bar are stiffened by thin diaphragms preventing
the deformation of the end cross-sections and that the supports are hinged
ones” and enable free warping of the end cross-sections.

The polygonal cross-sections are classified into two groups, Characteristic’
of the first sections, called simple (Fig. 1) is that their deformation causes
directly only the displacements normal to the wall (the tangential components
being equal to zero). In the cross-sections of the second group (Fig. 2} — called
composite displacements tangential to the wall are also possible. Cross-sections
of the first group are discussed in detail in the present paper. The second
group will constitute the subject matter of a separate paper,

For each deformed wall # of the bar (Fig. 6,7), treated separately, the
equilibrium equation (2.3) is established, P, denoting part of the compressive
force acting on the wall and p,—the distributed reactions of the adjacent walls,
The shearing force 7T, is expressed as a sum of the shear stresses 7 making
use of the fact that for a sinple cross-section they do not depend directly on
the deformation of the cross-section and are given by the Eq. (2.1) for indeform-
able cross-sections. Thus, finally, we obtain equations of the type (2.7) in
which the displacement components & 5 appear as well as the rotation g of
the cross-section and the displacements of the walls £, which may always be
expressed in terms of the quantities &, #, ¢. In addition, the equations of equilib-
rium (2.10) are established for the transversal bending moments acting along
the edpges.
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The reactions p,, my, between the walls constituting the reactions of
a plate compressed in one direction with longitudinal edges undergoing edge
displacements 4, & (Fig. 11,12), can always be expressed in terms of &, 7, ¢
and the rotation angles v, of the edges. The relevant formulae (3.8), (3.9),
(3.10) are obtained by solving the Eq. (2.9). As a result there remain always
in all the equations of the type (2.7) and (2.10) the three unknown displacement
components of the bar &, #, ¢ and the rotation angles y,, determining the de-
formation of the cross-section. Setting the determinant of the system of homo-
geneous equations thus obtained equal to zero, we obtain the buckling condition
in the form of a transcendental equation, in which the unknown is the dimen-
sionless coefficient & == ofE (where o is the critical stress).

Tn Sec. 4 a detailed analysis of stability is given for the most important
types of cross-section. In Sec. 5 plate buckling of the walls is considered as
a particular case, which may be obtained by assuming £ = 5 = ¢ = 0 in the
general equations obtained. In Sec. 6 numerical results are given and a dis-
cussion for flexural buckling of a channel section. These results are compared
with those of the Ref. [4] where indeformable flanges were assumed.

The conclusions may be formulated thus:

1. The influence of the deformability of the cross-section on the critical
force in rolled profile bars is insignificant and amounts to a fraction of one per
cent.

2. In bars with very flexible web and broad flanges this influence may
be greater, but in practice it exceeds a few per cent only in rare cases.

3. The influence of the deformability of the cross-section increases rapidly
with decreasing the length of the bar, In very short bars it may reach theoreti-
cally a few tens per cent. In these cases the critical force does not differ practi-
cally from the critical force for plate buckling of the walls computed for n = 1
(Fig. 28, Table 11): =~ .

4. Tt may practically be always assumed that the flangés are indeformable.
The errors are significant only in the case of very thin flanges.

5. The influence of bar deformations on local buckling is insignificant
and may be disregarded.
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