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Wspbdlczesny rozwé) techniki motoryzacyjnej i lotniczej wywolal zwigkszone
zainteresowanie takimi materiatami, jak kauczuki naturalne i syntetyezne,
gumy, rézne tworzywa sztuczne itp.; wzroslo rowniez zainteresowanie meto-
dami obliczen konstrukeji, wykonanych z tych materialéw. Istotng cechs
powyzszych materialéw jest ich duza elastyczno§é oraz zdolnosé dobrego
na ogél tlhumienia drganh i znoszenia duzych przecigzen.

Materialy o wilasnodciach zblizonych do kauczuku charakteryzuja sie nie-
liniowymi zwiazkami fizycenymi w zakresie odwracalnych odksztatcen spre-
zystych. Licznym pracom poswigconym badaniom fizycznych i mechanicznych
whasnoéci materialéw kauczukowych towarzyszyl rozwéj nieliniowej teorii
sprezystosci duzych odksztalcen. R.S. Rrviiw, J. F. Smrta, A. E. GrEEN,
W. I.. BIDERMAN 1 inni badacze rozwigzali przy uzyciu réznych metod wiele
konkretnych probleméw tworzac obszerng hteraturQ zagadnienia (por. np.
- [11, 2], 16])- '

Istnieje wielka ilo$¢ typow lacznikéw sprezystych réznigeych sig ksztaitem
oraz sposobem wykonania, ktére poddane sg réinym rodzajom obcigZzeniz.
Znalazly one szerokie zastosowanie m.in. w zawieszeniach zespoldw nape-
dowych, w zawieszeniach nadwozi
i kabin samochod6éw, w réznych ro- 1
dzajach amortyzatoréw i stabilizato- - ‘
réw, [3] 1 [5]. Zasadniczg grupe
tacznikow sprezystych tworza tuleje
metalowo-gumowe, tzw. silentbloki,
skladajace si¢ przewaznie z dwoch
wspotérodkowych  tulejek  metalo-
wych, pomiedzy ktérymi znajduje sie '
cze$é gumowa (rys. la). Polgczenie
czgéei metalowych z gumowa uzy- _
skuje sie badZ na drodze zwulka- Rys. "
nizowania gumy pomiedzy tulejami '
netalowymi, badZ przez 0dpow1ednle wprasowanie tulei gumowej. Czesto ze-
wnetrzna tuleja bywa poprzecinana wzdiuz tworzacych, azeby unikngé wstep-
nych, wywolanych wulkanizacja, naprezen $ciskajacych.

W niniejszej pracy rozwazamy dwa typy lgcznikéw przedstawionych na
rys. la i 15, poddanych odpowiednio kolowo-symetrycznemu i plaskiemu
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dcinaniu, przy zaloZeniu statycznego sposobu obcigzenia i bardziej ogélnej
niz w innych dotychczasowych rozwazaniach postaci potenqalu sprezystosct.

Obliczanie statyczne tego typu igcznikéw uzasadnione jest niewielkim
wplywem czestosei zmian obcigZenia na charakteryzujgce material dynamiczne
moduly sprezystodci. W zakresie 10-200 hz moduly dynamiczne pozostaja
praktycznie niezmienne, jakkolwiek moga istotnie réznid si¢ od odpowiednich
wartosci statycznych, [7].

Przyjeta ogdlniejsza postaé potencjalu sprezystodci prowadzi dla zalozonego
schematu $cinania do nieliniowych charakterystyk pomiedzy obcigieniem
i odpowiadajagcym mu przemieszezeniem, jakodciowo zgodnych z wynikami
eksperymentow.

W dalszych rozwazaniach postuiymy sig metodq opisang w znanej ksigZce
A. E. Greena i W, ZrrNy, [2], korzystajac z oznaczett wprowadzonych przez
autordw tej ksigzki, co nds zwalnia od objadniania i definiowania wigkszodct
uzytych pojed.

1. Stan odkszta!cenia

Dany jest diugi walec kolowy o promieniu zewnetrznym b 1 wewnetrznym a,
ktorego powierzchnie czolowe okreélone sa dowolng powierzchnig obrotows
@(7). (rys. 2). Walec wykonany jest z materialu

M) ; L niescisliwego charakteryzujgcego sig sprezystosdceia
kauczukowata. Zatézmy, Ze zewnetrzna po-
wierzchnia tworzgca jest nieruchoma, za§ we-
wnetrzna doznaje skonczonego przemieszezenia
w, tylko w kierunku osi walca, a dowolny punkt
P, (rys. 2) przemieszcza si¢ niezaleznie od wspot-
rzednej = Uklad utrzymywany jest w rowno-
) - wadze za poérednictwem naprezent stycznych
rozlozonych réwnomiernie na powierzchniach
tworzacych walca. Postulowany schemat od-
ksztalcenia odpowiada doéé dobrze przypadkowi
przedstawionemu na rys. la. '
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W ciele nieodksztalconym przyj mujemy uklad
wspolrzednych kartezjanskich «%, #% % z po-
czatkiem w punkcie O. Jedli jako uklad wspél-

rzednych zwigzanych z cialem (unoszonych)
przyjmiemy uogélniony uklad wspélrzednych walcowych (rys. 2)

(1.1) C Gl=r, =9, 6 —z,
to : : - ,
(1.2) Xl = _rcosﬁ‘,' x®=rsind, &= p(rit=.
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Kowariantny 1 kontrawariantny tensor metryczny mozna przedstawié
w postaci -

I—l—(p’a 0 (p’ r 1 0 —(p'
(1.3) gy=1 0 2 0], gi= 0 1 0 )
) g 0 1 —q .0 14
(1.4). g = |gy| = det (g,) =1

we wzorach tych wystepuja pochodne wzgledem zmiennej 7.

W ciele odksztalconym zgodnie z poczynionymi na wstepie zaloZeniami
punkt P, (rys. 2) mégt doznaé jedynie przemieszczenia promieniowego u(r)
i osiowego w(r), ktére nie zalezy od zmiennej z. Wspélrzedne kartezjanskie
punktu P po odksztalceniu dadza si¢ napisa¢ w postaci

(1.5) ' = [r—u{r)]cosd, y*==[r—u(r)]sin?, »*=q(r)+z+w(r).
Jesli oznaczymy @(r)+w(#) = p(7), to ostatnie wyrazenie (1.5) przybierze
postaé
(1.6) P = () | 5.
Kowariantny tensor metryczny ma postac
(1—u"Pfyp' 0 ¢
G, = 0 (r—u)* 0
(L.7) [/ 0 1
G = iGiji — (1 —u'y* (v —u)’.
Warunek niescisliwoéci wymaga, zeby Gfg = 1; stad otrzymujemy réwnanie
(1.8) (L) (r—uff = 72,
ktérego catka ogblna ma postad
(1.9) .- , - u=r4y PC
7 Jedli zgodnie z “zalozeniami [u],_,= 0 i [#],_, =0, to dla speinienia
warunku niescisliwoéci musi byé u= 0, zad kowariantny i kontrawariantny
tensor metryczny przybiorq ostatecznie postad '

3

Ty 0y _ 1 0o —y
(110) G,=| 0 = o, a=[0 1 0
v 0 1 —y' 0 14ye

Niezmienniki stanu odksztalcenia sg nastepujgce:
Il = rsGrs - 3+("P’ ”‘P')z = 3+w’2’

1
(1.11) 1, = 7(1%—gfmgmGrsGm) =34y —¢)P=3+w?,
I3:= Igrmes! :G/gz 1' .
Pomocniczy tensor BY, (por. [2])
(1.12) Bi = Lglg"g"G,,
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przybierze w naszym przypadku postad

2 0 —(p'+y) |

1 ! '
(1.13) Bi=| 0 —5 240 —¢')] 0
—(#'+y) 0 24"ty ]

Symbole CaristorreLa 11 rodzaju sg réwne tozsamodciowo zeru Procz '
nastepujgeych:
(114) I =", 13y = —r, I =y, Ihy=1T% =1]r.

2. Stan naprezenia i warunki réwnowagi

Potencjal sprezystosei (gestoéc energii odksztatcenia odniesiona do .jednostki
objetosei przed odksztalceniem) przyjmiemy. w postaci wynikajgcej ze staty-
stycznych rozwazan A. Tstrary, N. HasartsuMe i M. TATIBANY, [4], 1p0daneJ
w pracy [8]:

2.1) W = Cy(I,—3)+C:(1,—3)+C. (12 -9),

gdzie €y, C,, C, s3 to stale chdrakterystyczne dla danego materialu,
Rozwazania autoréw pracy [4] zostaly zweryfikowane dodwiadczalnie
przy roznych stanach naprezéenia i odksztalcenia dajac bardzo dobrg zgodnosé
w duzym zakvesie odksztalcen, przewyzszajacym zakres stosowalnodci znanej
formuty M. MoonNey'a. Wzér (2.1) przechodzi w formuit; MooNEY's, jedli
zatozymy Cy= 0 (por. [7]).
Kontrawariantne wspélrzedne tensora naprezenia dadzg sig¢ obliczyé z za-
eznoéci (por. [2] lub [8]) » ‘
1 L oW o o
(2.2) o S PO = 2(C 20, L) 20, B

i IJ .
w ktérej y,, oznacza kowariantny tensor odksztalcenia, B tensor okreslony
wyrazeniem (1.12), p skalarng funkcje wspélrzednych unoszonych zalezng
od warunkéw réwnowagi i warunkéw brzegowych.

Jedli oznaczymy ‘
(2.3) 2C,+4C,+12C, = D,  4C,—=T,
to w mysl (2.2) otrzymamy kontrawariantny tensor napre¢zenia okredlony z do-
kiadnodcig do funkcji p:

[ o= Dipt T~
P — Do p(T426,) (i =)
(2.4) i w0 = (D4p) (149" + (20 +p) (v =)+ T(14¢7%) (' —¢')
—M = (D-p)¢’ +(202+P) (w )T =),

l 28— 12 g,
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Réwnania rownowagi wewnetrznej w przypadku braku sit masowych mozna !

zapisaé W postaci

(2.5) P T L = 0
b krotko .
(2.5.1) =0,

przy czym dwie pionowe kreski oznaczaja pochodng kowariantng w bazie

odksztatconej, za§ przecinek pochodng czastkows.
W naszym przypadku z uwagi na kotowa symetrig zagadnienia ilo&¢ réwnan

sprowadzi si¢ do dwéeh réwnah nastepujacych:
{ T?i”!"F%QTn‘!‘IEzT% =0,

(2‘6) a3 gl L 2 18 19 52 —=0
. P3N T T AL T Vs

a po uwzglednieniu (1.14) 1 (2.4)
d ' i tr rr 2C ' "ne'
( -jf—JrZT(w —¢') (v —¢ )—fr—z(w —¢')F =1,

(2.7) l ,,,,r___dﬁ,,#ff_?i [2C,(y —9") o'+ (D —2Cy)+ T(ep'—(p')ﬂ%

dr ¥
L : _(-‘P”_@”)[(’D—ZCz)MZT(QP'-*(P')Q?'JrT(TP'—*fP')Z] = (.

Rugujac z powyzszych réwnar dp ldr i pamigtajge, Ze p—g¢ = W, oﬁrzymamy

réwnanie nieliniowe zawierajace jedna nie znana funkdje w (7), a mianowicie

28)  (D—2C)w"+(D—2C) }:;qLSTw”w"*’-—!—T%E— — 0.
QOznaczajac l_ R . ‘

@9 ?}’ﬁ - éﬁ?@%ﬁzc} — k — const,

otrzymamy po pierwszym scatkowaniu réwnania (2.8)

(2.10) ko' = if—:

gdzie A oznacza staly catkowania zaleing od warunkéw brzegowych.
" Catke ogdlng réwnania (2.8) mozna- uzyskat w postaci parametrycznej,
2 mianowicie ‘

1

. A 1 14 kw2
@11)  w) = Af(4, )+B = A[~1+%‘}W+_ffln ki

TRew'™(r)

i

gdzie parametrem jest &' obliczone z réwnania trzeciego stopnia (2.10), zas
A i B sa stalymi catkowania.
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Warunki przemieszczeniowe na zewhetrzne] i wewngtrzne] powierzchni
tworzgeej walca: dla » = 9, w — wy dla v = b, w = 0 okreslajg staly B:

(2.12) B= —Af(4,5) = — [IMZIW (OB I 1;320;25()5) ]

i réwnanie przestgpne wiazgce staly A z odpowiednim przemieszczeniem w,
ma postad

2.13)  wo = A[f(4, )1 (4, 0)] = 4 [Tkzlvmg—(a_)_e__; n; 1:;?23@
B 1 1+ kw'2(b) ]
THeo®() 2 | ke?(5) ||

Wielkos¢ p wyznaczyé mozna z pierwszego réwnania réwnowagi (2.7)
napisanege w postaci

dp 1 1_202 e
(2.14) d7+2Tw W =0,

o ile znamy rozwigzanie w’ réwnania (2.10).

Wiadomo, Ze réwnanie trzeciego stopnia (2.10) posiada rézne rozwiazania
w zaleznosci od tego, czy wyréznik charakterystyczny posiada dodatnig czy
ujemng wartos¢. W dalszym ciggu rozpatrzymy dwa mozliwe przypadki, zalezne
przede wszystkim od znaku wspélezynnika k.

3. Przypadek pierwszy &> 0

Przypadek ten odpowiada dodatniej wartodei stalej materiatowej -C,
(C11Cy zawsze sg dodatnie). Odpowiednia charakterystyka rozciagania w ukladzie
o, % (napreZenie jest odniesione do przekroju po-
czqtkowego) jest bardziej «sztywna» (tj. posiadajgea
mniej wyrazne przegiecie) IllZ w przypadku O,
ujemnego (por. rys. 3).

Wyrdznik A réwnania (2.10) jest wowczas zawsze
wickszy od zera, '

' 1 A2
3-1) A= T =0
¢ . Swewawi 1 rownanie (2.10) posiada jeden plerwmstek rZeczy-

Rys. 3 w1sty

y A 1M T 4 (A2 1V
(32) @)= [Zrk (4r2k2+ 27k3) ] +[_2}?+ 7?17"’7%5"{_%) -

1 w
:“le/-_."??ESh?’
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gdzie oznaczono

(3.3) shw =

Podstawiajac funkcje (3.2) 1 jej pochodnq do ,éw‘n'ahia“ '(2‘_'1;) otay Zastes
pujac zmienng 7 przez x¥ = sh /3 na podstawie (3.3) otrzymamy po scatko-
waniu zaleznosc

6 = oot Cimars -t T,

w ktérej p, oznacza stalg noszacy charakter cignienia hydrostatycznego, zalezng
od warunkéw brzegowych na powierzchniach czolowych walca.

4, Przypadek drugi 7 < 0

Przypadek ten, bardziej interesujacy ze wzgledu na to, Ze reprezentuje
wieksza ilog¢ materialéw kauczukowatych, odpowiada ujemnej wartoéci C,
[mianownik wyrazenia (2.9) jest zawsze dodatni, gdyz C,+C, > 6C;]. Charak-
terystyka rozciagania dla tego przypadku jest bardziej «migkka», tj. posiada
bardziej wyrazne przegigcie niz dla C, dodatniego (por. rys. 3).
Wyr6znik (3.1) réwnania (2.10) bedzie mniejszy od zera, o ile?

' 1 A2
1) Tk T e

Zaktadajge ze warunek (4.1) jest spelniony, réwnanie (2.10) posiada trzy
pierwiastki rzeczywiste:

“2 @)= z]/ jlﬂ cos (%Jrnéi‘i) (n=0,1,2),
gdzie . - L ' ‘

(4.3) . cos @ = —\—]/ 3k.

Blizsza analiza zaleZnoséci (4.2) z uwzglednieniem (2.11) 1 {2.13) prowadzi
do wniosku, ze istnicje jeden £ciéle okreslony pierwiastek réwnania (2.10),
odpowiadajgcy przyjetym na wstepie zaloZeniom. Jesli weZmiemy pod uwage, ze

a) przemieszczenie w, okreslone wzorem (2.14) musi byé w przyjetym
ukladzie wspotrzednych dodatnie, w, = 0 (czyli A <0), przy czym wo = 0
odpowiada stalej] 4 = 0;

b) pochodna przemieszczenia w'(r) okreslona wzorem (4.2) spelnia warunek
w' << 0 i réwna sie tozsamosciowo zeru dla kazdego 7, jesli wy=0 (tj. w stanie
nieodksztalconym);

1 W przeciwnym przypadku wyréénik staje sig dodatni i mamy rozwigzanie (4.8) podane
dalej.
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¢) w'(r) i w(r) rozpatrywane jako funkcje @, sg monotoniczne, to rozwig-
zanie (4.2) réwnania (2.10) przybierze ostatecznie postaé¢ odpowiadajacy n = 2,

(4.4) _ W (r) = zl/% cos (%-l——; az)

o ile dla kata o okreslonego wzorem (4.3} bedziemy przyjmowaé wartoscei
dodatnie (0—n/2). Identyczne z (4.4) wyniki otrzymamy dla n=1, o ile
dla kata w przyjmowaé bedziemy wartodel ujemne (—m/2—0)..

Nalezy nadmienié, ze przytoczone rozmmowanie nie pozwala whioskowaé
o statecznodci problemu, ujawniajacej si¢ dopiere po naloZeniu na odksztal-
cenia skonczone dodatkowych maltych odksztalcefi. Charakter powierzchni
czolowej @(r) nie wplynie w naszym zagadnieniu na funkcje przemieszezenia
w(7), natomiast istotnie wplywa na stan naprezenia okreslony zaleznogciami
(2.4).

Postepujgc podobnie jak w p. 3 otrzymamy zaleznoéé na skalarng funkcje p.
Wprowadzajac oznaczenie

(4.5) | ; x = gos%

i dokonujgc zamiany zmiennej r na &, otrzymamy z réwnania (2.14)

8 423 1 . of. 2%
(4.6) p(x) = ?{czlx_gnjgdrlnmx -3;] cos (nT)+

V3V 1 al] . [ 4w
1/3]/1 x2-§~x sin n3 +
x ot 1 -]/3 . 27
+C, l21—~3—+—8 ﬁln gﬂ-—l 7 ] sin? (nT)—}—
+%—x2cos(n4%)——§memsin (n%m)} + Po»

gdzie p, jest staly, zalezng od warunkéw brzegowych na powierzchniach czo-
towych walca, _
$esli (w przypadku k << 0) zachodzi nieréwnosc,
. 1 -
— o <

G,
i ) PRV g B
5 [x]/ ‘. +2]/3

4.7)

- to zamiast rozwigzania (4.2) otrzymamy

(4.8) L w@= 23/:%;0}1_‘3‘1,-
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gdzie
34—
(4,9)- ‘ chw= — ,,21,—]/—3;&.
Oznaczajac % = ch /3, uzyskamy nastepnie z réwnania (2.14)

c, T
#10) P = O (e —3)+ 2% n[498—3 ] =g,

5. Naprezenia na powierzchniach tworzacych walca. Zwiazek pemiedzy silg i przemieszezeniem

Rozpatrzymy obecnie naprezenia wystepujace na powierzchniach tworza-
cych walca. Okreslenie charakteru tych naprezen jest bardzo istotne ze wzgledu
na mozliwoéé odrywania si¢ materiatu Igeznika od metalowych pow;erzchm

Jednostkowy wektor normalny do wewnetrznej powierzchni walca ¥ = a
(skierowany na zewngirz materialu) mozna wyrazi¢ przez wspblrzedne
5.1 - = — ey, By = —1, my=m, =0,

, Y GH

Skladows normalng napiecia powierzchniowego P przypadajges na jednostke

powierzehni odksstalconej otrzymamy z zaleznosci

PG

(52) P(n) /G,T = PkG G = 'L’kin,; d; = —-«'1,’.11(51),
a po uwzglednieniu zwigzkéw (2.4)
-3) Py = —7(a) = — [Dfp-+-Tw*a)].

Odpowmdma skladowa styczna napigcia powierzchniowego P wyrazi sig
wzorem

(5'4) . . P(t) = %GGq = Pka ' Gg = TmniGm: . lel Gkaa
Tub o ) .
(55)  Py'= — [ Gy 7 Go] = — [(D—2C0)w/(a) + T (@)].

Nalezy podkresli¢, ze wielkosci P, i Py, sa odniesione do bazy jednost-
kowej z uwagi na zaleznodei (5.2) i (5.4).

Zupelnie analogicznie mozna okresli¢ napiecia powierzchniowe na zewngtrz-
nej powierzchni walca r = b; otrzymamy wowczas wyraZenia z przeciwnym
znakiem, w ktérych zamiast w'(a) nalezy podstawi¢ w'(b).

« Jesli zgodnie z zaloZeniem uczynionym na wstgpie naprgZenia styczne
dzm{amce na wewnetrznej powierzchni walca wywolane s3 sﬂg S przypadajaca
na Jednastkg dhugosei Walca, to.

(5.6) S — 2maP,, — — 2man!(a) [(D— zcz)+ Tw'*(a)],
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a po uwzglednieniu (2.3) otrzymamy ostatecznie
(5.7) S = —2maw'(a) [(2C,+2C,+12C,)+-4C 0w (a)].

Zaleznodd powyisza wyrazajgca nieliniowy zwigzek pomiedzy silg S 1 wy-
wolanym przez nig przemieszczeniem stanowi w pewnym sensie podsumowanie
dotychezasowych rozwazan.

Powszechnie stosowana prosta formuta M. MoONEY'A na potencjal sprezys-
stogci dla materialéw kauczukowatych prowadzi przy naszych zalozeniach,
zgodnie zreszta z intencjami jej autora, do liniowego zwigzku pomiedzy silg
i przemieszczeniem, Wynika to w pewnej mierze z tego, Ze realizowany przez
nas stan odksztatcenia w gruncie rzeczy jest zgodny z przypadkiem prostego
§cinania (posunigcia), dla ktérego M. MooNEY wyprowadzajgc swojg formule
postulowal liniowy zwigzek pomi@dzy napr¢zeniem i odpowiednim odksztal-
ceniem. Do sprawy tej powrécimy jeszcze w dalszych rozwazaniach.

Przejdimy w dalszym ciagu do zbadania naprezed Wystgpujqcych na po-
wierzchntach czotowych walca (rys. 2). Nalezy przy tym pamigtaé o odmiennym
sposobie sformulowania zagadnienia brzegowego w teorii skottczonych odksztal-
cen w pordwnaniu z teorig klasyczng. Jesli majgc okredlong forme ciala nieod-
- ksztatconego B, okredlamy pewng forme ciala B w stanie odksztatconym, to
otrzymamy w wyniku jednoznacznie okreslony stan naprezenia w ciele B lycz-
nie z wymaganymi do realizowania tego stanu napigciami powierzchniowymi.
Dla materialéw niedci§liwych stan naprezenia okreflony jest z dokladnodcia
do stalego ciénienia hydrostatycznego (por. [21).

Jednostkowy .wektor normalny do czolowe] powierzchni walca (2 = 0)
W stanie odkszta}conym pomada wspblrzedne

1
(58) nzﬁ, nlznz—:o, ngxm.
Odpowiednia skfadowa normalna napiecia powierzchniowego na tej po-
wierzchni réwna jest zatem

Q G 33
5.9 BG, - GF) = — K34 —
( ) Q(u} ]/G%' ]/1+ s (Q |3 G ) ]/1 2 ( #y k) l—l_ 2t

Jesli zazgdamy korzystajgc z zatoZenia dotyczacego diugosei walca

(5.10) merdr -

b ' . ¥
= f [(D42) (14+92)+ (2Co+p) (@420 ')+ T (L ¢ '] —117 =0,

to otrzymamy rdwnanie, z ktorego mozna Wyznaczyc meikose Pa Wystt;pujch
we wzorach (3.4), (4.6) i (4.10).
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Jest rzecza zrozumialy, ze catkowanie (5.10) powinno przebiégéie,d.iﬁ_. oB'fgmeJ._
funkeii ¢(r) jak réwniez dla ustalonego wspblczynnika & = 0 lub & < 0. W szezes .
gblnym przypadku ¢(r) = 0 wyrazenie (5.10) przybiera prostsza postad i RO
byé scatkowane w podobny sposéb jak funkcja p; niemniej rachunki sg bardzo
ucigzliwe.

6. Przypadek materialu Mooney’a

W przypadku materialu MOONEY'a, tj. przy zalozeniu we wzorze (2.1)

C, = 0, poprzednie zaleznosci i réwnania poczawszy od p. 2 doznajg znacznych

uproszczen.
Kontrawariantny tensor naprezenia przybiera teraz postad

11 = 2(C;+2C,)+-p,
22 = 2(C,+ 2C)-+2C, (3" —¢ Y -+p,
(6.1) = [2(C,+2C5)+p] (1) + 201 p) (v3-—¢7),
— = [2(Cy 1 2C5)+ple +(2Co+p) (¥ —¢),
% = 712 = (),
Rczwazajage warunki réwnowagi (2.7) otrzymujemy na przemieszczenie
w rownanie

(6.2) w'+ 2 =0,
ktorego catka ogdlng jest funkcja
(6.3) _ w(r) = Alnr|B.

Po uwzglednieniu warunkéw brzegowych w(a) = w,, w(b) = 0, otrzymamy
(6.4) w(r) = In %

Funkcje skalarng p(r) wyznaczymy z réwnania
: Cdp 20, ., o
(6.5 5wt =0
otrzymamy .

w3 1

(6.9 p == G et

gdzie p, jest stalym ciénieniem hydrostatycznym.
Wreszcie sktadowa normalna napigcia odniesionego do jednostki powierzehni
odksztalconej, zgodnie z (5.3), wynosi
T ang —Po

(6.7) Py = — (@) = _2(01_-'1"2,.02)-1-%
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i odpowiednia skladowa styczna, zgodnie z (5.5),
{6.8) Py = —[t1G 1™ Gy] = —2(C1+-Cy)w'(a).

Zwigzek (5.7) przybierze zatem postac

(6.9) S = —2naw'(a) (2C,+2C;) — W%(Cl_i@) ,
In—
5

Wyrazenie (6.9) jest zgodne z rozwigzaniami uzyskanymi przez R.S. RrvLima,
a takie AE. Greena (por. [2]) dla materialu podlegajgcego formule
M. MoOONEY'a.

Warto podkreslié, ze funkcja (6.9) oprécz whasnodei materiabn (C,C,)
uwzglednia jedynie stosunek b/fa, dajac z jego wzrostem «mickczenie» charak-
terystyki S—uw,. Natomiast zwigzek nieliniowy (5.7} zaleZy nic tylko od sto-
sunku bfa, ale takze od samych wymiatdw a i &. -

Dla materialu MooONEY'A réwnanie (5 10) upraszcza sie do postaci:

610 [ [0+p) (0 +QOp) (0209 (o = 0

Jeshi zalozymy dodatkowo @(r) =0 (4. v = @’) oraz weZmiemy pod
uwage, ze A = wy{ln (afb), to otrzymamy -

(20, +4C) 4% In (bj[fl) YN
(6.11) = py = . G —2(C,+2Cy).

7. Plaskie Scinanie

PrzejdZmy obecnie do rozwazania przypadku plaskiego $cinania odpowiada-
jacego dosé dobrze lacznikowi przedstawionemu na rys. 14. :

Dany jest dlugi element gumowy (rys. 4) ograniczony dwiema plaskimi
rownolegtymi powierzchniami odleglymi od siebie o a. Zalézmy, Ze jedna z tych
powierzehni jest nieruchoma, zaé druga doznaje skoficzonego przemieszeze-
nia @, nie zmieniajge swojej odleglodci od pierwszej, a dowolny punkt P, (rys. 4)
przemieszcza sie niezaleznie od wspélrzednej = - Uklad utrzymywany jest
w soéwnowadze dzigki napreZeniom stycznym, rozlozonym réwnomiernie
na plaskich powierzchniach.

W' ciele nieodksztalconym mamy zatem

(71) x = x, X% = ¥ xa“: z+‘P(x)3
przy czym ¥, y, g graja role wspélrzednych unoszonych, '
W ciele odksztalconym otrzymamy zgodnie z przyjetym odksztalceniem

(7.2) =, Y=y, Y= ste@)twlr) = s+y(r).
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Rozumujge w dalszym ciggu analogicznie ja_k W punkta
oraz uwzgledniajac potencjal sprezystodci zgodny z (2 1) uzyska
zalozeniu oznaczef (2.3) — kontrawariantny tensor naprezenia w. postac
z ta tylko réznica, ze 7% nalezy zwickszyé r* razy, :

Majac na uwadze, ze wszystkie symbole (CHRISTOFFELA drug1ego rodzaju :
z wyjatkiem

(7.3) I =y

sg réwne zeru, otrzymamy korzystajac z rtownan réwno~
wagi wewnetrznej (2.5) nastgpujgce réwnania:

(74) dpldr = 2Tww", w'|3kww?=0.

Catks drugiego rownania (7.4) spelniajaca warunki

—  —Te ot —m Oy

brzegowe [wl,.o= 0, [@w],_, = w,, jest wyraZenie }
Liniowe ‘
(7.5) w() = L
‘ a
Z pierwszego rownania (7.4) wynika zatem xi=7
(7.6) . p(r) = py == const. Rys. 4

Kontrawariantne skiadowe tensora ﬁaprqienia przybiory ostatecznie postac
= D+'Po'+" T}’f:
22 wy
T = D‘}“}”UJF(T"l“ZCz)?:
(L w 5 oy W5
07 1w (012 (o4 Cur20) 20 'J+ZU§)+ UCEar T

2

— = (D+po) ¢’ +(2Cz+Pn) -+ Tg’

2 Q)

Skladowa normalna napigcia powierzchniowego P odniesionego do jed-
nostki powierzchni odksztalconej (dla x» — a) réwna sig

2
(7.8) Py = v(a) = D+pot T 1,
za§ skitadowa styczna
(7.9) P, = v(a) ' 13 (a) = (D 726‘2) w'(a)+ Tw'(a).

Zwigzek pomiedzy jednostkowy sily S i przemieszczeniem w, mozna za-
pisa¢ w postaci

(7.10) S—:le}ZCf%ZC¢+IZCQ+4C}%}],

287




jedli przez I rozumieé bedziemy calkowity wymiar {gcznika w kierunku osi

yt =y (por. rys. 4).
Odpowiednikiem (5.10) bedzie warunek

a

xdx
7.11 f m_ %%,
( ) ; T 1_}_1’0 2
ktéry w szczegblnym przypadku ¢{x)= 0 doprowadzi do zaleinosci
(7.12) —po = 2(Co 20+ HETEAG)

1425

8. Pordwnanie z wynikami eksperymentdéw

W celu lepszego zilustrowania poprzednich rozwazan i pordwnania otrzy-
manych wynikéw z wynikami do§wiadczalnymi przeprowadzono obliczenia
dla l3cznika walcowego o promienin zewnetrznym & = 3 c¢m i wewnetrznym
a = lcm przy, czym obliczenia przeprowa-

%" dzono w przypadku:
el 1 (a) kauczuku badanego przez A, [SHIHARE,
k=0 1, N. Hasurtsume i M., TATIBANE, [4], dla kté-
k<d rego C; = 1,5 kGjem?, C, = 0,04 kGjem?

4 Ci= 0,01 kGjem?® (k ~ 1/80 >0},

(b) gumy (89, siarki) badanej przez L.
145 TreLoARa, [7], dla ktérej C) — 1,9 kG femd,
C, = 0,1 kGjem?, C; = —0,038 kG/em?
1% (k ~ —1/25 < 0).

W przypadku (a) skorzystano z zaleznosci
(3.2), za§ w przypadku (b), z zaleznosci (4.4).
lgs  Rys. 5 przedstawia wykre$lnic zwigzek
pomigdzy staly A i przemieszczeniem w,
{85 wedlug wzoru (2.13). Latwo zauwazy¢, Ze
w obydwu przypadkach odpowiednie krzy-
1% we praktycznie niewiele odchylajg sig od linii

prostej charakteryzujgcej material MconNgY'A.
g TR B T H BT ?  Pozwala to niejednokrotnie ( w celu uprosz-
Rys. 5 czenia obliczen Wst@pnych) korzystaé z pro-

' " stej hiniowej zaleznodcei (6.4).

Rysunki 6 i 7 przedstawiaja charakterystyki w ukladzie: przemieszczenie w,
sifa S, sporzgdzone wedtug wzoru (5.7) odpowiednio dla przypadku (a) i (b).
Charakterystyk1 dla matenahi MOONEYA Wediug zaleznofci (6.9) zaznaczono
siniami przerywanym1
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Przedstawione na rys. 61 7 wykresy jakoscmw dobrze odpowiadajg ekspery
mentom przeprowadzonym dla materiatéw o zbhzonyc wlasnosciach. Tstothy
trudnodcig w dokiadnym, ilosciowym pordwnaniu wymkow jest’ brak odpo— Rt

SkGfem - § kBfem 7
® / % /
L. / / 7
/ k=07
40 - /] g Q0 . / /
wif | 4 e
: Sk=0 / / k<f
3 . — % 4
i/ / /
EY A 30 /Iy
/[ 7/
i 7 B 25 /
/
/
2 7 2
/
/
% 7 1 -
4
0 4 10 -
4
7
5 5
!
0 a5 10 18 20 w,em [ a5 10 15 20 w,om
Rys. 6 Rys. 7
wiednich doswiadczalnych  charakterystyk Sifem /
$cinania dla materialéw badanych przez & ,’ .
Wspomni_anych wyZe] autoréw, Na przyklad . / P
badacze japonscy, [4], wyznaczaja stale C, . // //
Cy 1 €y w oparciu o inne schematy odksztal- % /,'
cenia, mianowicie proste i dwuosiowe roz- . / f/
claganie. Zmane hatomiast w literaturze /
zagadnienia charakterystyki dos$wiadczalne 2 ,-"/
dotyczg na ogél innych materialéw, o do- " _/l/ ]
kiadniej mie sprecyzowanych stalych mate- //’/
rlaiowych Cl) 02 1 03 % y
Dokladne pordwnanie iloéciowe mozna " y:
przeprowadzié w przypadku plaskiego éci- /
nania dla gumy badanej przez L. TRELOARa, - i
{7), gdyz znana jest odpowiednia charakte-
P 1] 08 10 (5] 28wy rm
rystyka doéwiadcezalna,

. . Rys, 8
Na rysunku 8 przedstawiono wykreélnie

zalezno$é (7.10), gdy @ = 1 cm i / = 27 cm oraz naniesiono pewna ilo§é punk-
téw eksperymentalnych. Uzyskano dobrg zgodnoéé wynikéw  feoretycznych
i doswiadczalnych w stosunkowo szerokim (szerqzym niz w praktycznych
zastosowaniach) zakresie przemieszczen:
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Nalezy nadmieni¢, Ze rozwaZany przez nas schemat plaskiego écinania
i w konsekwencji formula (7.10) moze stuzy¢ do eksperymentalnego wyzna-
czenia stale] Cy, o ile state Cy i €y (Cy4-Cy ~ 1{2 G) sg znane.
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Peswme

OCECMMMETPHUYECKHY ¥ IIJIOCKUK COBUT PE3MHOBEIX WAPHUPOB
B CBETE HEHHHEﬁHOPI TEOPHH YIIPYTOCTH

B paﬁoTé PACCMATPUBAIOTCH JIBA CIYYas PCSHHOBDBIX IHAPHEPOB npejCcTaB-
JleHHBIX Ha pHC. l¢ u le, miwT CXem medopMalyy, IPABCISHHBIX HA PHCYHKAX
-2 u 4. TapEUpHI 9TOC0 THIA NPHMERSIOICA MEKIY NpOTHM B ABTOMOOHIIEHOMN
¥ 4BHAIOHHOHN TeXHHKE. Paccygered IPOBOAATCA [IpE TPEJIOTOCHHY CTaTH=
JeCKOro XapaKTepa HArpysKH, # Goree OGUIEro 10 CPABHCHII C mpyrEME paoTam
BHNA [IOTEHUUATA YOPYLOCTH A KAYUyKO-IIOJOGHBIX MATCPHATOB. DtoT nOTEH-
mwai, Gouee OBIIMPHO PACCMATPHBACMBIN B paGore apropa [8], sasuchT OT TPEX
TOCTOAHHEIX  MaTepHala.

Iipumenss merog A. B. T'puna # DOIB3YACE B auauureTpEOH creneHE 000~
SHAYCHHAMY TpHHATEIME B Kuure [2], JASTCA KOHTPBapPHAHTHBIA TEH30D HAalpsi-
SKEHTA JUIA CIIyUas OCCCHMMETPHUIECKOID C/ABHIA (2.4) W ciyuast IIOCKOro
crsura (7.7). OnpefiensoTcs HOPMAILHEIC U KacarelbHbie HADAXKEIMST, BBI-
CTYNAION{Ee Ha HOBEPXHOCTAX MapHupoR (5.3) M (5.5), a raroxe (7.8) u (7.9).

Tarotcs sarucymoctd (5.7) & (7.10) mencry equuuTmoi cHokH S M BEISBaHHEBIM
€10 ~IIepeMeIeHreM o, (WIH ero apoussofroil w'). llomydenisie 3ABHCHMOCTH
cornacusl (POPMANEHO C PEIICHUWSAMH IOJYUCHHDIMI P. C. Pusgunod B A. E.
TPIAHOM , ECTH OTDAHMTHTHCS CIYUAEM MATEPHANA, XapAKTePH3YIOMIErOcH H3BeCTHOR
dopmymoit M, Mymris (cp. [71).

TIpOBOAMTCH TUCKYCCHS ABYX PA3IMYHEIX BAPUAHTOB PEIICHUA B 3BBHECEMOCTH
OT SHAKA XAPAKTEPHCTHUECKOH MOCTOSHHOH MAaTepHana X, onpefelcHHOH  3a-
sucumoctsio (2.9}, .

B saxonowwTesHOM wacTH paGoTHI JAIOTCS rpaduKH, MLIHOCTPUPYIOTHE sa-
sucamoctr (5.7) m (7.10) just ABYX KOHKPETHBIX MATEPHAIOB. Pucynxy 6 1 7
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KACAIOTCA CHYUIACR CCECHMMETPHYECKOrO CHBWIA, & PHC. 8—cnyuasn TITOCKOTO
CIIBUTA.

CpaBHHBAIOTICA HOJIYUCHHBIE TEOPETHUECKHE KPUBBIE C PE3YIRTATAMU SKCIC-
PHMEHTOB, IPOBCACHHLIX JIPYTHME UCCIE{OBATELAMM, KOHCIATHPYS MX COIVIACHE
¢ ravecTBeHHO# Touk® spenust. IS cnyuyas mIoCKoro casmra (pmc. 8) Koncra-
THPYETCST COITIACHE PHCIEPHMEHTATBHBIX TOYEK ¢ TEOPETHYeCKOH KPHBOM,

Summary

CIRCULARLY SYMMETRIC AND PLANE SHEAR OF RUBBER ELEMENTS IN THE
LIGHT OF THE NON-LINEAR THEORY OF ELASTICITY

Two cases of rubber elements are considered as shown at Figs la and 15
the deformation schemes being shown at Figs. 2 and 4. Such elements
find application in motor-car and aircraft engineering. The considerations
are based on the assumption of static load and a more general form of the
elastic potential than is used in other works concerning rubber-like materials.
This potential, discussed in greater detail in the author’s paper, [8], depends
on three material constants (2.1).

Using A. E. GREEN’S method and, to a considerable extent, the notations
of the Ref. [2], the contravariant tensor is given in the form (2.4) for axially
symmetric shear, and in the form (7.7) for plane shear. Normal and shear
stresses appearing in the surfaces of the elements are determined by (5.3),
(5.5) and (7.8}, (7.9).

Relations (5.7), (7.10) between the unit force S and the corresponding
displacement w, (or its derivative @'} are established. The relations obtained
are formally in agreement with the solutions obtained by R. 8. Riviin and
A. E. Gruex, as confined to the case of material characterized by the familiar
formula of MooneY (cf. [7]).

" Two different variants of the solution are discussed, depending on the
sign of the material constant k determined by (2.9).

In the final part, graphs illustrate the relations (5.7} and (7.10) for two
real maferials. Figs. 6 and 7 concern circularly-symmetric shear, and Fig. 8
plane shear. ,

The theoretical curves obtained are confronted with the results of expe-
riments carried out by other investigators, Good qualitative agreement is
found. In the case of plane shear, Fig. 8, the agreement between the expe-
rimental points and the theoretical curve is also good.

ZAKELAD MECHANIKT OSRODKOW CIAGLYCH
IPPT PAN .
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