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- Zasade warlacyjna HAMILTONA moZna zastosowaé do wyprowadzenia réwnar
‘tézniczkowych dla drgan gigtnych preta. Dla ukladéw zachowawczych, z jakimi
E‘I'natmy do czynienia w przypadku swobodnych drgaf nietlumionych, zasade
te, [2], wyraza wzbr:

':(’1) s 2(1«; Uydt =0,

gdzie F jest energig kinetyczng ukladu oraz U jest energia potencjalng (spre-
zystg). .

Na ogét nie stosowano zasady Hamirrona do samego wyprowadzania réwnan
rézniczkowych ruchu. Nieliczne prace (np. [3]) stosujg te metode pray zagad-
nieniu drgan gietnych pretdow bez uwzglednienia wplywu $cinania. Ostatnio
D. Rasgovi¢ poswiecit cze$é swojej pracy, [4], wyprowadzeniu z zasady HamrL-
TONA réwnania rézniczkowego drgan poprzecznych belki o stalym przekroju z
uwzglednieniem $cinania uzyskujac jako wynik poprawne réwnanie rbi-
niczkowe. Réwnanie to bylo uprzednio wyprowadzone na innej drodze przez
TimM0OszENKE, [51. W pracy [4] jednak przy obliczaniu energii potencjalnej
sprezyste] nie uwzgledniono sit poprzecznych, a wyprowadzajge réwnanie
EuLera-LAGRANGE A nie wzigto pod uwage, ze mamy do czynienia z funkcjona-
fern dwéch funkeji Bedacych migdzy sobg w pewnym zwiazku.

Celem niniejszego artykulu jest wyprowadzenie réwnania rézniczkowego
swobodnych nietlumionych drgan gictnych preta w ogdlnym przypadku korzysta-
jac z zasady HamriTona,

Rozpatrzmy zagadnienie drgan swobodnych preta o zmiennym przekroju,
poddanego dzialaniu statycznej sity podluznej zmiennej na dlugosei oraz od-
dzjalywaniu sprezystego podloza WINKLERA. W obliczeniach uwzglednimy
wplyw dcinania i bezwladnosci obrotowej przckroju. Zakladamy, Ze drgania
s3 male i odbywajg si¢ w gléwnej plaszczyZnie zginania, zad pret jest prosto-
liniowy, wykonany 2z materialu jednorodnego i izotropowego.

* Catkowite ugiecie belki moie byé przedstawione w postaci sumy

(2’) W= Wy,
gdzie w, oznacza ugiccie wywolane tylko zginaniem, @, ugigeie wywolane silg .
poprzeczng QF prostopadly do osi preta. W przypadku gdy pret poddany jest
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dzialaniu sily podluznej, rzeczywista sila poprzeczna wynosi

dew
3 ' =0 ,
(3) 0 =0-N
gdzie O oznacza sile poprzeczng przy N = 0, N sile podiuzna. Zwigzek migdzy
ugieciem w, a silg poprzeczng jest nastgpujgey:

oWy * dw
*) ox T GF (Q N 'a—x)’

gdzie F jest polem powierzchni przekroju, ' modulem odksztalcenia posta-
ciowego, » bezwymiarowym wspdlczynnikiem charakteryzujgcym w pewien

o sposdb przekrd) (dla prostokgta x = 1,2).
Rl 13 Z réwnania ruchu postgpowego elementu belki
l!””! (eys. 1)
o &P .
q : Q+g§- dx  Otrzymujemy, e pochodna sily poprzecznej W pray-

padkn drgafi swobodnych jest réwna sumie inten-
sywnosci sily bezwladnodci d’Alemberta ze znakiem
przeciwnym. i intensywnosci oddziatywania podloza: -

‘ I le t C(6) %’3: ,ua;:: e,

dx -

: gdzie  oznacza intensywnos¢ masy belki oraz ¢ wspél-
Rys. 1 )

czynnik proporcjonalnodci oddziatywania podloza.
Z (4) i (6) otrzymujemy réwnanie rézniczkowe okreslajace zwigzek miedzy |
funkcja w a w,:

o et aw) = F e e 5 \N o

o

W dalszym ciggu operowaé bedziemy tylko funkcjami # 1 w,.
Energia kinetyczna preta wynosi

. 1
i o\ . O d2e, \*
- = L3 a2
&) E_zf[’“(at)“”(axat axat) ds,
- 0
gdzie 7 oznacza promief bezwladnosci przekroju.
Obliczajac energig sprezysta naleiy uwzglednic jeszcze wplyw sil poprzecs-
nych, sily podluznej oraz oddzialywanie podioza. Przy pomini¢ciu odksztalcen

czystego $ciskania wplyw sy podiuzne] mozemy zastapi¢ momentem roz-
lozonym o intensywnosci '

3 (GFafﬁ‘) O d (Naw)'

. ow
9) m= —N—a?.

204



ox? o0x® x \ ox

t
U:_l— [EJ(f?"_a%)2+.GF(%)2+ (d‘w) —I—cwz]
?

b1
1 {ow\e | ., {om  o%,\* Pw  ow,\’
b ﬂ(w’wz)—tffi[ﬁ‘(?t)+1”(axat“axa¢ B\ e e | T
)

2 2
~—@(%) N(a—w) *cw{l dx df.

» | Ox Ox

I

) o (w,w,) :ffF(x, t, W, Wy, Py Py G, Qo ¥y ¥as S, Sp, U, Up) d di,
D .
gdzie

_ ow 0w 1r_c)%v o Ow u_azw
P'*W’ g— at: — 09&'2, *—axats - atz‘

Na funkcje pg, ¢ay 7a2r S2, %, znajdziemy podobne wyrazenia.
 Pierwsza wariacja tego funkcjonatu, {1], ma postaé

a9 =] 7o & e+ )+
O L L AR A AR AR

o2 , a2 dxd
+ 3xor (£ + S F u,)] 5”2} x dt.

w naszym przypadku po obliczeniu i wstawieniu do (1) otrzymamy

i 1

Pw 3 g, [ Pw  Pw, 0? dw O,
(4 f f {[*“W et ’u'(ax o xort at2)> — 5 (B ('Eﬁ__aa?")>+
O
d dew 0 /. ot ooy,
+ax(Nax)m] ‘SZ”JF[ ax<2"(axat2_mé}5)>+

o® P o, GF ow, .
+M<EJ(~W—~ )>+ (% ax)]éwz}dxdt_o.

Tutaj dw i dew, nie sg od siebie niezaleine,

Zastgpujac
GF dv,
ax T




wyrazeniem (7) otrzymamy -
L !
dPg ol (0% ot \]
() ﬂ{"”w*‘a—x[* Moo owor
L 0
o% 0% 0wy i) dw
_W.[EJ (_c)xT’ _W)]_{—E(N ax) cw} (S —dwv,) dx dt =

Wobec dowolnosei (dw—dw,) otrzymamy z (15) dla naszego zagadnienia po
dofgczeniu réwnania (7) nastgpujgcy uldad réwnand - rézniczkowych cza‘stko—

wych: _
(o w0, O [ { Pw  Pwy\T
W[EJ (aT—aT)] *‘a";;'[" f“(w pryr)
0 ow 0%
16 4 -_ax(Nax)*er“W:
GF dw, d ( ow\  Ow
| ﬁ(?ﬁ”)+57 Nax) w—pye = 0

W przypadku szezegdlnym (przekrdj staly oraz Nz C:= 0), ktérym zajmo-
wano si¢ w pracy [4], warunek dodatkowy (7) ma postac:

%, x,u d*zw
(7) S~ GF o

Postepujgc podobnie jak wyze] z zasady HaAMILTONA otrzymamy

&1
MmO,
(18) tlfnf{[ T 5t “(axzatﬂ axzaﬁ)_
o e, “ - dHw  O'w,
_E"T(ax4 T )]MJF[_* ’“‘(axzat2 o5t or )

’ 4, 4
(‘i" 9 w2)+@ ‘Zg‘g’z]awz} di dt = 0.

_!_

44

Uwzgledniajgc warunek (17) otrzymujemy

1
e xlBJ oy
(19) JI[EJM (GF + )ax25t2+
- 0
' sep? Oty
GF ot TR e

Wobec dowolnoéei (6w —dw,) otrzymujemy z (19) nastepujgce réwnanie réz-
niczkowe czgstkowe:

o (xEJ+ ) M wp? Otw %

R Rl ] (0w —dw,) dx dt = 0,

. 2
(20) aJ oxt axﬂatz_l_ ‘GF ot 2a TH e T 0.
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Stosujac do ukfadu réwnad (16) metode Fouriera rozdzielenia zmiennyeh,
. syukajac  szezegblowych rozwigzafn wéréd funkeji w(x,f) = y(x) cos wi,
(#,8,) = Ya(%) Cos wi, otrzymamy dla funkeji wlasnych naszego zagadnienia
nastf;plljf:lCY uktad zwyczajnych réwnan rézniczkowych liniowych jednorodnych:

( dz dsy  dy, Ao, (dy dy, dy
! El e = |72 S N |t
21)

+ (C—,WUZ)J’ - 0)

M

sie @ oznacza czestodd drgan.

Dla konkretnych przykladéw ukiad ten mozna rozwigzad numerycznie,
Dla ilustracji podano nastepujacy przykiad.

Prayklad. Obliczy¢ podstawowsy czestosé drgath wiasnych slupa przegu-

7 2100000 [KG/cm?], G = 810000 [KGfem?], y = 0,00785 [KGjem?],

400 [cm], 7(x) =9 ]/ 1_% [om], -

R(x) —= 10]/1—% [em], i

¥
=09 %=1766,

F(x) = 59,'.7-( 800 ) [em?],

J(x) = 2700 ( 3 06 )2 [em?], XT
s

%) () = 0,02161 (1 #u) [kGsek?], Rys. 2

N(x) = 187 46 [0,25 — (1 - 8”5—0)2] [kG], c(@)=0.

Warunki brzegowe w naszym przykladzie majg postaé:

(0 =0, y) =0,
(22) l y(0) =0, y:(5) =0,
Y0 -/ (0) =0,  »'()—y()) =0.
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W celu rozwigzania tego zagadnienia zastosujemy metodg ortogonalizacyjn
GaLERKINA. Calki uktadu (21) aproksymowaé bedziemy ciggiem funkeji orto
gonalnych i spetniajgcych warunki brzegowe (22):

JTX

( y = Zak sinkT,

J k=1

l Vo :Zb’ﬁ sin e .
) L k=1 l

Po podstawieniu (23) do ukladu (21) otrzymamy:

(23)

i 4 k" 2 Bim?
]

ke o Bt " knx)

+ wz(yiz)’Tﬂ €08 —— —w*(pi®) 7 (@ —b)+-

a2
+(N_kis' klx #N'--IZECOSLTGAfymz sin ks;x)ak] =10

Zn! GF\ kx krx GF kn? ‘0 kmx bt
2\ s e )

(24)

l ! IS ! £

2.2 '.
+(N’ficos f—ﬁ—Nﬂ—sinm—x—l—yw“sin kmc)ak] =0
L
Nastepnie mnozymy réwnania ukfadu (24) przez sin (prxfl) i catkujemy po dhu- -
godci preta (p = 1, 2, ...,n). Jako wynik otrzymamy uklad réwnat 11n10wyeh:
jednorodnych o 2z mewmdomych

|

(25) Z::
| &

(Akp+chp .kabk} = 0,

Aicpak_l_ p k] =0 (P =1,2, veny n);
~gdzie
H
R . pax f \ kmx px L
Akpﬁwﬁ——stmT—s 7 “dx—— [ N'¢ osi,-—sm ] dx

v

—w f,u sin sm-j-b-?wdx,
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1
k% f EJsin ——-sin o k w cos —k% sin pm;:rzx —
N ! [
!
2,3 ]
— k 7 {EJ” i sin ﬁ;f—dx—kmzi%f(yiz)' cos 7k:';x sin P%{dx_

i

—or S f (%) sin f‘f’;” sin /7% d,

n——asin <= Jx— —) oS — l_ sin _j) d dx

{ l l

1
B2 J‘ GF s kax . pax kn I(GF

: (2408 —0,0718 w)a —(2408,6 —0,0001556 w*)b — 0,
—(0,66033--0,07164 w¥)a-+253366 = 0.

\by uklad (26) mial niezerowe rozwigzanie, wyznacznik uktadu musi byd

Owny zeru:

"27) 2408 —0,0718 w? --2408,6-+0,0001556 w?
' - —0,66033—0,07164 w? 25336

Warunck (27) jest réwnaniem czestodci. Réwnanie to po rozwinigciu ma postad:

: 0,000011147 w*—1991,68 61007498 — 0.

/ réwnania (28) otrzymujemy nastg¢pujgcag warto$¢ na czestodé podstawows:

wy = 174 [sek1].

== (),
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PeamwmMme

O IIPUMEHEHHWHY IIPUHIMIIA TAMUJIIETOHA IJ15 BLIBEJIEHHS OBIIMX
YPABHEHHWN M3THBA BAJIKU C YUETOM CPE3A

IIpm pabore mpmmensiercs wpuHIEN I'AMWUILTOHA U BLIBeieHWs mucdde-
PEHIHANGHERIX YPABHEHMH CBODOJHBIX, HEMeMUIQHPOBAHHBIX, HIrHOOLIX KOIc-
Ganmit B oOmem ciayuae (YUMTBIBAs, MEXAY HpOUMM, BIHAHWE cpesa). B wave-

14 (7) Rozprawy I[niynierskie 200




CTBE PEIVARTATA IIOJYUaCTCA CHCTCMA' IBYX maddepennpanedbIX ypasHensh (21
T cobereeRHBIX Gymii, T MANIOCT DAL TASTCS IIPHMECD DEIICHHA CHCTEME

(21) meromom IAnmrruHA.

Summary

ON THE APPLICATION OF THE HAMILTON PRINCIPLE
TO THE DERIVATION OF THE BENDING EQUATIONS OF BEAMS TAKING
INTO ACCOUNT SHEARS

The paper deals with derivation by means of the HAMILTON principle o
the differential equations of free bending vibrations of a beam in the gener
case (taking into account the influence of shears). The result is a system o
two differential equations (21) for eigenfunctions. As an illustration th
system (21) is solved by the GaLrrRRIN method. - -

Praca wostata xlogona w Redakci dnia 28 lipea 1959 f.





