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1. Wste[i

© Weimy "'ped uwage réwnanie ruchu w lpostaci .

1.1) PR (E) Lo =0,
¢ ktorym w? = const 'oraz- R(x) jest nieliniows funkq@ pr{:dkosm Badamem
uchu opisanego tym réwnaniem zajmowali si¢ - G. Sansong, [1], oraz
. ZizmBa, [2]. G. Samsone podal szereg wlasnodci tego ruchu przy zalo-

eniu, z¢ funkcja R(%),” ktéra mozna pr,zcdstawm w. posta(n funkeji R(%) =
[B+F(x)x] spelnia zalozenia -

(12) R(@y >0, R(—&)=—R@#), F#) >0, F(O):O, B0

“oraz jest ciggla i spelnia warunek Lipscurrza. Przy tych zalozeniach ruch
“ukladu jest ograniczony i gasngcy oraz jest naprzemienny, gdy B < 2w, a nie-
-' naprzermenny, gdy B >2w, rzy czym rozquame ma co najwyzej Jedno
‘miejsce zerowe.,
- Zalozenia'(1.2) oznaczajg, ze Wykres funkeji R(x) (charakterystyka tlumlema)
lezy przy v >0 calkowicie powyzej, a przy v << 0 catkowicie ponizej prostej
stycznej  do charakterystyki w punkcie v = 0. :
S.  ZiemBA przeprowadza dowéd podobnych wlasnodei dla szeregu przy-
padkéw charakterystyki, ktéra-'nie spelnia ostatniego warunku; to 2znaczy
lezy przy o >> 0 poniZej swej stycznej. w punkcie » = 0. -Dla rozpatrzonych
przypadkéw podaje kryteria naprzemiennosci rozwigzan. Praca S. ZiemMBY
obejmuje tylko charakterystyki rosnace ze werostem v, Nie obejmuje natomiast
charakterystyk, ktére majg w pewnych przedziatach pierwszg pochodng ujemnag.
W pracy niniejszej przedstawiamy ogélne kryteria naprzemiennodci ruchu
opisanego réwnaniem (1.1) czyhnigc zalozenia bardZLe_] ogdine co do wygladu
charakterystyki ttumienia. Zakladamy, ze w pewnym przedmale (—=V, V),
ktéry moze byé takze nieograniczony, charakterystyka spelnia warunek

s - L R@# >0,

L

Zakladajac, Ze spelnione sy warunki istnienia i jednoznacznodci rozwig-
zania {1.1), stwierdzié mozna, Ze rozwigzanie tego rbwnania posiada nastepujgce
cechy: E

1) istnieje w przedziale (0,'c0);
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2) jest ograniczoné, jezeli energia poczathowa E, << V?/[2, przy czym ograni-
czenie wyraza si¢ wzorem

(1.4) _ le| < @ %] <yY2E, < V;

3) jest gasngce, to znaczy
(1.5} lim x(t) = 0, lim &()=0, lim E() =0;
t—00 t—> 00 t— o0

4) micjsca zerowe wychylenia i predkodéci przegradzajg sie wzajemnie. .

Dowodu tych wiasnosci réwnania nie przeprowadzamy. Dowéd taki znalezé
mozna w pracy G. Sansow®s, [1], dla zalozed mniej ogélnych od przy-.
jetych przez nas. FLatwo jednak sprawdzié, Ze przyjete przez nas zakozema
- prowadza do tych samych wnioskow. "

Aby ustali¢ kryteria naprzemiennosci, przeprowadzimy odnoan analize
réwnania, ktérej wyniki wykorzystamy w dalszym ciggu, oraz podamy pewne
geometryczne kryteria naprzemiennosci. Rozwazania nasze przcprowadzimy -
przy podanych wyzej zatozeniach. Zalozymy dodatkowo, ze funkejg tlumienia :
mozna przedstawi¢ w postaci: '

(1.6) R(#) = am (%),
Prey CZYIﬁ
_ [dR(ab)] )
d-";:) .’l: =0

a wigc wyraz ax jest pierwszym wyrazem w rozwinigciu funkeji R(&) na szereg
MacLaURINA, a funkcja ¢(%) nie zawiera pierwszej potegi &. Zalozymy,
e o > (), natomiast funkeja () moze mie¢ znak dowolny. Przypadek ¢(&) = 0 -
oznacza znane réwnanie liniowe. Przypadek p(#)% >0 w calym przedzale .
zhadany zostal przez G. SANSONE'A. Pozostaje do zbadania przypadek E
(%)% << 0 w calym przedziale oraz przypadki, gdy (%) 1 & moze zmieniaé
znak w badanym przedziale. Oddzielnie zbadaé¢ musimy przypadki e = 2w,
ktére przez analogi¢ do drgan liniowych nazwiemy: nadkrytycznym a > Oy =

= 2, krytycznym e = a,, oraz podkrytycznym a << oy,.

2. Charakter ruchu przy tlumieniu podkrytycznym

Ze wzgledu na warunek o < 2o jest spelniona dla rzeczywistych wartodei
" 7 nierdwnodé
ridar-o? >0,
Z ograniczonych predkosci [wzér (1.4)] wynika takie, ze funkcja <p(x) ma
warto$é ograniczong. 7 zalozenia, ze ¢(0) = 0 wynika, ze ¢(¥)/% ma takie war-
toéé ograniczona, Jednoczesdnie

[d[ﬁix)]],; L0
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Przythe zalozenia pozwalaja stwierdzié, Ze mozna znaleZé taka chwile t,
dla kazdego ¢ < 7 istnieje taka liczba 7 >0, ze spelniona jest nieréwnosé

pl&) 7
& rdari-of

3

B

7T

T 42
lz‘i/wzu_%.

. Badajac zachowanie si¢ funkeji rzeczywistej r(t) = #(f)/x(f) analogicznie,
k to przeprowadza G. Sansonk, dochodzimy do nastgpujacego wniosku:
rzy spe{nien{u zatozenia (1.3) i @ <7 2w ruch ukiadu jest naprzemienny i ma
ieskoficzong liczbe miejse zerowych [niezaleinie od znaku g(&)].

3. Charakter ruchu przy tlumieniu nadkrytycznym i krytyeznym (o = 2w)
Napiszmy badane réwnanie réiniczkowe
1) wtox+p(k) ot =0
i postact
(3.2) ¥ 20x+pl(2)+ o’ =0,
dzie (@)= (x—2w)i+p(%).

Réwnanie (3.2) przeksztalcamy na réwnanie catkowe

¢
.3) s Of p(8)]e—t—o(E—1) d&.
unkeja podcalkowa
(B4 D) = e—t—P(E—1) dE
‘ma w przedziale (6, #) znak staly, a mianowicie
(3.5 D& < 0.
Obierzemy warunki poczatkowe *
#(0)=2(0) =4 >0, x(0)=2(0}=0.
. Z warunku R(0) =0 \wynika, se przy takich warunkach poczatkowych
#(0) < 0, a stad, Ze istnieje przedziat (0,7), w ktérym &() < 0. Poza
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tym istnieje tez przedzial (0,7), w ktérym x(f) > 0. Przy omdwionych, wa
tunkach poczathowych jest stale 2(t) > 0 w. przedziale (0, co). Wartos¢ -
moze by¢ wyznaczona -ze wzoru

o t)_z(t)+/1 t), _
gdzie L L o . - N

A(0) = [l (k.

Zmak A(f) zalezed bedzie wob.éc (3.5) od znaku y [%(£)]. Z podanych na wst@-
pie cech ruchu wynika, ze predkodé ]BSt ograniczona i ograniczenie to wyra-
Za si¢ nierdwnoscig

x(t <]/2E oA,
7 Zanzymy, Ze w przedz'lale .(w_ wA =+ o.)A) spelmona _]€St n1erowno' ié
(3:6) : ;R(x);ﬂzmerwx > | 20|, '

ktdra 07nacza, ze charakterystyka tlumlenla R(x) lezy w pizednale (0, wA) Ca{-
kowicie ponad: prosta y = 2w#, & w przedziale (—w4, 0). calkowicie powyzej
tej prostej (rys. 1). Przy tym zaloZeniu funk-

Aok ¢ja p(x) spelnia warunek ¢ (#)%> 0, to zna-
- czy ma stale ten sam znak co predkosd: _
Zalozymy, ze istnieje w przedzale (0, co)

SE Rt | taka . chwila ¢, w ktoére] x osigga wartodé

p Sl  zerowsa - -

@3.7) MH=0. .

7 % 7 warunku przegradzania si¢ miejsc zero-

wA . wych wynika, ze w przedziale (0, £), #(f) nie

Rys. 1 © ma wartosci zerowej, a wigc %(f) << 0 w prze-

dziale (0, #]. A w zwigzku z tym i p (&) << 0
. w przedziale (0, £], co wobec (3.5) pocigga za soby nieréwnodé A(f) > 0
w przedziale (0,#] i 2z kolei x(#) = #( t)JrA(t) > 0 w przedziale (0,7].
A wige zalozenie (3.7) jest nieprawdziwe i x nie ma mrejsca ZEroWego W prze- '
dziale (0, co)

Jezeli jednak charakterystyka Rf{i} nie. spelm nieréwnosci (3.6), to znaczy
bedzie w przedziale (0, wA) lezeé czesciowo ponizej proste] v = 2w &, lub
w przedziale (—wA, 0) czedciowo powyiej tej prostej, wtedy funkcja w(x) moze
mie¢ znak dodatni i catka /() moze stad si¢ ujemnna. W tymi przypadku & moze
stac si¢ zerem w pewnej chwili . W nastepstwie x Osqgme w pewnej chwili #
wartos¢ ekstremalng A,, przy ktérej () osiggnie wartos¢ zerows. Zaczynajac,
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nowych warunkéw poczatkowych (4,,0) mozemy wtedy sprawe zbadad jak
oprzednlo Jezeli charakterystyka R(%) spetni w calym przedziale (— wd,, +w,4)
dwnosé (3.6), to znaczy, ze bedzie lezala powyze] prostej y = 208 w prze-
sale (0, @A) lub ponizej tej prostej w' przedziale (—wd, 0) to & nie bedzie
‘1a10 wu;cej mie_]sc zerowych fczeh chal akterystyka R(x) nie speim fej nierdw-

A>A1>A2>,,..,>An.

oniewaz R(&) ma w punkcze x = 0 styczna a > 20, wiec na pewno znajdzie-
y takie A,, dla ktérego charakterystyka R(x) bedzie lezata powyzej proste]
20% lub bedzie si¢ z nig pokrywala. Tak wiec poczynajac od pew-
'J chwili wartos¢ & nie bedzie miala miejsc zerowych.

 Powyzsze rozumowanie nic obejmuje jednego przypadku szczegdlnego, a mia-
owicie gdy a = 2w 1 ¢(#) # < 0 w przedziale (0, £), wtedy funkcja (&) < 0
-przedziale (0, %). Jednak i w tym przypadku ruch bedzie nienaprzemienny,
mozemy stwierdzi¢ badajgc ruch na plaszczyZnie fazowej. Istnieje wtedy dla
.p(}wyz'szggor réwnania rézniczkowego przy danych zalozeniach punkt osobliwy
(0,0). W punkcie tym mozemy stwierdzié istnienie kierunku wyjatkowego okre-
onego rownaniem & — -—ox. Istnienie zad kierunku wyjgtkowego oznacza,
i¢ mo7na znaleZ¢ tak male otoczenie punktu osobiiwego, w ktérym trajektoria
¢ przetnie pl‘OSte_] % = —wx. Mozna wige znalezé taka chwile #, ze ruch w prze-
jiale (, oo) nie bedzie mial miejsc zerowych. “Tym samym i ten szczegdlny

zypadek spelnia takZe podane wyzej twierdzenie o naprzemiennosci ruchu.

Widzimy wige, Ze w przypadku, gdy spelniony jest warunek a == = 2w ruch
ukladu moze mie¢ co najwyze] skonczong liczbe miejsc zerowych

" Mozna zauwazy<, Ze znak funkeji y(#) nie wplywa na tok powyiszego rozu-
mowania. Jezeli funkcja x bedzie miala w calym przedziale (~-V;+4V,) znak
predkosci, a wige p(#)d >0, to funkcja p(#) = (a— 20)%+@(x) takze bedzie
przy a zz 0 miata znak predkosei i nieréwnodé (3.6) bedwie spetniona w calym
przedziale (—wd, +wAd). W tym przypadku oczywiscie wychylenie x bedzie
miafo co najwyzej jedno miejsce zerowe. Jezeli funkeja p(#) bedzie miata znak
predkodei w przedziale nicograniczonym (— oo, co) wtedy liczba miejsc ze-
rowych nie zalezy w-ogéle od amplitudy 4 i wynosi co najwyzej jedno.

W przypadku, gdy funkcja (%) zmienia znak w przedziale (—V,, +V5)
nasze rozumowanie pozostaje womocy.

W przedziatach, w kiérych (&) ma znak predkoscei nieréwnosé (3.6) jest spel-
- niona zawsze. Natomiast w przedziatach, gdzie p(x) ma znak przeciwny do pred-
- kosci, moze ona nie by¢ spetniona. W tym przypadku o liczbie miejsc zerowych
- decydujg wlaénie te przedzialy, dla ktérych g(i}a < 0.
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4. Interpretacja geomeiryczna

7 poprzednich rozwazah wynika, Zc naprzemiennoéé ruchu opisanego.
réwnaniem (1,1) zalezy tylko od stosunku wartoéci wspélezynnika a przy linio-
wym wyrazie w rozwinieciu funkeji tlumienia na szereg MacLAURINA do
wartodci a, == 2w. Pod tym wzgledem rozwigzania réwnania nieliniowego .
zachowuja sie wiec podobnie jak rozwigzania odpowiedniego réwnania linio-
wego. Natomiast spostrzegamy wyrazng réznice w zachowaniu si¢ rozwigzad -
nienaprzemiennych, Ruch opisany odpowiednim réwnaniem liniowym cechuje
w tych warunkach co najwyzej jedno miejsce zerowe wychylenia niezaleznie .
od warunkéw poczatkowych. Natomiast uklady nieliniowe zachowuja si¢ inaczej -
zaleznie od rodzaju charakterystyki R(%). Przy pewnych charakterystykach :
wychylenie moze mie¢ takZe co naj-

i) a wyzej jedno miejsce zerowe niezalez-

- nie od warunkéw poczgtkowych. Przy

= innych wychylenie moze mieé¢ wigk- *

Ruch nienaprzemienny /R’/’?am sza liczb¢ miejsc zerowych, ktéra

i%ggéﬁyzgréﬁim ] f‘  zalezy od warunkéw poczatkowych.

ﬁm : f Wyniki poprzednich rozwazanh

H ‘ v W1 x  wykorzystamy dla ustalenia geome- -

L ;/m""”*—i—"* trycznych kryteriéw naprzemiennosci, |

— Ruch menaprzmienny ktére mogg byé pomocne do szyb-

o 7o skoriczong liczbg . p . .
it migjse zerowyeh kiego okredlenia rodzaju ruchu opi-

sanego réwnaniem typu (1.1). :

Wezmy dla przyktadu, dowolng

Rys. 2 charakterystyke thumienia spelniajgca

w przedziale (— V', V,) zalozenie (1.3) (rys. 2). Wykresimy prosta a o réwnaniu
y = av, J
Wykreslmy na wykresie prosty 4, o réwnaniu y =, o= 2o, ktérg
nazwiemy prosty krytyczng. Prosta ta dzieli pole wykresu na dwa obszary
I i II. Z polozenia prostej a wnioskowa¢ mozemy o naprzemiennosci ruchu,
Jezeli prosta lezy w obszarze I, to ruch ukladu jest naprzemienny i rozwigza- |
nie ma nieskoficzony liczbe miejsc zerowych. W tym przypadku bowiem
wspélezynniki kierunkowe prostych a i a,, spelniajg nieréwnodé o < @, = 2w,
ktéra, jak wynika z rozwazat poprzednich, stanowi kryterium istnienia nie-
skoficzonej liczby miejsc zerowych, Jezeli prosta a lezy w obszarze II, to
ruch ukladu jest ruchem nienaprzemiennym i rozwigzanie ma skoficzong
liczbe miejsc zerowych. Do obszaru II palezy takze prosta a,,. Wspélczynniki
kierunkowe prostych a i a,, spelniajg w tym przypadlku nieréwnos¢ a =a,, = 2w,
co, jak wyzej zauwazylidmy, warunkuje istnienie skoniczone] liczby miejsc zero-
wych. Jezeli prosta a lezy w obszarze IT, to korzystajgc z ustalonych keyteriéw
mozemy ustalié, czy mamy najwyzej jedno miejsce zerowe, czy tez wiecej.
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seli mianowicie charakterystyka (np. R,(%) rys. 2) lezy calkowicie w obszarze IT
wewnatrz danego przedziatu (—¥,, V)] wtedy, jak wynika z rozwazad
pﬁnktu 3, ruch ma co najwyzej jedno miejsce zerowe. Jezeli charakterystyka
ip. Ra(#) tys. 2) wychodzi z obszaru II, wtedy ruch moZe mieé skonczong
ozbe miejsc zerowych wigksza od jednosci.

Uzasadnienie powyzszej konstrukeji jest nastgpujace. Jezeli charakterystyka
(%) lezy catkowicie w obszarze 11, wtedy spelnia ona nieréwnos¢ (3.6) w calym
sredziale (—Vy, + V), a to z kolei pocigga niemozliwoéé uzyskania przez x
jekszej niz jedno miejsc zerowych. Jezeli R(&) wychodzi z tego obszaru, to
4 pewnych wartodci & nierdwnos¢ (3.6) nie jest spelniona, co pociaga za sobg
otliwoéé uzyskania przez x wigkszej niz jedno liczby miejsc zerowych.
stalone tu kryteria nie dajg odpowiedzi, ile miejsc zerowych ustali sie dla
przypadku, gdy charakterystyka wchodzi do obszaru 1. Zalezy to bowiem
od charakterystyki i od ‘wartoéci poczatkowej energii. Natomiast mozna wy-
snaczyé predkosé v, taka, ze jezeli od pewne; chwili ¢, predkodé ruchu bedzie
stale mniejsza od v, to mamy od tej chwili co najwyzej jedno miejsce zerowe

(rys. 2).
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Mech. stos., 5, 9 (1957).

Pezome

O KONEBATEIRHOCTH OBWXEHHWSA TIPM HEKOTOPOM HEJNMHEHIIOM
' IEMIIPYPOBAHII

B paGote HCCIIEyeTcA ABIDKCHME ommcarmoe ypasrenmem (1. 1) mnn xapax-
puctaK AeMmiQupOBAHH YIOBJCTBOPAIOMIVX YCNOBHIO R(%) # > 0 B orpann-
YeHHOM ¥E HeorpanuueHHoM mureppane (— V', V), a Tarcxe HAKOTCA KPHIEPHM
KoyeGaTesIEHOCTH nemxennd. Fcnons3ya pesynsTarel paor [1] 7 [2] = JoIoes-
{519 MX COOGCTBEHHBIMH DPACCYXKICHMSIMM ABTOP KOHCIATHDPYeT, YTO Konebareis-
HOCTH JIEMDKEHVS S3BHCHT TONBKO OT 3SHAYeHMA XooddumueHTa IpH IEPROK
cremeru pasnokenps Qynxkiuu R(x) B Cremensbit pag. Aprop BBOJHT TaK
H{AZBIRAEMYIO KPHTFUCCKYI0 TPAMYIO. |

O KoyeGATe/ILHOCTH OBEKEHHA MOMKIO CYAMTH 1[I0 B34HMHOMY IOJOMKCHUIO
KPHTHYECKOH UPAMOH H XaPaKTEPHCTKH memubupopanys. JLOKAILIBAETCH TAKOKE,
yro B ciayuae HeKoneOaTeNpHOCTH BO3MOMKHO ABIDKEHUE, IPH KOTOPOM HMECM
MAKCEMAJGHO OFHY HYJAEBYI0 TOUKY OTKJIOHEHWI, HESABHCHMO OT HAYAIBHBIX
VCIOBHH, WIH e HEKOTOPOe KOHEYHOE UMCNC HYJNEBLIX TOUEK 3@BHCAINEE OT
HAuanpHblX yCHIOBuHH. .

ABRTOp HPUBOAUT AHANMTHIECKHE KPUTEPHA ¥ rpadHuecKoe pasauiye STHX

JHEYX CIOyJacs.
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Summary

ON THE OSCILLATION PROBLEM OF MOTION WITH NON-LINEAR DAMPING
: OF A CERTAIN TYPE -

The author is concerned with the investigation of the motion described
by the equation (1.1). ' | ‘

For damping characteristics satisfying the condition R(#) & >0 in a certain
finite or infinite interval (—V, V). He establishes certainof the oscillatory
characteristics of the motion. Making use of Refs. [1], [2] supplementing them
with his own considerations, he finds that the oscillatory nature of the motion
depends only on the coefficient of the first power of the power expansion of
the function R(%). "The notion of the critical line» is introduced. The oscillatory
character of the motion is determined by the mutual position of the critical
line and the damping characteristic R(&). It is also shown that in the
non-alternating case a motion is possible for which the deflection has at most
one zero independent of the initial conditions, or a finite number of Zeros
depending on the initial conditions. Mathematical and graphical criteria are
given for the distinction between the two cases. '

ZAKLAD BADANIA DRGAT
IPPT PAN

Praca zostala slesona w Redakefi dnia 26 lutege 1959 r.






