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W miarg szybkiego rozwoju fizyki i techniki problemy badania nieliniowych
proceséw drgafh coraz bardzie] $éciggaja na siebie uwage zaréwno ze wzgledu
na stosowalnoéé¢ w mnajréznorodniejszych dziedzinach fizyki i techniki, jako
tez z uwagi na powstawanie nowych metod matematycznych, ktére pozwalajz
rozwigzywaé wiele zagadniert oraz wyjasnia¢ i przewidywaé nowe zjawiska,

Zagadnieniem szczegélnie aktualnym w badaniu nieliniowych proceséw
drgah jest opracowanie metod analitycznych, ktére pozwolityby rozpatrywaé
odpowicdnie nieliniowe réwnania rézniczkowe nie tylko pod wzgledem jako-
$ciowym, lecz przede wszystkim iloéciowym. '

Nalezy zaznaczy¢, ze najdokladniejszej analizie bywajg zazwyczaj poddawane
drgania nieliniowe dostatecznie zblizone do liniowych, tzn. takie, dla ktérych
odpowiednie réwnania rézniczkowe sy wprawdzie nieliniowe, ale zawierajg
pewien maly parametr e, przy czym przeksztalcajg si¢ w réwnania liniowe
ze stalymi wspdlczynnikami, gdy wchodzgcy w ich skfad parametr ¢ przybiera
warto$é zerowa. Zakladamy przy tym, Ze parametr & jest «maly», {j. Ze moze
przybieraé jedynie dostatecznie male wartosci bezwzgledne.

W latach trzydziestych, tj. w okresie, kiedy w zwigzku z burzliwym rozwojem

radio- i elektrotechniki powstala naglgca potrzeba metod analitycznych do
badania nieéliniowych procesow drgan, N. M. Kryrow i N. N. BocorLusow, [7],
opracowali dla takich réwnad rézniczkowych, zawierajacych maly paramets,
asymptotyczne metody mechaniki nieliniowej, ktére dzigki swej efektywnosci
i matematycznej $cistoéci znalazly nader szerokie zastosowanie w praktyce
inzynierskiej i rozwinely si¢ w dalszym ciagu jako przydatne do badania naj-
résnorodniejszych typéw réwnat rézniczkowych, zawierajgcych maly parametr.

Poczynajgc od lat czterdziestych N. N. BoGOLUBOW przeniést te metody
w dziedzing fizyki teoretycznej na mechanike statystyczna, mechanike kwan-
tows, a ostatnio i na zagadnienia, zw1qzane z problemami nadprzewodmctwa
i nadplynnosei. : :

Z powodu ograniczonych ram artyﬂu{u nie mozemy oméwié wszystkich
szezegbléw z rozwoju metod asymptotycznych, zatrzymamy si¢ tylko przy
‘gléwnych osiggnieciach w zakresie wladciwej mechaniki nieliniowej, do ktorych
doszto wielu uczniéw i nagladowcéw N. N. BoGoLusowa.

Jak wiadomo, w docieckaniach N. M. Kryvrowa i N. N. BocorLuBowa
zakladano zawsze, ze zardOwno czqstothwosa wilasne jak i czestotliwodel’ sit
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zewngtrznych sg state. W zwigzku z tym wladnie zagadnienie sprowadza sie
do rozpatrywania réwnaf réiniczkowych nieliniowych, zawierajgcych maly
parametr &, ktére przy wartodci zerowej & przeksztatcaja sie w réwnania liniowe
o stalych wspétczynnikach. '

Jednakze w toku rozpatrywania wielu waznych zagadnien, jak przechodze-
nie przez rezonans, modulacja czestotliwodci, drgania ukladu ze zmiennymi
wigzami itp., moze si¢ okazad, Ze czestotliwosei i inne parametry sg zmienne.
Najbardziej typowe pod tym wzgledem jest zagadnienie przechodzenia przez
rezonans. Swego czasu problem ten nastreczal duze trudnosci, wobec CZego
rozpatrywano przechodzenie przez rezonans tylko w ustrojach z jednym stop-
niem swobody, opisywanych za pomocg réwnah liniowych, W tym przypadky,
jesli pomingé tarcie, zagadnienie sprowadza sie do calek FresniLA, lecz otrzy-
mywane wyniki nie bardzo zgadzaja si¢ z danymi do$wiadczalnymi. -

Analizujge wymienione zagadnienia mozna korzystaé z tego, ze chociaz
czestotliwodei i niektére inne parametry sg w wielu przypadkach Zmienne,
a nawet zmieniaja si¢ w duzym przedziale, to jednak zmieniajg si¢ stosunkowo
powoli. Méwige o zmiennodci powolnej mamy na mysh powolnodé w pordwna-
niu z naturalng jednostky czasu, z jednostlky czasu rzedu okresu drgan wiasnych.

Szereg fundamentalnych prac, [14], [1], opierajacych sie na metodach
mechaniki nieliniowej znacznie rozwinal i matematycznie uzasadnit metode
konstrukeji rozwigzania przyblizonego wspomnianych typéw réwnan.

Oméwimy krétko podstawowsg idee konstrukcji rozwinieé asymptotycznych,
gdy chodzi o nieliniowy uklad drgajacy ze zmieniajacymi sig powoli parametrami.

Metode konstruowania rozwinie¢ asymptotycznych zilustrujemy przy-
kfadem nieliniowego ulktadu drgajacego, OpiSyWanego za pOMOCE nastepuja-
cego rownania rézniczkowego:

w ktérym F(z, 6, x, dw/dt, &) oznacza funkcje okresowa wzgledem 6 o okresie -
27, T = gt (powolny» czas (w podanym wyzej sensie), ¢ czas, m(t), c(7)
1d0jdt = »{7) odpowiednio zmieniajgcg si¢ powoli mase, -sztywnoéé 1 czesto-
tliwosé chwilows sity zewnetrznej; F(r, 0, x, dx/dt, &) jest réwniez nieograni-
" czenie rézniczkowalna, gdy wartosci jej argumentéw sg skoricznone, a wartosci ¢
dostatecznie mate; oprécz tego m(z) i ¢(t) sa dodatnie na odcinku 0 <7< L,
gdzie L mozna nadawaé dowolnie duze wartodci przy dostatecznie malym e,
Jedli prawa strona réwnania (1) rowna si¢ zeru oraz wspélczynniki m(7)
i ¢(7) s stale, to otrzymujemy zwykle réwnanie drgas harmonicznych ustroju
z jednym stopniem swobody:

2
7. (2) m--%;ﬁ—l— cx =0,
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ktérego rozwiazaniem bedzie, jak wiadomo,
(3) x = q cos{wi+gp),

gdzie o = /cjm oraz a i ¢ (amplituda i faza drgania) sa to stale, okreslone
p1erw0tnym1 wartosciami,

W razie istnienia zakléced, tj. w przypadku gdy e = 01 gdy oprécz tego
m(t) = m(et); c(7) = c(et), w rozwigzaniu réwnania (1) — z powodu wystepowa-
nia nicliniowosci — mogg jak wiadomo powstaé naddzwigki, drgania harmoniczne
o zh)zonych czestotliwodciach réznego rzedu, drgania harmoniczne z czesto-
tliwodcia zewnetrznego impulsu; czestotliwodé 1 faza nie beda juz stale, lecz
beds zaleze od amplitudy drgania, ktéra z kolei moze zwickszad sig lub zmniej-
sza¢ w zaleinodci od przyplywu lub rozpraszania energii w ukladzie dzigki
sitom zaklécajacym. Précz wszystkich tych zjawisk, obserwowanych w nie-
liniowych ukladach drgajgcych o stalych wspdétezynnikach, istnienie zmieniajg-
cych si¢ powoli parametréw wywola w ukladzie réwniez szereg zjawisk, jakich
nie obserwujemy wobec zwyklych drgan harmonicznych.

Traci tu np. sens ogdélnie prayjete pojecie czestotliwodci wlasnej ukladus
poniewaz w danym przypadku whasna czestotliwodé w(v) = y/e(v)fm(r) bedzie
réwniez zmienia¢ si¢ powoli z biegiem czasu itd.

Majgc to wszystko na uwadze, z natury rzeczy rozwigzujemy réwnanie (2}
szeregiem asympiotycznym w postaci
€)) x = acos (spty)teu(r, a, 0, sp+vp){-tuy(v, a, 0, spty)+...,
gdzie u,(7, a, 8, sp), uy(7, a, 0, sp-|-y) oznaczajg funkcje okresowe wzgledem 0
i sp-+y o okresie 2n} ¢ =87, 5ir pewne liczby pierwsze wzgledem siebie,
ktorych wybor zalezy od tego, jaki rezonans zamierzamy rozpatrywad; wiel-
koéci a i p funkcje czasu, Wyznaczane z ukladu réwnan rézniczkowych

d
d? sA (r a, )+ 4,(v, a, w)—l—

(5}
t% = m(’)*%"(")+ EBI('F, a, )+ e2By(z, a, p) + ...,

gdzie o(r) = yc(r)/m(7).
W ten sposéb zagadnienie Komstrukecji rozwinigé asymptotycznych do
rownania (1) sprowadza si¢ do wyznaczenia funkeji (v, 4, 0, sp-+y),

us (T, a, 0, sp-+-v), ...; A7, a, ), Az(i, a, ), ...; Bz, a,v), Bz, a,9), ..

i nastepnie do calkowania ukladu réwnan (5), Wyznaczajqcych a iy — ampli-
tude i faze drgania,

Uklad réwnan (5) w przypadku ogoLnym nie daje sig calkowac w postaci
zamknigtej, toteZ do wyznaczenia a 1 v trzeba wtedy stosowaé metody nu-
meryczne, . :
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Moze si¢ nasungé pytanie, -dlaczego nie calkujemy numerycznie bezpo-
$rednio réwnania (1). Rzecz w tym, Ze calkujac to réwnanie numerycznie
otrzymujemy «sinusoidg». Aby wige obraz procesu drgaf stal si¢ jasny, musimy
catkujac réwnanie (1) numerycznic obliczyé bardzo duio punktéw (rzedu
kilku tysiecy), poniewaz w calkowaniu numeiycznym nalezy braé przedziat
niewielki, zeby nie zostaly odcigte maksima winusoid». Natomiast jezeli chodzi
o calkowanie numeryczne réwnania (5), to majgc tu obwiedniesinusoid»
wystarczy do peini obrazu obliczyé zgola niewiele punktéw rzedu kilku dzie-
sigthéw. Zauwazmy, ze calkujac numerycznie - bezposrednio réwnanie (1),
nawet jesli postuzymy sie szybkimi maszynami do liczenia nie zawsze otrzy-
mamy wlasciwe rezultaty, gdyz w wielokrotnym stosowaniu metod nume-
rycznych nie spos6b unikngé gromadzenia si¢ systematycznych bledéw.

Wiytuszezong powyze] metody udato si¢ rozwigzad szereg nowych zagadnied
i wyjasni¢ interesujace zjawiska, jak np. przechodzenie przez rezonans w nie-
liniowych ukladach drgajacych, drgania wahadla o zmiennej diugosei, od-
dziatywanie na wibrator nicliniowy sity «inusoidalnej» z modulowana czesto-
tliwoscia, nieustalone procesy w uktadach Zyroskopowych, przcjscie przez
liczbe krytyczng w wale korbowym, w w1rowkach W Wirmkach maszyn tur-
binowych. : ;

W ostatnim czasie W. I. WEKSLER i inni, [5], zastosowah tg metodg z po-
wodzeniem do rozwigzywania szeregu zagadnief, zwigzanych z obliczeniami
cyklotrondw, w szczegblnosei do obliczania amplitud drgad synchrotronicznych,
wzbudzanych srodkami rezonansowymi i akustycznymi.

‘Powyiszg metode uogdlniono w zastosowaniu do ukladu z wualoma stop-
niami swobody, jako tez do szeregu rownan % bardZLeJ skomphkowanq za-.
leznodcig od ¢ i T. :

Rozpatrzono np réwnania zbhzone ‘do réwnan $cile caikowalnych nad

stepujacego typu:
dx
© e o )= (e 0.5 dt)

Zbadano tez uk%ady réwnan z wyrazaml «zyroskopowymw w postac1

S [ 2 (%J +st,(r)gs+2 (0. =

. o5=1

o

= Qr(""'! g, gla srey QN) ‘]17 e gN!'S) (_r =1,2, "'!N)'

gdzie b, (z) = —wbﬁ(‘c) v = ot, dO]dt = ¥(z). S ;
‘Metoda badania proceséw -nieustalonych -przyjeta sie szeroko w praktyce

mzymersklej ‘

| - Bposréd szeregu prac dotyczacych tego problemu nalezy Wymxemc funda-

it mentalng pracg  W..A. Groeowa, '[6], poswigcong badaniu ‘nieustalonych

drgat wirnikéw w maszynach turbinowych podezas przekraczania liczby
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krytycznej i obrotéw. Rozpatrzono przy tym nieustalone drgania waléw gigtkich
w wirnikach jedno- i wielotarczowych, uwzgledniajge r6zne sposoby osadzania
kofhcow. 7 pewnymi wyjatkami powstaja wowczas réwnania rézniczKowe
typu (7) i mozna konstruowac ich przyblizone rozwigzania, dajgce zupelnie
dopuszczalne jakodciowe i ilodciowe wyniki.

W dzielach [14] i [16] opracowano prosta i dogodng metode konstruleji
przyblizonych rozwigzan asymptotycznych réwnania symbolicznego postaci

@& 2(z, pyx = eF(z, 6, x),
gdzie p = dfdt, (7, p) sa pewnym wielomianem o zmieniajgcych si¢ powoli
. Wspolczynmkach

Opracowano tez metode energetyczng, ktéra pozwala Wyprowadzac réwna-
nie {6) na podstawie wzoru na energi¢ potencjalng i kinetyczng WYJSCIOWGgO
uktadu drgajacego, przy czym nie potrzeba tworzyé $cislego réwnania réznicz-
kowego w postaci (1) czy (7). Metode te mozna ponadto stosowac formalnie
do téwnan z czgstkowymi pochodnymi.

Metode energetyczng rozwingl 1 uogtlnit 'W. I. MosgENKoO, [18}, ktory
rozpatrywal réwnania postaci

9) A0 T4 BE) S Cl) et D) g = (5 1),

gdzie A(7), B(z), C(v) i D(r) s3 wielkodciami zmieniajacymi si¢ powoli.
W. J. MoseeNko badal tes procesy przechodnie w drganiach watéw, belek
i innych ustrojéw mechanicznych z tzw. parametrami roztozonymi. Rozpatrzyl
réwniez m. in. interesujgce zagadnienie przechodzenia przez rezonans para-
metryczny.

Ciekawe takZze s3 prace W. 0. Kownonenkr, [8], O.B. LYKOWE]
il A MITROPOLSKIEGO [15], poswigcone badaniom liniowych réwnad roznicz-
kowych ze zmieniajgcymi sig powoli wspélezynnikami, zbhzonych do uktadéw
liniowych ze wspolezynnikami okresowymi:

(10) a —I—me('c 0)%, = ef (1 wver By 1) - G=1,..,m),

gdzie P, (7, 0) oznaczajg funkcje okresowe wzgledem 8, dfifdt = »(v) i = = f.

Oméwiona w tych pracach metoda pozwala badaé szereg skomplikowanych
zjawisk w ukladach przyépieszonych.

Ostatnimi czasy wydatnie rozwinigto i uzasadniono metody jednoczgsto-
tliwe mechaniki nieliniowej i metody jakoéciowe w zastosowaniu do badania
nieliniowych réwnaf rézniczkowych, zawierajgcych maly parametr. '

W wielu aktualnych problemach techniki wspélczesnej spotykamy  sig
z rozpatrywaniem ukladéw drgajacych z wielu stopniami swobody. Jesli nawet
drgania w takich ukladach bywaja okrelane réwnaniami -rézniczkowymi,
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zblizonymi do. liniowych, to jednak, jak wiadomo, zastosowanie zwyklych
metod mechaniki nieliniowej wymaga uprzedniego rozwigzania ukladu linio-
wych réwnat rézniczkowych z liczbg niewiadomych, proporcjonalng do liczby
stopni swobody, co w praktyce sprawia duze trudnosci.

Zarazem istnienie tarcia wewnetrznego i zewngtrznych sit zaklocajgeych
w . ukladzie drgajacym z wicloma stopniami swobody prowadzi zwykle do
zanike czestotliwodci wyzszych i do ustalenia podstawowego tonu drgania.

W zwigzku z tym N. N. BocoLusow, [2], rozpatrujac systemy jednoczesto-
tliwe, zaproponowat konstruowanie czgstkowych rozwigzah odpowiedniego
uktadu réwnan réiniczkowych w zaleznoéei od dwéch parametrdw, Mysl
przewodnia tej metody polega na tym, e przyblizone rozwigzanie ukladu
réwnan rézniczkowych :

7

dx,
(11) ﬁkmzc,m = &f(®1yeees Xy, €) (k=1,..., n),
g=x
odpowiadajgce drganiu jednoczestotliwemu, przybiera postaé szeregu
(12y %, = ap e tapie ¥+ eud(a, )+ 2u®(a, v)+-...,
gdzie ¢, i o} oznaczaja funkcje wlasne, charakteryzujace forme niettumionych

drgaf harmonicznych

(13) %, = ap OO gptei@it)
niezakléconego ukladu '
dx =
(14) Ttk —chg.%’q = 0,
g=1
u(a, ) (k =1,..,n;e=12,..) s3to funkcje okresowe wzgledem czasu,

o — czgstotliwoéé niettumionego jednoczestotliwego uktadu (13) @ i v funkcje -
Czasu, wyznaczane z nastepujacego ukladu réwnan :

& (@A
(15)

| Lj‘;i = ot-eBy(@) + £ By(a)+ ....

Takie postawienie problemu jest bardzo dogodne i pozwala uzyskiwaé osta-
teczny wynik w prosty sposéb. |

T Ww dalszym ciggu metoda ta rozwingla sie istotnie w szeregu prac, [17, [14],
. w ktérych poszerzono metode badania ustrojéw jednoczestotliwych, uwzgled-
niagjge istnienie zmieniajacych si¢ powoli wspolczynnikéw, zewnetrznych sit
zakléeajacych, ukladéw rezonansowych, wyrazéw. Zyroskopowych, tj. pray-
padek réwnania typu (7) itp. Otrzymane wyniki znalazly szerokie zastosowanie
W rozwigzywanin wielu zagadniedi praktycznych, jak obliczanie drgan w wale
korbowym, w wirnikach, w ukladzie obwodéw zamknietych itp.
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Nalezy si¢ nieco zatrzymaé przy pewnych problemach, nasuwajgcych
‘gie z chwila, gdy rozpatrujemy przyblizone dwuparametryczne rozwigzanie
. sezegdlne (12), odpowiadajgce jednoczestotliwemu procesowi drgan. Jezeli
" catkowanie réwnan (15) wprowadza tylko dwie dowolne stale, to za pomocy
: wyrazen (12) otrzymujemy wzor przyblizony nie na ogélne rozwigzanie

0 uktadu (11), ktére musi zaleze¢ od n dowolnych stalych, lecz na dwupara-

" metryczng rodzing rozwigzan szczegdlnych.

Poniewaz w ukladach nieliniowych nie obowigzuje zasada superpozycii,
to biorac za punkt wyjscia réZne rozwigzania szczegdlne nie mozemy skon-
struowad bezposrednio rozwiazania ogélnego. Powstaje wiec pytanie, w jakich
przypadkach rozpatrywanie dwuparametrycznej rodziny rozwigzag przybli-
zonych moze by¢ interesujgce. Otéz w wielu przypadkach duzej wagi rodzina
ta odznacza si¢ wlasnodcig statecznodcei, polegajgcg na tym, Ze z biegiem czasu
dazy do niego dowolne rozwigzanie ukladu (1), ktérych pierwotne wartosci
naleza do pewnego dostatecznie malego otoczenia tej rodziny rozwigzan (12).
Sciéle méwige, tylko w tym przypadku badanie rozwigzaf (12} jest interesujace
pod wzgledem fizykalnym.,

Twierdzenia dostatecznie ogblnego charakteru, udowodnione ostatnio
w szeregu prac, [14] i [17], ustalaja kryteria, ktérych spelnienie nadaje dwu-
parametrycznej rodzinie owg wlasnosé statecznosci. Udowodniono tez, [12]i[13],
twierdzenia daleko mocniejsze, tak iz dowolne rozwigzanie ukladu (11), spel-
niajac ustalone tymi twierdzeniami zalozenia, dqaaz do konkretnych rodzin
krzywych catkowych (12).

W pracy autora [17] 1 w pracach O. B. Lyrowgy, [12] i [13], osiggnicto
w ostatnim czasie ciekawe rezultaty, dotyczace rozmaitosci calkowych w ukla-
dach réwnan rézniczkowych, zawierajgcych maly parametr, typu

16 . ‘;t — X ()L eX*(1, %, ),

gdzie x, X oznaczajg punkty n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej, X*(v, x, )
funkcje okresowe wzgledem £ o okresie 2z Do réwnie ciekawych rezultatéw
doszedt K. W. Zapiraxa, [11], badajge ukfady zbliZone do relaksacyjnych.

Uogblniajac i rozwijajac wyniki N. N. BocoLuBowa ustalono twierdzenia
o istnieniu, jednoznacznoéci i statecznosci w oméwionym sensie jednowymia-
rowych rozmaitosci catkowych (jednoparametrycznej rodziny rozwigzan)
oraz dwuwymiarowych lokalnych rozmaitodci catkowych (dwuparametrycznej
rodziny rozwigzan). Rozmaitosé ma lokalny charakter z tego powodu, ze
jeden parametr wchodzacy w sklad jej wyrazenia parametrycznego nie po-
winien wykraczaé poza pewien ograniczony obszar [a,, a;].

Nalezy jednak zauwazy¢, Ze z osiggnigtych tu wynikéw nie wyplywaly
bynajmniej wskazéwki co do struktury i wlasnosm rozquan szczegblnych
na podstawie rozmaitodci. : -
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W jednym ze zbadanych przypadkéw, mianowicie w przypadku, kiedy
odpowiadajgcy ukladowi (16) uklad réwnad dla drgan niezakléconych
dx ‘ -
dopuszcza istnienie dwuparametrycznej rodziny szczegdlnych rozwiazan okre-
sowych, takiemu badaniu poddano indywidualne rozwigzania w pracach [13].
Jedna z szeroko rozpowszechnionych metod mechaniki nieliniowej, zasada
wyréwnywania, zostala ostatnio w znacznym stopniu uogélniona w pracach
N.N. Bocorusowa i D. N. ZuBarewa, [3], w zastosowaniu do réwnad typu

(17)

d
[T‘ixg"‘_x Xk(a, X1y ey xn)’
w7
lﬁ_ = ;&CU(.%']_: _,.,Nn)+A(a, K1y erny x‘n) ‘ (k = 1, T n),

gdzie 4 oznacza «duzy» parametr. Réwnania typu (18) spotykamy w zagadnie-
niach dotyczgcych ruchu czasteczek w polu magnetycznym, w badaniu uktadow
zyroskopowych itp.

W badaniu niektorych specjalnych ustrojéw Zyroskopowych z szybkowi-
rujgeymi elementami mozna z powodzeniem stosowaé wyniki, jakie otrzymat
K.A. Breus, [4], rozpatrujge uklady réwnanh rézniczkowych ze wspoélezynni-
kami okresowymi, z duZymi wartodciami czestotliwosei: :

(19) %— = A{wi)x,
gdzie & oznacza wektor #-wymiarowy, A(wt) n-wymiarowa macierz okresows,
przy czym o jest «duzym» parametrem.Mozna tez w tym przypadku postuzy¢
si¢ rezultatami, jakie uzyskat A.M. FEDORCZENKO, [22], ktéry rozpatrujgc réwna-
nia kanoniczne, opisujace pewien ukltad Zyroskopowy, wprowadza najpierw
nowe zmienne: zmienng katowa @ i zmienng dzialania ¥ i nastgpnie do otrzy-
manego ukladu stosuje zasade wyréwnywania. Osiggniete tu rezultaty sg dogodne
do badamia proceséw drgaft w zyroskopowych ukladach konserwatywnych.

Na zakoficzenie zatrzymamy sie jeszcze przy niektérych wynikach uzyska-
nych w dziedzinie stosowania metod mechaniki nieliniowej do budowy maszyn
1 do teorii regulacji automatycznej. _ '

Jedli chodzi o budowe maszyn, metody mechaniki nieliniowej znalazly
duze zastosowanie i rozwingly sie znacznie w zakresie zjawisk histerezy i tarcia
wewnetrznego ukladéw drgajacych z rozlozonymi parametrami.

Trzeba tu wymienié przede wszystkim prace G.S. Pisarenky, [19], i jego
uczniéw. Prace te biorg za punkt wyjécia badania réwnafh typu

o

I —l—pé[x—i—aéﬁ_(x)] = gg sin wt,

(20)
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ktérych charakterystyka liniowa ma postad

(21) D(x) = Fk[(aTa)y—2"1dl), _
gdzie ki n oznaczaja stale oraz @ amplitude drgania, i poddajg szczegélowym
badaniom wplyw tarcia wewngtrznego na drgania. Uwzgledniono przy tym
najréznorodniejsze materialy ukladu drgajgcego i najréznorodniejsze érodo-
wiska, w ktérych odbywajg si¢ drgania. _ :

Szereg interesujacych zagadnied, zwizzanych z wplywem tarcia suchego
na drgania i z wplywem drgan relaksacyjnych na harmoniczne, rozwigzal
W.0. Kowowengo, [9], rozpatrujgc uklady réwnaf rdzniczkowych postaci

d
._cl”;iﬁrcb(xl) S C

(22) .
I[Z(aﬁ dT“;urcﬁxj) = 5 (1, e %) (G=2,..,n),
j=2 : .

gdzie P(x,) oznacza funkeje nieciggts z dwoma punktami niecigglosci w okresie.

Mechanika nieliniowa poszerzyla sw6j zakres zastosowania ma szybko
rozwijajaca si¢ dziedzine teorii regulacji. Nalezy tu wspomnie¢ przede wszysthim
o pracach A.L. FLuriEk, [10], w ktérych poszerzono metodg jednoczestotliwg
w zastosowaniu do badania proceséw drgafi samowzbudzonych i probleméw
statecznoéci w ukladach regulacji automatycznej. Trzeba tez wymieni¢ liczne
prace EP. Porows, [20], [21], i in., W ktérych metody mechaniki nieliniowej
rozciggnigto na uklady wysokiego rzedu o postaci

(23) Q(p)x-+R(p)F(x, px) = S(P)f(H),

gdzie O(p), R(p) i S(p) s3 wielomianami operatorowymi, F(w, px) funkejg
nicliniowa, -f() zmieniajgcym si¢ powoli impulsem zewnetrznym. '

Trudno daé w -jednym artykule pelny przeglad wynikéw osiagnietych
w zakresic rozwoju i stosowania metod mechaniki nieliniowej oraz wielu prac
i rezultatéw, écisle zwigzanych z nieliniows teorig drgad. Totez autor nie wspom-
nial tu zupelnie o licznych pracach ¥.S. Powrriaciva, E.F. MIszCZENKT,
A.N. TicaoNowa, W.M. Worosowa i in. i nie rodci sobie pretensji do wy-
czerpania przedmiotu.
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Pesrome

- NOCTETANE ,I[OCTI/DKEHI/IE B OBJIACTH HEIHUHENDION MEXAHWKH




HBIM YPABHCHHAM C MEUICHHO MEHAOIMMHCT KoeddumenTamn, B 06JacTH pas-
pETHA B COOCHOBAHEA OFHOYACTOTHOTC METONE, 4 TAlOKEe BOIPOCOB KAYEeCTBEH-
HOFO HCCTEIOBANMS YPABHCHAH, COIeKANE MaldEIl mapamerp Ha OOHO- H ABY-
MEPHBIX HHTETDATHHBIX MHOroo0pasusix.

B craThe TAIOKE YHA3BIBAIOTCA XAPAKTEpPHBIC 3aiadd B 00JACTH MAIIMHOCTPOEe-
uuaA, (PE3HEKH, TEOPHH PEryIHPOBAHUA H Ap., KOTOPBIE HUCCIENOBANACL C MO~
MOLLEH) METOJIOR HEIMHeIHOM MEXAHMKH B IPHMEHUTENEHO K KOTOPBIM 9TH METOIE]
paspHBAMICH W 0000INANHCE.

Summary

RECENT ACHIEVEMENTS IN NON-LINEAR MECHANICS

The paper contains a brief survey of recent results obtained in the domain
of non-linear mechanics by the pupils and successors of N.N. BocoLuBov,
in the last decade. Of these results those concerning the development and
mathematical justification of asymptotic methods with non-linear slowly-
varying coefficients are treated in greater detail. The one-frequency method
is described and justified. Problems of investigation of equations containing
a small parameter are discussed on the basis of one- and two-dimensiona lintegral
varieties, .

Also the typical problems of mechanical engineering, physics, theory of
control etc. are mentioned. These problems have been treated by means of
the methods of non-linear mechanics, thus enabling the development and
generalization of these methods.

UHCTATVT MATEMATHKH
AH ¥CCP, KHED

N
.
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