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1. Uwagi wst¢pne

Najbardziej rozpowszechnionymi elementami w konstrukcjach inzynier-
skich sa prety, ktére definiujemy na ogét jako posiadajgce jeden wymiar (diu-
go$¢) duzy w poréwnaniu z pozostalymi (tzn. z wymiarami przekroju poprzecz-
nego). Jednym z podstawowych zalozeri wszelkich teorii dotyczgcych pretéw
i ukladéw pretowych jest zalozenie o niezmiennoéci (nieodksztatcalnosci)
przekroju poprzecznego, ktére powtarza sie tak w teoriach wytrzymaloscio-
wych zginania i skrecania, jak i w zwigzanych z nimi teoriach statecznosci
i dynamiki. Pozwala ono na opisanie stanu odksztalcei czterema co najwyzej
niezaleznymi wielkoéciami, mianowicie trzema skladowymi przesunigcia i katem
obrotu (skrecenia) przekroju poprzecznego.

Wymienione zalozenie nie budzi zastrzezen w zastosowaniu do pretéw
pelnych lub grubosciennych, natomiast przyjecie jego dla pretéw cienkoscien-
nych moze prowadzi¢ do powazniejszych niedokladnoséci. Wynika to z faktu,
ze nie wszystkie wymiary przekroju poprzecznego s tu pordwnywalne: grubosé
$cianek jest bardzo mata w stosunku do pozostalych jego wymiaréw. Jedno-
czesnie niezgodnoéé (ogdlnie biorge) rozwigzan pretowych z réwnaniami teorii
sprezystosci powoduje, ze nie wszystkie réwnania réwnowagi s3 spelnione;
w rezultacie tego braku zréwnowazenia powstaja dodatkowe odksztalcenia,
ktére rozwijaja si¢ przede wszystkim w kierunku najmniejszego oporu, tzn.
powoduja znieksztalcenie cienkiej $cianki przekroju poprzecznego.

Podobnie jak inne teorie pretowe réwniez teorie statecznosci pretéw cienko-
éciennych oparte s na zalozeniu niezmiennoéci przekroju poprzecznego.
Dotyczy to zarbwno teorii gietnego wyboczenia EuULERa, ktéra okazala si¢
tu niewystarczajaca, jak tez ogolniejszych teorii wyboczenia gigtno-skretnego,
rozbudowywanych pracowicie i nie bez potknig¢ przez wielu badaczy,
z ktérych wymienimy: WacnEra, [1], OstenreLpa, [2], Kaepuss, [3],
F. i H. Brricuéw, [4], wreszcie Wrasowa, ktérego monografia, [5],
stanowi obecnie podstawowe dzielo klasyczne dla tej galezi wiedzy. Wyniki
teoretyczne zostaly potwierdzone z duzg doktadnoscia przez badania doswiad-
«czalne (np. [5]), przy czym oczywiscie zapewniono nieodksztalcalnos¢ prze-
kroju poprzecznego preta przez zakladanie sztywnych przepon £OZMIiesZCz0-
nych w nieduzych stosunkowo odstepach. -

Mozliwo$é utraty statecznosci przez znieksztatcenie przekroju poprzecznego
zostala dostrzezona po raz pierwszy bodaj przez TimMoszENKE (por. np. [6]),
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ktéry rozwazal cienkoscienny przekréj kwadratowy. Utrata statecznosci wy-
stepuje w tym przypadku przez wyboczenie plytowe caterech $cianek. Roz-
wigzanie jest tu natychmiastowe, poniewaz zalozenie wolnego podparcia
wzdluz krawedzi podtuznych preta spelnia $cisle warunki zadania. Inny, bar-
dziej skomplikowany przypadek niestatecznosci przez samo tylko znieksztalce-
nie przekroju poprzecznego rozwazal autor w pracy [7] przedstawiajgc rowniez
rozwigzanie ciste. W latach powojennych, w zwigzku przede wszystkim z roz-
wojem konstrukeji lotniczych, po$wigcono wiele uwagi wyboczeniu plytowemu
Scianek w pretach cienkosciennych. Obecnie mozna uwazaé, ze zjawisko to jest
znane wystarczajgco dokladnie, takze i z praktycznego punktu widzenia; szczegd-
lowo opracowane tablice i wykresy ulatwiaja otrzymanie wyniku liczbowego
dla praktycznie waznych typéw pretéw cienkosciennych o przekrojach otwat-
tych lub zamknigtych. Obszerne wykazy prac na ten temat i zestawienia wzoréw
mozna znaleZ¢ w monografiach [8]i [9]. Wyboczenie plytowe $cianek nazwano
«wyboczeniem lokalnym», co ma podkreslaé fakt, ze pret jako calo$é nie ulega
wyboczeniu: jego 0§ pozostaje prosta, za$ przekroje poprzeczne nie doznajg
obrotéw. Charakterystyczne jest tutaj sfalowanie $cianek — plyt, przy czym
dlugoé¢ pélfali wyboczenia jest, praktycznie biorac, tego rzedu co szerokogd
Scianki, dlatego ilo$¢ poial jest zawsze duza i sila krytyczna wyboczenia lo-
kalnego nie zalezy od dlugosci preta. Takie podejécie jest jednak niedcisle:
wyboczenie lokalne nie moze powstaé niezaleznie (pomijajac przypadki wy-
jatkowe, np., — oméwiony w pracy [6]), bowiem zalozenie wyboczenia czysto
plytowego nie spetnia na ogél wszystkich warunkéw réwnowagi. Poniewaz jednak
sztywnpsci gigtne i skretne pretéw s3 bardzo duze w poréwnaniu ze sztywnoscig
plytows, nalezy sie spodziewaé, ze wyplywajace stad niedokladnosci maja
znikomy wplyw na wyniki.

Nie ma dotychezas prac ujmujgcych wplyw odksztalcalnosci przekroju
poprzecznego na sile krytyczng wyboczenia calego pretal (w jezyku angielskim
istnieje dobre, krétkie okreslenie «primary buckling» jako przeciwstawienie do
«local buckling»; w jezyku polskim nie ma dotychczas takiego okreglenia dla
wyboczenia calego preta w odréznieniu od wyboczenia lokalnego; proponujemy
termin «wyboczenie ogélne»).

Oddamy najpierw glos F. BrricHowl, autorowi cytowanej poprzednio
monografii ([8], s. 106): «Oddzielne badanie wyboczenia ogélnego i lokalnego
musi da¢ tylko przyblizone wyniki, poniewaz w ogélnosci istnieje sprzezenie
wyboczenia lokalnego i ogélnego. Dotychczas nie poczyniono wysitkéw w celu
oceny dokladnodci teorii skretnego i gietnego wyboczenia ogélnego przez jedno-
czesny analize wyboczenia lokalnego i ogélnego, poniewaz analiza taka bylaby
nadzwyczaj skomplikowana». Poglad ten podziela R. DaBrowskl w wydanej
kilka lat pézniej monografii, [9]. Réwniez najnowsze miarodajne Zrédlo, mias

! W wyjatkowych przypadkach wyboczenie lokalne moze byé identy‘c‘zne'z v{v&{bocieniem
calego preta, np. z wyboczeniem skretnym przekroju krzyzowego (por. np.' [8], [9]). " -
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- mowicie przeglad krytyczno-bibliograficzny J. Nowdskirco, [10], nie notuje
zadnych nowych usilowan w tej dziedzinie®.

Jak z powyzszego widad, istnieje pewna dosyé powazna luka w teorii sta-
tecznodci pretéw cienkodciennych. Z jednej strony stoja teorie wyboczenia
ogolnego, tzn. klasyczna teoria wyboczenia gictnego Eurira i nowsze teorie
wyboczenia gietno-skretnego. Z drugiej strony opracowano wystarczajaco
doktadnie zjawisko wyboczenia lokalnego. Brak natomiast teorii ujmujacej
utrate statecznosci preta cienkodciennego $cidle, tzn. z uwzglednieniem wply-
wu odksztalcen pretowych na wyboczenie lokalne lub, na odwrét, przy uwzgled-
nieniu wplywu odksztalceri plytowych na wyboczenie ogélne. Znaczenie pierw-
szego z wymiecnionych probleméw jest, jak powyzej juz wspommniano, raczej
teoretyczne. Drugi problem ma znaczenie praktyczne i wymaga opracowania
tym bardziej, ze odksztalcalno$é przekroju poprzecznego zawsze, rzecz jasna,
wplywa na zmniejszenie sily krytycznej. '

Autor pokusit si¢ 0 wypelnienie tej luki i przedstawia teraz pierwsza z serii
prac zwigzanych z tym zagadnieniem. Przedmiotem jej jest zbadanie wplywu
znieksztalcenia przekroju poprzecznego preta dwuteowego na sile krytyczng
EuLera. W dalszych pracach oméwione bedzie wyboczenie skretne i ogél-
niejszy przypadek wyboczenia gigtno-skretnego. Wyniki otrzymamy przy
pewnych praktycznie uzasadnionych. uproszczeniach, ktére nastepnie ZWery-
fikujemy w ramach ogélnej teorii wyboczenia pretéw cienko$ciennych o od-
ksztalcalnym przekroju pozbawionej tych upraszczajacych zalozefi. Rozwazad
bedziemy jedynie prety, ktérych przekrdj poprzeczny jest wielokatem, co prak-
tycznie biorgc prawie nie ogranicza zastosowan. Przekroje o obrysie krzywolinio-
wym wymagaja rozwigzania ogélnego problemu statecznodci powloki walcowej;
droga ta nie rokuje powodzenia. Ograniczymy sie do obszaru sprezystego.

Stosowane metody nie wykraczaja w zasadzie poza teorig plyt i teorie pretéw
cienkosciennych. Réwnania wyjsciowe, ktérymi bedziemy si¢ postugiwali,
mozna odnaleZé w podrecznikach lub monografiach z wymienionych dziedzin
(np. [5], [6], [8], [12]), ktérych w dalszym ciagu nie bedziemy cytowali.

W pracy niniejszej rozpatrzony bedzie wylgcznie wymieniony poprzednio
problem zmiany w sile krytycznej Eureras, powodowanej odksztatcalnoscia
przekroju poprzecznego. Zagadnienie wzajemnego stosunku wyboczenia ogél-
nego i lokalnego oméwimy w oddzielnej publikacji.

Otrzymane wyniki bedg miarodajne oczywiscie tylko wtedy, gdy obliczona
sila krytyczna bedzie mniejsza od sily krytycznej wyboczenia lokalnego 2.

* Mozna tu wymieni¢ jedynie nie cytowang przez NowINsKIEGO prace J. Rureckirco, [11].

¢ W koricowej fazie pisania tej pracy ukazal si¢ w miesigezniku «Der Stahlbau» (nr 5, 6, 1959)
artykul Zum Problem der Gesamtstabilitit von einsfachsymmetrischen I- Tréigern, ktérego autorem
Jest J. ScHEER. Rozwaza on monosymetryczny przekrdj dwuteowy $ciskany mimosrodowo. Nader
skomplikowane w ujeciu autora zagadnienie uzyskuje prosty zapis dzieki uzyciu rachunku ma-
cierzowego. Dane liczbowe potrzebne do skonstruowania licznych wykreséw mozna bylo otrzymaé
Jedynie za pomoca maszyn elektronowych.
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2. Réwnanie przestepne zagadnienia

Dany jest osiowo $ciskany pret diugoéci [ o symetrycznym przekroju dwu-
teowym (rys. 1). Zakladamy, ze oba korice preta podparte s3 przegubowo oraz
ze znajduja si¢ na nich niepodatne w swej plaszczyZnie i wiotkie w kierunku
prostopadlym przepony poprzeczne uniemozliwiajace znieksztalcenie skraj-
nych przekrojéw. W praktyce grubodé & potek jest zawsze znacznie wigksza niz
grubos¢ ¢ $rodnika, za$ szerokos¢ b pélek jest mniejsza niz wysokosé £ érodnika.
Skutkiem takich' proporcji odksztalcenia potek w plaszczyZnie przekroju po-

; -
Y0 .

TS

L

Rys. 1 , Rys, 2

przecznego s3 male w poréwnaniu do odksztalced $rodnika. Jednoczesnie
duza swoboda odksztalcen pétek (ze wzgledu na swobodng krawed’ podiuzng)
powoduje, ze daja one mate zmiany w stanie naprezef. Dlatego nie popelnimy
duzego bledu przyjmujac, ze potki sg nieodksztalcalne w plaszczyZnie prze-
kroju poprzecznego.

Rysunek 2 przedstawia przyjety uktad wspélrzednych, przy czym nie
uwidoczniona na nim o$ x pokrywa si¢ z osig preta. Rozwazaé bedziemy wy-
boczenie gietne w plaszczyznie osi 2, ktére na ogét jest miarodajne dla prze-
kroju dwuteowego. Odksztalcenie przekroju poprzecznego, wynikajace z wyzej

%/r/ ' ‘ . +p
1/ N = b
. - +¥p * .

Rys. 3 ' Rys. 4

3

wymienionych zalozefi, przedstawiono na rys. 3. Srodnik odksztalca sie tu
‘plytowo, przy czym ugigcie wynosi w(x, y) i wyznacza ugigcie pretowe wo(x)
polek oraz ich kat skrecenia gy(x):

hﬁaw
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Przy zalozeniu, ze naprezenia normalne nie przekraczajg wartosei krytycz-
nych wyboczenia plytowego, problem statecznosci ogélnej catego preta spro-
wadza si¢ do problemu statecznosci pélek traktowanych jako prety zginane
i skrecane, polgczone z nieliniowo pracujacy plytg-§rodnikiem, ktéry prze-
kazuje na pdélki plytowe reakcje podporowe 7,(x) oraz momenty zamocowania
m,(x). W dalszym ciggu wprowadzimy dla tych wielkosci skrécone oznaczenia:
r, = r, m, = m. Dodatnie kierunki przemieszczefi w,, @, oraz oddziatywan
r, m $rodnika na polki przedstawia rys. 4. Warunki réwnowagi dla odksztat-
conej potki, znajdujgcej sie pod dzialaniem sily osiowej @b, reakcji » oraz
momentu rozlozonego m przedstawiajg si¢ jak nastepuje:

dla zginania

,, adb ¥
oraz dla skrecania
(22) #e(CL,—al)—m — 0.

I oznacza tutaj moment bezwladnosci pélki wzgledem osi y, I, moment bez-
wladnoséci na skrecanie, za$ I, biegunowy moment bezwladnosci d'a pétki;
E oraz G sa modulami sprezystosci; ¢ przedstawia naprezenia normalne od
sily $ciskajgcej osiowo.

Funkeje w,(x) i @o(x) muszag spelnia¢ na obu koficach preta warunki brze-
gowe wynikajace ze sposobu podparcia, zatem bedzie dla x= 0 oraz dla x = [:

(2.3) wy =10, wy=0, ¢,=0.
Funkcja w(x, ¥) musi spelnia¢ znane réwnanie rézniczkowe czgstkowe plyty
$ciskanej i zginanej:

otw o*w ot 1 0%
ot 2oy T T T e

(2.4)

“przy czym na krawedziach poprzecznych x = 0, x = [ narzucone s warunki

02w .
ox®

(2.5) w=0,

“Warunkom tym uczynimy zado$¢ stosujac popularne w teorii plyt zalozenie

’(26) w(x>y) :f(y) sin Up X, %z = 7 °

Jak wiadomo, funkcja f(y) jest rozwigzaniem réwnania rézniczkowego:
V__ 008 . 9t 2| £ 0

f anf —I_an"“—D_an f_
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i wyraza si¢ sumg czterech symetrycznych lub antysymetrycznych skladnikéw:
(2.7) f(») = Cy ch py + C, cos gy+Cy sh py+-Cysin gy,
gdzie

(2.8) p*E/ E/——I—an, q_V ]/¥_a2

Ze wzgledu na symetrie odksztalcen wzgledem osi & przyjmiemy C3: C,=0,
zatem funkcja w(x, y) przedstawi si¢ w postaci
(2.9) w(x, y) = (C, ch py+C, cos gy) sin a,x.

Stad podstawiajgc y = A/2, otrzymamy:

-

wo(x) = (Cy ch p+Cy cosq) sin a,x,
@o(¥) = (Cp sh p—C, ¢ sing) sin a,x,

02w 0w _
mx) = D [Tyz__i—vWJh% =

— —D[Cy(vat—p?) ch p+Cy(va2+g¢?) cos 7] sin a,a,

03
#(x) = —D{ 5 +(z_v)_(ﬁ%§]y=% —
[ = D{C[@2—»)a;—p’]p sh p—Co[(2—»)ai+4¢"]g sin g} sin a.,

gdzie p = ph[2, q = qh[2.

Widoczne jest, ze funkcje wy(x) 1 go(x) spelniajg warunki brzegowe (2.3).
Pozostaje zatem uczynié¢ zado$é¢ warunkom zgodnosdci sil i przemieszczen
polki i $rodnika na krawedziach podluznych y = -7%/2, co uzyskamy podsta-
wiajac wielkodci w,, @y, # 1 7 wyrazone wzorami (2.10) do réwnan (2.1) i (2.2).

Otrzymamy w ten sposéb uklad dwu réwnan jednorodnych ze Wzgle;du na
stale C; 1 Cy:

(210) 3

Cuf[ut—az ) eh - fri@—n)at—] p shpf +

- D o
| oo B miratging o
(2.11) 4 :

‘ Cl[—aﬁ(l——g—f]i)p shﬁ+—G!PI—(va,";~p2) chﬁ] +

D
+Cz[ai(1—~ gIIO )q sin g CI (vaZ+¢*) cos q] :‘O.
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Przyréwnanie do zera wyznacznika tego ukladu daje warunek - wyboczenia
w postaci réwnania przestepnego, w ktérym n1ew1adomq jest napregzeme kry-
tyczne oy, :

(2.12) {(ai—ag G’Z;f-b) h“+—ED7[(2—v)ai—p2]psh?}><

D ‘ :
{G’I (va24-¢%) cos g+a2 (1— 2’1]0) gsinq}_

ob _ D
—{(a4 a2 G’%I ) COSg — [(2—»)a244%] ¢ sin g} X

X{G’IS (va2—p?) chﬁ—«aﬁ(l—%’fs—o)p shﬁ} = 0.

| Wygodniejsze jest przyjecie jako niewiadomej wielkosci bezwymiarowe;
k,, = o,,/E, podstawiajgc poza tym*

, 10_1__115553, 132%636,
(2.13) {I ol E L, b
| 77 20+ T I2(1—)

otrzymamy

(2.14) {[nznz ( b) ] 1—_—( 2)32 71 (75+7) thp}
{%1_”( )(ﬂ(wﬂ®+mmwgéb 1+”() H
_{[nznz—lz(%)zkk,]—%» (%)3 ; va(yi—v) tg }

Lot (3) () o-sm=rmmans1= 5 (5 ) <o
gdzie

Y1 = ]/—-]/12(1_7’2) kot+1,  ya= ]/ ]/12(1_” ) ki, —1,

. nmh _ nmh
=T Q=7

W réwnaniu (2.14) przekrdj poprzeczny scharakteryzowany jest kilkoma
wielkodciami, ktére mozna wyrazié¢. przez cztery niezalezne bezwymiarowe

parametry: I/h, I[b, 1/6 1 Ift.

4 Przyjeto I, = I, poniewaz zawsze 6 <€ b,
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Otrzymamy woéwczas

(2.15) {[nw —12(61)2/@,“] -' % (%)3 (-2—)3% yy(v2+7) th f}x‘
Aoty (1) ) 5 oo wa 1= (0] (5] ] -
el
<oy (1) (3] 4 0zt (7) (3 ]y <o

Wyboczenie Eurera zachodzi przy wygieciu preta podiug jednej poifali,

zatem podstawiajac # = 1 oraz przyjmujac » = 0,3 dla stali i wpisujgc wartosci
liczbowe stalych dochodzimy do nastgpujgcej postaci réwnania przestepnego

2 3 3
(2.16) {[9,86960—12(%) kkr]—3,45230(%) (—é-) %yl(yg—I—O,B’) th;ﬁ}x

AWIAY 2WIAY
x{0,714285(7) (_) 5 (0,3479)+3,14159, tg g[l 065(1) (a) kk,]}—
7\? AN AP _
=11 9:86960—12{-) &y, | =3,45230| 7| () 5 va(yi—0,3)tg g x

AVIAW _ B\ 1\2 '
X10,714285 | | |-=) (0,3 ) —3,14159 9, th 5 10,65 ) | =] Ay | = 0,

gdzie

y = 1/1,05187%]/E;+1, y2=]/1,05187%1/@—1,

5 — 1,570796%;;1, G— 1’570796%72-

Zauwazmy, ze gdy t/0 — 0, wéwczas réwnanie (2.14) znacznie si¢ upraszcza

2 - 2
(2.17) [nznz-—m(.é_) kk,] ll — _11;1 (—g—) k,cr] (7218 g+ thp) = 0.

Istniejs wowczas trzy niezalezne rozwigzania:
Pierwsze rozwigzanie daje naprezenia krytyczne gietnego wyboczenia pétki

2,702 2
(2.18) o — Bk — P8 (3) ;

12 \1
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drugie rozwigzanie daje naprezenia krytyczne skretnego wyboczenia. potki
{przy oznaczeniu I, = 6b%/12) .

1+» \b
trzecie naprezenie krytyczne ¢ff) otrzymamy z rozwiazania réwnania prze-
stepnego ’

, 2
(2.19) o) = Ehp =—2F (5);

Yotg g+y thp =0,

ktére przedstawia warunek wyboczenia dla plyty prostokatnej wolno pod-
partej na krawedziachx = 0, ¥ = / i zamocowanej na krawedziach y = 4-//2.
Wynik ten potwierdza prawidlowos¢ naszych rozwazas, poniewaz przy bardzo
cienkim $rodniku pétki dajg doskonate jego podparcie i utwierdzenie.

Jezeli pominiemy naprezenia of (poniewaz zagadnienia wyboczenia ply--
towego-lokalnego nie interesuje nas), pozostaja do dyskusji dwa pierwiastki
réwnania odpowiadajace naprezeniom ofY) oraz off. Fatwo stwierdzié, ze
(praktycznie biorac) mniejsze, a zatem miarodajne, bedzie zawsze naprezenie
ofy. Jezeli przy obliczeniu sily krytycznej EurLera pominiemy, jak to sie
zwykle czyni, moment bezwladnosci wzgledem osi v, to oczywiscie otrzymamy -
réwniez naprezenia krytyczne ofp. Jak z powyzszego widaé, w omawianym
przypadku skrajnym odksztalcalno$é $rodnika nie wplywa na zmiang sily
krytycznej. Jasne jest, ze réwniez w drugim skrajnym przypadku, mianowicie
przy 6/t -0 odksztalcalno$é $rodnika nie wplywa na sile Eurera. Stad
whniosek, Ze zarébwno przy bardzo grubym jak i przy bardzo cienkim $rodniku
jego odksztalcenia majg znikomy wplyw na wielko$é rozpatrywanej sily kry-
tycznej. Najwickszych wplywéw nalezy spodziewaé sie przy pewnych posred-
nich wartodciach stosunku 6/t. Wniosek ten znajduje potwierdzenie w wynikach
obliczeri przedstawionych w p. 4.

3. Iteracyjne obliczanie sily krytycznej, Sila Eulera jako pierwsze przyblizenie sity
krytycznej preta o przekroju odksztalcalnym

Réwnanie przestepne wyprowadzone w p. 2 jest nader skomplikowane
i obliczenie jego najmniejszego dodatniego pierwiastka, ktéry daje naprezenie
krytyczne, wymaga duzego nakladu pracy rachunkowej. Pozadane jest zatem
opracowanie metody, ktéra pozwolitaby na uzyskanie wyniku z ominieciem
_ rozwigzania tego klopotliwego réwnania. Od razu trzeba zaznaczyé, ze czesto
1 z powodzeniem stosowane metody energetyczne nie moga okazaé sie tutaj
przydatne. Zlozono$¢ zjawiska wyklucza tu przyjecie najprostszej z tych
imetod, metody TIMOSZENKI, operujacej jednym parametrem. Przy uzyciu
metody Rrrza musimy odksztalcenie preta opisa¢ co najmniej dwoma para-
metrami, po jednym dla zginania i skrecania pétek. Wéwezas sile krytyczna
otrzymamy, jak wiadomo, przez rozwigzanie réwnania kwadratowego, ktérego
wspélczynniki wyrazaja si¢ jednak juz bardzo skomplikowanymi wzorami.
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7 drugiej strony przy uzyciu jednego tylko parametru dla opisania zginania
i jednego dla skrecania pélki nie nalezy spodziewaé sig dokladno$ci przekra-
czajacej jeden procent. Do‘kladnoéé‘taka, na ogot wystarczajaca, nie moze nas
zadowoli¢, poniewaz,jak wykazuja wyniki obliczeri $cistych (por. p. 4), od-
ksztalcalno$é przekroju poprzecznego zmienia sile krytyczna EULERA (w real-
nych praktycznie przypadkach) nie wiecej niz o kilka procent. Dlatego obar-
czenie wyniku bledem rzedu jeden procent daloby skazony obraz zjawiska.
Lepszg dokladnos$¢ mozna by uzyskaé zakladajac wiekszg ilo§¢ parametréw
(co najmniej cztery) okreslajacych zatozong przyblizong postaé odksztalcenia
preta. Wowezas jednak otrzymamy réwnanie co najmniej czwartego stopnia,
ktére nie moze juz konkurowaé z réwnaniem przestgpnym.

7 drugiej strony fakt, iz poszukiwana sila krytyczna niewiele rézni si¢ od
sily EULERA, narzuca przypuszczenie, ze tg wladnie site mozna uwazaé za
pierwsze przyblizenie stuzgce nastepnie za punkt wyjécia pewnego procesu
iteracyjnego, zmierzajacego do wyniku $cistego.

Rozklad odksztalceri tak pretowych, jak i ptytowych wzdtuz osi preta jest,
zgodnie z rozwigzaniem $cistym przedstawionym poprzednio, niezalezny od
charakterystyk przekroju i podlega zmiennosci wedtug funkeji  sin(mae/l)
poniewaz jest znany, nie wymaga iteracji. Natomiast rozklad odksztatcen
plytowych w kierunku poprzecznym jako zalezny od charakterystyk przekroju
i od obciazenia osiowego, zatem ogolnie biorgc nieznany, bedzie podlegal
‘iteracj. o
W stanie wyjéciowym zalozymy,
P, = 2m2EI[l>, Sila ta bedzie pierwszym przyblizeniem; odpowiada tej sile

wspélczynnik :

ze sila krytyczna jest rowna sile EULERA

b 2 6b3
£~ "6 [*(20b+th)’

ktory mozna zapisa¢ W zaleznodci od bezwymiarowych parametrow:

ili)

. e JRW

G B R S
| TTYTT

W przypadku uwzg'¢dnienia momentu bezwladnoséci érodnika wzgledem

osi y otrzymamy
3.2 P PR
(3.2) g = R S\h

Biorgc pod uwage rozwigzanie. (2.8) rownania plytowego mozemy obecnie
obliczyé [wykorzystujgc wzory (2.10) przez. podstawienie do nich pierwszego
przyblizenia ky = ky lub k= k*] odpowiadajgce temu przyblizeniu przemiesz-
czenie pretowe wi(x) 1 ¢f(x) polek oraz oddzialywania 7 (x) i m® (x) $rod-
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nika na pélki, zachowujac stale C; i C, jako niewiadome. Oddzialywaniami
tymi obciazymy nastgpnie pret podstawiajac je do réwnad (2.1). Z réwnad
tych obliczymy teraz drugie przyblizenie k, biorac pod uwage, ze pod dziala-
niem obciazen ¥W(x), mP(x) i sily osiowej kazda z pélek musi wykazywaé
przemieszczenia wiP(x) i pft(x). W tym celu nalezy rowniez wielkosci w§"(x)
i giP(x) wstawi¢ do réwnaii (2.1). Otrzymamy w ten sposéb uklad dwdch
réwnaii jednorodnych ze wzgledu na state C,iC,, ktéry bedzie identyczny
z ukladem (2.11). Rozwigzania niesprzeczne na stale C; i C, mozliwe beda
tylko wtedy, gdy wyznacznik ukladu bedzie réwny zeru. Warunek ten prowadzi
z kolei do réwnania identycznego z (2.14). Nie bedzie to jednak réwnanie
przestepne, lecz kwadratowe ze wzgledu na poszukiwane drugie przyblizenie
k, wspblezynnika k. Za przyblizenie to przyjmiemy mniejszy pierwiastek
réwnania kwadratowego; biorgc 7 = 1 bedziemy mieli

69 {e-raf) 1z (5] §rortn ma)x
X{Z‘(l'l——vi (i)3i(”+y5>+m tg?[ v (%) kz]}_
{[ () ]“%ﬁ(%f%n(ﬁ—v)rga}x
gdzic {20"" ( ) ( )(’”Vﬂ Wlthp[ui}“’(%)zkz}}zo’

yy = v/l VA1, = E/—:;%]/M—l,

. mh _ wh
P=§771» 9= 577

Dalszy tok obliczen jest identyczny z podanym powyzej. Dla uzyskania
n-go przyblizenia obcigzamy polki oddzialywaniami plytowymi przyblizenia
(#—1)-go dobierajgc tak sife osiowa, aby ich odksztalcenia byly zgodne z od-
ksztalceniami plytowymi (n—1)-go przyblizenia, Wynik otrzymujemy zawsze
jako mniejszy z pierwiastkéw réwnania kwadratowego:

SN e
{2(11 ) (t)371(””3’+”72tg§[1f = (%)k]}
e A N R R L L &

sy (44 commana 14 (2w ] =
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[ —— A py——
=1 = VI, =1 VT 1,
- @wh ) . wmh "
P=F 7o 9= 757"

Przyklad liczbowy. Obliczmy metody iteracyjna sile krytyczna dla preta
scharakteryzowanego parametrami: [/t = 1000, [/h = 10, I/é = 300, l/b = 20,
Podstawiajac te wartosci do (3.4) otrzymamy

(3.5)  [(9,86960—4800 ,)—8,28552 - 10~3y,(y3--0,3) th p] X
| % 385,711 - 10-3(0,3 +y§)~};3,14159y2 tg g(1—146,25 k)] —
—1(9,86960—4800 &,)—8,28552 - 10-3y,(y$—0,3) tg g]x

X [385,711 - 10-3(0,3 —y2)—3,14159y, th (1 —146,25 k)] = 0,

gdzie |

i =V 1051,87 Yk t1,  ys =V 105,87 k1,
5 = 0,1570796 9, G — 0,1570796 y,.

Wspbélezynnik odpowiadajgcy sile EuLERA wynosi wedlug wzoru (3.1)

ky = 1,5817 - 10-3. Podstawiajgc te warto$¢ do (3.6) mamy y; = 6,54417,

v, = 6,39011, p = 1,02804 oraz g = 1,00375. Podstawiajgc kolejno te liczby
do (3.5) otrzymamy réwnanie kwadratowe

33,2888 - 106k2—434 792 k,+590,573 = 0,

ktérego mniejszy pierwiastek jest drugim przyblizeniem i wynosi k, =
= 1,53983 - 10-3,

Ttrzecie przyblizenie obliczamy z réwnania
32,6960 - 106 k2—428 176 k;4-586,651 = 0,

skad ky = 1,55467 - 10-3.
Czwarte przyblizenie daje

32,9066 - 108 k3 —430 531 £,+588,074 = 0

oraz Rk, = 1,54941 - 10-3,
Pigte przyblizenie prowadzi do réwnania

32,8285 - 106 k2—429 657 k,+-587,548 = 0,

skad k, = 1,55138 - 10-3,
Rozwigzanie réwnania przestepnego daje wynik &, = 1,5507. Jak wida¢,
piate przyblizenie daje blad nie przekraczajacy kilku setnych procent.
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Zbieznodé iteracji nie jest zadowalajgca i metoda, pomimo ze prosta,
wymaga réwniez duzego nakladu pracy. Moze by¢ jednak bardzo uzyteczna
jako narzedzie pomocnicze. Mianowicie rozwigzanie réwnania przestepnego
jest stosunkowo latwe, gdy wiemy, gdzie tego rozwigzania szukaé. Poniewaz
jest zawsze ky >k, zas ky < Ry, otrzy-
mujemy nieréwnosé k, <k, < kg, ktéra daje ?F (k]
przedzial, na ogét bardzo waski, w ktérym )
znajduje sie rozwigzanie. Jezeli k,, rézni si¢ \
od k, nie wigcej niz o 10%, to wynik z do-
ktadnogcia do kilku miejsc znaczacych otrzy-
maé mozna wprost przez liniows interpo-
lacj¢ (por.rys. 5) miedzy wartodciami F(kg)
oraz F(k,), gdzie symbol F oznacza lews Rys. §
strone roéwnania przestepnego (2.14).

Fik)

4, Zaleinoé zmniejszenia sily Eulera od niektorych parametréw. Wnioski praktyczne

Podamy tu wyniki obliczedi, ktére pozwalaja na wyciggnigcie pewnych

wnioskow.
Tablica 1

Blb =25 ft=+4 bjs — 10

I[h 4 6 8 10
Ry 100 6,2664 2,7851 1,5666 1,0026
By + 108 4,050 2,608 1,5325 0,9930
X 0,6459 0,9364 0,9782 0,9903
APy% 35,4 6,36 2,18 0,97

W tablicy 1 zestawiono dane liczbowe przedstawiajace zalezno$¢ badanego
zjawiska od dlugosdci preta, ktérego przekr6j poprzeczny okrelony jest parame-

Tablica 2

Uh =10  Ifb=25  1/8 =250

Ut 500 1000 1500
kg 10 0,80981 1,0026 1,0890
Fyr » 108 0,80764 0,9930 . 1,0765
x 0,9973 0,9903 0,9885
APr % 0,271 0,97 1,15

1) Biorge wspdlczynnik k; otrzymamy tu wartoé¢ 0,58.

trami umieszczonymi w jej nagléwku. Podano w tej tablicy kolejno: wspbl-
czynnik k,, wspblezynnik k,,, stosunek y = k,,[kg rzeczywistej sily krytycznej
do sily EULERA oraz procentowe zmniejszenie sily EULERA AP,,% =100(1 — 7).
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Jak widaé, przy malejgcej dtugosci preta wplyw odksztalcenia przekroju
gwaltownie rosnie.

Tablica 2 przedstawia wyniki obliczeri w zaleznosci od parametru /2.

Tablica 3 przedstawia zaleznoéé wynikéw od stosunku 6/¢. Poniewaz zmiany
sity EULERA sg tu bardzo male, obliczano wspolezynnik kj, zamiast wspoi-
czynnika ki odpowiadajacy mu wspélczynnik x*. Dla poréwnania podano tez
- wspblezynnik y obliczony przy wykorzystaniu kg.

]
.

Tablica 3

Uh—10  ljb=125  IJt =500

5/t 1 2 3 5

Ry 104 5,8853 8,1234 9,3083 10,541

Fegy  10° 5,8414 8,0764 9,2702 10,519
kyor

£ ’—’;’ 0,9925 0,9942 0,9959 0,9980

23

100(1—yx*) 0,75 0,58 0,41 0,20

100(1—) 0,13 0,27 0,20 0,08

Na podstawie przedstawionych powyzej wynikéw mozna wyciggna¢ naste-
pujace wnioski: :

1. Zmniejszenie sily krytycznej jest w praktycznych przypadkach niewielkie
i przy proporcjach wymiaréw przekroju poprzecznego, odpowiadajgcych dzwi-
garom walcowanym, wyraza si¢ drobnym ulamkiem procentu (por. tabl. 3).

2. W pretach dwuteowych spawanych, w ktérych proporcje wymiarow
przekroju poprzecznego mogy zbliza¢ sie do podanych w tabl. 2, obnizenie sily
krytycznej jest wieksze i moze wyjatkowo dochodzi¢ do kilku procent.

3. Wplyw odksztatcalnosci przekroju roénie gwaltownie wraz ze zmniej-
szaniem dlugodci preta i teoretycznie moze osiggngé warto$é kilkudziesigciu
procent. Nalezy jednak pamigtad, ze dla krétkich pretéw otrzymane naprezenia
krytyczne przekrocza zawsze wyraznie granice sprezystosci. Poza tym beda
na ogdl wigksze od naprezet wyboczenia lokalnego. Z obu tych przyczyn tak
duze obnizenie sity EULERA pozostaje raczej tylko teoretyczng mozliwoscia.
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Peswome

BIIMAHKWE JEDOPMUPYEMOCTH ITOIIEPEYUHOI'O CEYEHNA TOHKOCTEHHOI'O
’ CTEPXHS HA SHUJEPOBY KPUTUUYECKYIO CHJIY

B pabore onpefensieTcsa BIEAHEE OeOPMAHH IIonepeyHoro cevenus (puc, 1)
IIByTABPOBOIO CTEPYKHS JUTHHOM [, CKHMAEMOro B OCEBOM HANPABJICHHH Ha Be-
JuYpHYy 9iyepoBel  KpuTHUecKOW cuibl P, B ynpyreii c6mactu. Ilpenro-
JIaraeTcs IApHEpPHOE ONHPAaHMe KOHIOB CTEPXKHS M HeNoHaTiuBble amadhparmbl
HA OUOpaxX, MpensrcrByoLme pedopMmanud ONOPHBIX CeueHMi, a TaKKe, 4To
MOJIYUEHHbIE KPUTHUYECKHE . HAIPSDKEHIST OyIyT MeHbIIe KPHTHYECKHX HAIps-
YKeHHH IIpU MECTHOM BBIILUYHBAHMN CTeHCK, TaK Kak Bcerya o > ¢, IOSTOMY HDH-
HHMAETCST, YTO LOJIKH HE MOABEPrarTcs AehOpMANMH B IUIOCKOCTH IIOIEPEYHOrO
cevenus. IloaTomy HeopMIpPYETCS TOJIBKO CTEHKA, IIPH YeM ee IPOrud CoCTaBIsie-
w (%, 3) (puc. 3). TIONKM paccMaTPHBAIOTCA KAK H3rHOAeMBIE, CKPYUHBAEMbIE CTep-
YKHH, a CTeHKa Kak uarufaemas U COKuMaemast IacTuuKa, [ KaykIoH MoKy cile-
IYET YIOBJIETBOPHUTE JBYM YPaBHEHHUAM paBHOBecHs : it uaruba (2.1) u s xpy-
uvenua (2.2)., Uro >xe Kacaercst CTEHKW, TO B TAKOM CJIyYae HECOXOIHIMO YIOBJIe-
TBOPHTH H3BecTHOMY ypapHeHuro (2.4). Ilpexmonaraercs pemenue B dGopme (2.6).
OTo penreHne yXOBIETBOPAET KpaeBbiM yoiaoBwam (2.3) mma x =0 u x = [,
a rtaroxe yenosesm (2.5) Ha xpanx x = 0, x = [. Heo6xoqumo elje yIOBIETBO-
PHTB YCIOBHAM COBMeCTHOoCTH Hedhopmarii u nepemeriennit na Kpasx v — -+ A2
mopcrasisist (2.10) B (2.1) u (2.2). Orrynga moiyyaercss yCJIoBHE HEYCTOMUuBOCTH
B BHJE TpaHCHeHeHTHOro Yypapuenus (2.14).

B paspene 3 paboThl HaeTcs MTEPAUMOHHBIA METOM OMpPEIeICHIS KPUTHUECKOH
cuibl. B KauecTBe IEPBOIO MPHOIMIKEHNST IPUHUMAETCHE SHIEPOBO HANPSYKEHHE
1.e, cormacuo (1.5): k, =k, . TTomydeHubIME TakuMm oGpasoM BeauuuHamu r(x)
1 m (%) Harpy)Kaem IIOJIKM, OTKYJa OIPECIIIETC BTOpoe IpHODKeHHe Ry, KaK
MEHBIME KopeHb KBagparHoro ypasHenusa (3.3). Hansuelue IpHOMIDKEHMS
OIIPENIETSAIOTCA 10 KBaipaTHbim ypasHenusm (3.4). Mrepanus ABISETCA He CIMII-
KOM OBICTPO-CXOZHUMO, HO JIHHEHHAS MHTEPIOJSIA COIJIACHO PHC. 5 [aeT pe-
3yJIbTATBI ¢ GOJIBIIOH TOYHOCTEIO.
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B yerBepToM pasfiere IpUBOJATCH peayNIBTaTh ncupcnenuii. Ha rabmune 1
[aeTCsl 3aBHCHMOCTD YMEHBIICHHUS 9HIepoBOil CHIIBL OT JUIMHEL | crep)xHs, a Ha
raGimme 2 — 3aBMCHMOCTb OT Napamerpa dft, Ha rabnuie 3 NPHUBOAUTCH 3aBH-
ciumocTs or mapamerpa [/, M3 JuaCKyccHH crefyer, YTo s IIPCKAaTHBIX
GascK OOCY)K/IaeMoe BIIMSIHIE BBIPAKACTCIT B poysx mporteHTa (Tabmuna 3), a
IS CBApHBIX Gastox — MoskeT mpepbimarh 195 910 BIUAHKME TPYU YMEHBIIAX0-

meﬁc;{ IUIMHE CTEPIKHSA CTpeMPITeHBHO IOBBINIACTCSL, COHEKO B aTOM CJayudae
'
1 U KpHTI/I‘IeCKI/IC

l{pHTI/ILIeCKI/IC HAIPSHKECHHA HpeBI:IIHaIOT peneiI YIPYIrCeCTE
HAPKCHHA MECTHCIO BLIIYUYHBHYA CTCHOK.

Summary

THE INFLUENCE OF DEFORMABILITY OF THE CROSS-SECTION
ON THE EULERIAN CRITICAL FORCE OF A THIN-WALLED BEAM

The object of this paper is to determine the influence of the deform-
ation of the cross-section (Fig. 1) of a compressed double-tee bar of length I
on the BULERIAN critical force Py in the elastic range. Hinged end supports
and rigid end diaphragms preventing the deformation of the end cross-sections
are assumed. It is also assumed that the critical stress obtained will be less
than the critical stress of local buckling. Since we have always & > 1, it is
assumed that the horizontal elements are not deformed in the plane of the
cross-section, Therefore, the vertical part is the only part to undergo deform-
ation, its deflection being w(x,y) (Fig. 3). In further considerations, the
horizontal elements are treated as bars subjected to bending, torsion and com-
pression, and the vertical element as a plate subjected to bending and compres-
sion. Two equilibrium equations must be satisfied: for bending, (2.1), and for
torsion, (2.2). For the vertical part the familiar Eq. (2.4) must be satisfied.
The solution is assumed in the form (2.6). Tt satisfies the boundary conditions
(2.3) for ¥ =0 and x = I, and the conditions (2.5) at the edges x = 0 and
x — [. There remain the compatibility equations of strain and displacement
t0 be satisfied at the edges y = =& /2. This may be done by substituting
(2.10) in (2.1) and (2.2). Hence the puckling condition is obtained in the form
of the transcendental equation (2.14). ' ’

In Sec. 3, an iteration method for calculating the critical force is described.
The EULERIAN stresses are assumed as the first approximation -or, in other
words, k, = ky according to (3.1). The quantities thus obtained are then
assumed to constitute the load of the horizontal elements. Thus, the second
approximation k&, is obtained as the lower of the roots of the quadratic equa-

tion (3.3). Further approximations are calculated from the quadratic equation

(3.4). The iteration is not rapidly convergent, but a linear interpolation accotd-

ing to Fig. 5 yields a good result.
In Sec. 4, are presented the calculation results.
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Table 1 represents the dependence of the diminishing of the EuLERIAN
force on the length / of the bar, Table 2 showing the dependence on the para-
meter //t, and Table 3—on the parameter §/¢. From a discussion, it follows
that for rolled girders this influence is expressed by fractions of one per cent
(Table 3); for welded girders it may exceed one per cent and with decreasing
length of the bar it increases rapidly (Table 1); but then, the critical stress
exceeds the elastic limit and the stress of local buckling.
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