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1. Rozpatrujemy izotropowsg i jednorodny tarcze kolows. Niech w tarczy
tej dziata Zrédlo ciepla W(r, @; t) zalezne od miejsca i czasu. Wywola ono pole
temperatury T(r, @; f) oraz stan naprezenia g, jako funkcje miejsca i czasu.
Zaktadamy, ze funkcja opisuje rozktad Zrédel ciepla nie zmieniajgcych si¢ w spo-
sob nagly w czasie. Mozemy zatem traktowad zagadnienie jako quasi-ustalone
i w réwnaniach teorii sprezystosci pomingé wyrazy inercyjne. Jesli chodzi
o warunki brzegowe dla wielko$ci sprezystych, to rozpatrujemy dwa warianty.
Pierwszy dotyczy tarczy o brzegu swobodnym, drug1 utwierdzonym. Warunek
brzegowy dla temperatury jest zerowy. Réwniez w chwili poczatkowej tempe-
ratura jest réwna zeru w calej tarczy. Dla uproszczenia rachunkéw przyjmu-
. jemy promieri tarczy rowny jednodci.’

Dla temperatury mamy réwnanie przewodnictwa w posta01

oT 0? 0 0?

(1.1) —&-‘——%AT_{“W A _ 67’2 + rar —l— rza(pz

z warunkiem poczgtkowym

(1.2) 70,95 =0 Cdlat=0, 0<r<l
i brzegowym _ L .
(1.3) T 93 t) —0 dlar=1, “¢>0.

W réwnaniu (1. 1) » = kloe, przy czym k jest przewodnictwem Wlaémwym,
o gestodcia, a ¢ jest cieplem wlasciwym, W(r, @; ¢) charakteryzuje rozkiad
Zrodet ciepla.

W dalszych rozwazaniach przyjmujemy funkcje W(r, ®; t) w postaci

(1.4) _ W, = W, (r, t) cos (ngp) (n=1,2,3,.).
Podobng postaé bedzie ﬁiala temperatura:

(1.5) - T,= U t)cos (ng).

Zatem réwnanie (1.1) doprowadzimy do postaci
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Do réwnania (1.6) zastosujemy skoriczong transformacje HankeLa, [1],
1

(1.7) U (&)= [rU@)J, (&) dr,

gdzie &, sg dodatnimi miejscami zerowymi réwnania przestgpnego J, (£,) = 0.
Jesli pomnozy¢ réwnanie (1.6) przez vJ, (r£,) i scalkowaé w granicach od 0 do 1
oraz uwzgledni¢ warunek brzegowy (1.3), to otrzymamy, ze U,(§) spelnia
nastepujace réwpanie:

(18) _ . ‘ dgj "I‘"ftz—ﬁr: WI

z warunkiem poczatkowym U, (¢,,0) = 0.
Tak wigc otrzymujemy

¢ ' ,
(1.9) U= [ W, e,
0

skad po odwréceniu transformacji (1.9) znajdujemy

t ' .

. o Jn £ . g
(1.10) = 2 J2+(1(i§,)) fWI(El,'L')e §¢=9 gy
=1,2,3,. n 0 . )

gdzie
Y :
W, = frWo(r, £)J,(&,r)dr.
0 .

Ostatecznie temperatura wyraza si¢ wzorem

¢
(L11) T(r,p36) =2 2 G cos(mp)fW,(s,,z)e-"*f?“—”dz. ‘,

i=1,2,3,, J7%+ (Ei)

i

Jest OCZYWlSte ze temperatura (1.11) spelnla zardbwno warunek poczqtkowy
(1.2) jak i brzegowy (1.3).

W przypadku gdy w funkcji charakteryzujacej Zrédlo ciepta da]e si¢ roz-
dzieli¢ zmienne, tzn. ma ona postaé

(L.12) | Walr, 1) = 2180,

wtedy dla temperatury otrzymujemy wyrazenie .

co

(1.13) T(r,qost)=27”_ 2 it (5(1?) F1(£) cos (np) f g(v)e 90 4o,

gdzie f, (&) jest transformata HANKELA o skoficzonych granicach catko-
wania funkeji f(r). Funkcja f(r) jest dowolng ciagly funkcjg zmiennej 7.

96




W celu wyznaczenia stanu naprezenia, jaki wywola w tarczy rozklad tem-
peratury (1.13), posluzymy si¢ potencjalem termosprezytego przemieszczenia @.
W przypadku plaskiego stanu naprezenia jest on zwigzany z polem tempera-
tury nastepujgcym réwnaniem:

(1.14) AP = (1+9)a, T

gdzie «, jest wspélczynnikiem rozszerzalnosci liniowej, » liczbg Porssona.
Wiadomo, ze potencjal @, na ogdél, nie spelnia wszystkich warunkéw brzego-
wych. Do spelnienia wszelkich warunkéw na brzegu rozpatrywanej tarczy
postuzymy sie funkeja naprezen F AIRY’EGo. Przyjmujac ¥ = F--2G®
wyrazimy skladowe stanu naprezenia nast¢pujacymi zwigzkami:
(115) Oy == ! T’ r+ r 2y - ‘:[j”.“ Orp = — (7/_197’ lP)
gdzie

a,

Ypp? (24 31y

W:ayf

ra ()a M

Rozwigzaniem réwnania (1.14) jest funkcja

(1.16) D,(r,p3t) = 123 A(E,, 1)J,(r&)) cos (ng),
1=1,2,3,...
gdzie ‘
— 2(1+)ax fz &) — %8 (t—1)
(1.17) A&, 1) = i W(E)fg e <8 gy

Natomiast funkcje naprezen F przyjmujemy w postaci
(1.18) " F, = (4,74 B,r**?) cos (ng).

Stale 4,, B, wyznaczamy z warunku znikania naprezed o,, i 0, na brzegu
tarczy. Zatem dla 7 = 1 mamy dwa réwnania: :

(1.19) Pt =0, [rY, ], =0,

z ktérych otrzymujemy

(1.20) A,=—B,=G D} §AE, ) Jn11(€).
i=1,2,3,..

Po podstawieniu 4, i B, do (1.18) otrzymamy

(1.21) F,= Z B(&,, t)(1—r2)#" cos (ng),
1=1,2,3,..

gdzie ‘ ’ .

(1.22) B, (&,t) = GA(&, 1)¢,J,,11(8).

7 Rozprawy Inzynierskie 97




2. Obecnie rozpatrzymy przypadek, kiedy brzeg tarczy jest zamocowany,
tzn. ze na braegu tarczy nie ma przemieszczef. Korzystajac z funkeji @ (1.16),
mozemy wyrazi¢ przemieszczenia 7, ¥ nastepujgcymi zaleznogciami:

— 0D _ 1 09D
(21) ) U = _51‘_’ v = ﬁ;___a(;p ,
czyli
( U= , Z A&, 1)&,J,(&,7) cos (nyp),
(2,2) ! | t=1,2,3;.
Il v=— : A&, Ynr1J, (&) sin (ngo)
i=1,2,3,..

Przyjmujac we wzorach (2.2) r = 1 widzimy, e przemieszczenie T znika, ale
pozostaje #. Do zlikwidowania przemieszczenia [u],_, postuzymy sie rozwig-
zaniem réwnan przemieszczeniowych zagadnienia 1zoterm1czneg0 Wspommane
réwnania w biegunowym ukladzie wspélrzednych majg postaé:

I+v 0e U 2 0o

S A S Pl

(2.3) _ _

1+9 oe ) 2 ou
| {Aﬂ—vmp Pl

gdzie

€= g, &,.

Roéwnania (2.3) spelnimy nastepujgcymi funkcjami:

(2.4) | = ful, =04 o®),
gdzie’

u) = — COur*-1cos (np),

o) = CHuy"1 sin (ng),

u® = CE[4(1—»)—(2+n)]r cos (ng),
o) = CP[4(1—v)+nu] "+ sin (np).

(25)

Stale C(M i C® wyznaczymy z warunkéw brzegowych:
(2.6) U= —%, o= —0 dla r=1,

3. W przypadku #rédla harmonicznego w czasie mamy:

(3.1) W, = Wo(r,9)e™ = (1) cos (np) '

98




natomiast temperatura, na mocy réwnad (1.1) i (1.3), ma postaé

nooN LrE) WAE) .
k cos(n ) =
k §=1,2,3,0 ‘]121+1(§i) 77_|“§12 S( (p)e i iw,

32 T,=-—2

gdzie
Wy, = [ r3,(£)f(r) dr.

0

Potencjal termosprezystego przemieszczenia wyznaczamy z réwnania (L.14)
przyjmujac T'(r, ¢; t) okreslone wzorem (3.2).

Tak wiec '
(3.3) O=T D ClE w31)d,(rE) cos (ng) e,
i=1,2,3,..
gdzie

(147)a, sz(ft)
C(&, w) = .
o ) = atrrey T2,
W celu spelnienia warunkéw brzegowych postepujemy podobnie jak poprze-
dnio. Bierzemy funkcje okreélong wzorem (1.18) i ostatecznie otrzymujemy

Ay= =B, =2 D C(&, 0)6d,(8).

1=1,2,3,...

Analogicznie postgpujemy w przypadku brzegu utwierdzonego korzystajac
z rozwigzan dla Zrédia niebarmonicznego.
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Pesmome

O HEKOTOPO}1 KBA3U-CTALIMOHAPHOII 3AIAUE TEPMOVIIPYTOCTH
JULA KPYT'OBOM TIJIACTHMHKHU

Haerca peluenuwe HIsi KpyroBoHl IINACTHHKM IOJBEPIKEHHON nAeHcTBHIO Ie-
PEMCHHBIX BO BPEMEHH HCTOUHHMKOB Telula. 3ajaua oOCY»KIaeTcsa Kax KBasu-
CTaIIOHApHAsi, MHAYE I'OBOPsI, YT0 B YPAaBHEHHAX TEOPHH YIIPYIOCTH IpEHE-
Operaercss MHEPIHOHHBIME WICHAMH, PaccmaTpuBarorcs [IBa BapHaHT2 KpPAaeBBIX
YCIIOBHH, T.€. NPH Kpac CBOGOMHO OIEPTOM M 3allleMIIEHHOM.

Uro0bI yAOBIETBOPUTS KPAEBBIM YCIOBHSIM, HUCHONB3YeTC (PYHKINSA HATpsi-
YKEHHI M BEKTOp Itepemelnennii. Bee ympyrue Bemumub TPeICTABJICHbl B BHIC
pAna  cornacHo GecceleBbIM (GYHKIMAM IIEPBOrO HOPSI/IKA.
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Summary

N

A QUASI- STEADY STATE THERMOELASTIC PROBLEM OF A CIRCULAR DISC

A solutlon for a circular disc acted on by time-variable heat sources is
given. The problem is treated as quasi-steady-state, that is the inertia terms
in the equations of ¢lasticity are rejected. Free and clamped edge conditions
are considered. :

To satisfy the edge cond1t1ons, the stress functlon and the displacement
vector are used. All the elastic quantities are expressed in the form of a series
of BEsseL functions of the first kind. *

ZAKLAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGEYCH
IPPT PAN

Prach zostala zlosona w Redakeji dnia 30 maja 1959 r.
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