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1. Wstep

W artykule niniejszym rozwazaé bedziemy drgania plyty tréjkgtnej stanowig-
cej polowe tréjkata réwnobocznego.

Rozpatrzymy nastgpujgce zadania; (1) plyta swobodnie podparta na ob-
wodzie, (2) plyta swobodnie podparta na obwodzie i punktowo podparta we-
wnatrz swego obszaru, (3) plyta catkowicie utwierdzona na obwodzie lub tez
utwierdzona wzdtuz jednej lub dwu krawedzi, na pozostatych za$ swobodnie
podparta. _

7, wymienionych zadat jedynie pierwsze znalazlo ciste rozwigzanie w pracy
Pan Li-Cmow, [10], przy czym autor rozwazajac plyte poddana dzialaniu
obcigzenia, lezacego w plaszezyznie plyty, ograniczyt si¢ do podania réwnania
podstawowej formy drgad i odpowiadajacej czestosci. Dla wyznaczenia roz-
wigzania ogélnego zadania pierwszego trzeba wigc bylo siggna¢ do innych
prac. Autor oparl si¢ na interesujgcej publikacji H. ScuArFERA i A. Ha-
VERSA, [12]; w pracy tej rozpatrzone zostaly drgania plyty tréjkatnej réwno-
bocznej na obwodzie swobodnie podpartej i znaleziono rozwigzanie ogélne
problemu. Rozwigzanie to nie zostalo podane w postaci szeregu, co utrudnia
dokonanie dalszych uogélnien. Korzystamy wiec z pracy R. GIRTLERA, [2],
dotyczgcej probleméw statyki trdjkatnej swobodnie podpartej plyty réwno-
bocznej. Wyznaczona zostala m.in. powierzchnia wplywu ugiecia oraz podane
- wlasne rozwigzanie w postaci sumy dwéch szeregéw nieskoriczonych, z ktérych
Jjeden opisuje ugigcia spowodowane obcigzeniem symetrycznym wzgledem
Srodkowéj trojkata, drugi zas ugiecia wywolane obcigzeniem antysymetrycznym.

Poniewaz rozwigzanie dotyczace ugied antysymetrycznych trojkata réwno-
bocznego spetnia zarazem warunki brzegowe w — 0 oraz *w/on? = 0 dla tréj-
kata prostokatnego o kacie ostrym 30°, poréwnano funkcje R. GIRTLERA
z rozwigzaniem podanym w pracy [12]. Funkeje te s3 identyczne, a.zatem
funkcja zapisana przez R. GIRTLERA rozwigzuje zadanie postawione w ni-
niejszym artykule nie obejmujac jednak wszystkich postaci drgad. Okazalo sie
mozliwe uzupelnienie wyzej wymienionej funkeji i wyznaczenie rozwigzania
ogélnego naszego zadania w postaci szeregu., Rozwigzanie to jest podstawg
do badania drgan plyt podanych w punktach (2) i (3). Zastosowano przy tym
metody podane przez W. Nowackieco w pracach [8] i 9] zmieniajac
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“nieco (w przypadku punktowego podparcia) sposéb wyznaczania dynamicznej
funkcji wplywu przez poszukiwanie rozwigzan w postaci szeregu wedtug funkcji
whasciwych.

Zwréémy uwage, ze malo jest $cistych rozwiazan dotyczacych drgan plyt
tréjkatnych o ogodlniejszym ksztalcie. Rozwigzania obejmujg nastgpujgce przy-
padki: plyte trojkatng prostokatng réwnoramienng, [4], [11] i [15], oraz plyte
tréjkatng rownobocznac na obwodzie swobodnie podparts, [5], [14] (w obu
publikacjach mzpatruje si¢ wylacznie drgama symetryczne o trzech osiach
symetrii) oraz [12].

2. Plyta swobodnie podparta na obwodzie

2.1. Drgama swobodne. Za podstawe wszystkich dalszych rozwazan przyjtgto
réwnanie rézniczkowe drgan liniowych plyty o éredniej grubosci przy pomi-
nigciu wplywu bezwladnosci obrotowej, $cinania i tlumienia:

i B S (21 NVER(x, , £+ Jgﬁ@(x, 3,8 =0,
I gdzie h jest gruboscig plyty, y ciezarem wlasciwym
TN oraz N = Eh3[12 (1—9?).
{ \\\ a=bVF 7 réwnania (2.1) po dokonaniu rozdzielenia zmien-
o I\ ~ nych otrzymujemy znane réwnanie rézniczkowe dyna-
. \\\ micznej powierzchni ugiec
¥ \ @2 ViV )=k, y) =0,
o, x  gdzie. :
2.3 ‘ k4 _
Rys. 1 \ ( : ) mn Ng Dmn»

za$ w,, jest czgstoscig drgan Wlasnych mn-tego rzedu. Rozwigzanie ogolne
réwnania (2.2) czynigce zado$¢ warunkom brzegowym :

’ 0% w(x,
2.4) w(a, ) =0, "—a(nz—y—): 0

na wszystkich krawedziach, ma postaé

@) wwy)=Y ZA,M[ n T i 27y

al
(m+ )7z

—(—=1)ymrsin>———"— x sin f—j—lzt— Y+

(—1yrsin P 4 gin (’”J;”)“. y] - 373 4 By,

M=2
n=1
m>n

gdzie @,,(x, v) jest mn-tg funkcja wlasciwg.
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Podstawia_]qc (2.5) do (2.2) otrZymujemy

~(2.6) Ry = 5 ~]/3 (m2+mn+n2) = ‘/(m+n)2+ (m— ”)

a zatem z (2.3)

4n2(m2—|—mn+n2) ‘Ng ' m2—F1hn+n2
(27) Wy = 3a2 ’)/h _“——3~“_“ W11 ’”

przy czym wy, jest czcgstoémq drgan podstawowych plyty rownobocznej i okre-
¢lone jest wzorem
42 Ng

(2.8) Wy = e 2y Th

Na rysunku 2 podane sg linie wq;zlowe szesciu kolejhych postaci drgan.

% 3= ”“")11

8
Be= S’”ab"s’”a y+31n%—xsm a L ¢3,=-sm3bxsm—+sm 20, 5in 3 y+ 953,—smabxsm—yﬂm%xsm—y—

+sm3§x sin Ey +8in %’X sm— ' ‘ ~sm§b—XS/n rs y
% “"wﬂ 3 On
it v L sin 21 2, \ Ha, o7,
Pog=sin b xsinTy ay+sin b sin 2 y+ 9542-.9//7 %" sin y sm3bx.s/n y+ Psy=—sin 3b Ty sin y+sm 3bxsm—y+
+sind- I s:ng—'y +sin S?b X sm~—y | +sindl % T sin T‘/

Rys 2 SR

2.2. Drgania wymuszone. Przechodzac ‘do drgad wymuszonych rozwazad
bedziemy réwnanie ‘

2.9) NV V2l 3, t)+%z»<x, 9, ) = P, 3, 1)

Poszukujemy catki szczegblnej réwnania (2.9) odpowiadajqéej 'd_rgaiiibrn
ustalonym, tzn. wystepujacym po stlumieniu drgad swobodnych; w tym celu -
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rozkladamy zaré6wno obcigzenie wymuszajace p(x, y;'t),jak i badang funke
w(x, y, t) w szeregi wedlug funkcji whasciwych?

(2'10) w(x) y) t) Z"%: Tmn(t)djmn(x) y)’

(2.11) c o Py D)= 2 PPl 9),
gdzie jak wiadomo
[ 9, 2) B, ) dv dy
] (@ 9) dw dy
Zwiazek (2.12) wynika z ortogonalnosci uktadu funkeji whasciwych:

Vs

@12) Pl =

o T(a—y)
(2.13) f f By (%, 9) Py (%, y) di dy = 0,
] ]

jesli m = my lub n # n,. g
Po zmudnych, lecz nieskomplikowanych obliczeniach znajdziemy nadto
dlam=m; in=mn ‘

ﬁ(a»:ﬂl)
o f? \ a3,
(2.14) [ [Pulon )1 dy = =g=

0 0

Podstawiajagc (2.10) i (2.11) do (2.9) otrzymujemy réwnanie

@15) 3 INT (VY0 (5, 1+ T o) Do, 3)] = X unl®) Ponls ).

m,n m,n +
Biorge pod uwage réwnanie
(2.16) VAVED,, (3, 5) = Kbl 9,

wyznaczamy dla kazdej dopuszczalnej pary wartodci m i n zwigzek
(2.17) To(0)-080 Tyn(t) =~ Punll)

gdzie o, okreslone jest przez (2.7).

W dalszym ciagu rozwiazemy kilka przykladéw.

2.2.1. Obcigzenie wymuszajgce réwnomiernie roztozone, p(x, v, ) =
= p sin OF, |

[eelev)
L Tu i w dalszym ciagu -dla uproszczenia zapisu stosujemy oznaczenie D zamiast > ).
mn m=2

n=1

m>n

68




7 réwnania (2.12) mamy

8p sinQt

(2.18)  Pmalt) =- 1= (=1 (=1 [I—(—1)"

o (- 1)mn{n(zm—l—n) m(m-+2n)
ym—(—1)n } _ 8p sithF
n2

m2 — %2 mn >

+(“1

rzv czym F. mozna okresli¢ za pomoca nastepujacych wzordéw:
przy czy. m P y
([ gdy m i n s3 parzyste, F,, = 0;
. . —2n(2m-+-n)
gdy m jest nieparzyste, n za$ parzyste, F,, = m(m? — Y +-2n) ;

. . : 2m{m-+2n
gdy m jest parzyste, n nieparzyste, F,.,= 7z(m2~(n2;62mzkn) H

d i nieparzyste, F,, = —2(m>—n?)

(2.19) 9

L

Podstawiajac calkg réwnania (2.17) do (2.10) otrzymujemy rozwigzanie
o postaci

 Spgsin®t <1 Fy
@2) ey =— X fm( ),

gdzie

mi4-mn--n? 2
7 réwnania (2.20) mozemy- obliczyé amplitude ugigcia dowolnego punktu
plyty. Np. dla punktu (4/3, a/3) mamy

4 4 o _
15 (V3+3) 1—05‘(3—1/3) _—10—5—(3_1/3)

(2.21)

b a) " 8pg
max w(—,— = -+ e
3°3 a2yh %wgl—m 169 02,0 »%w%l—!?z
at 1
~ S,ébn"N o (<o)
)
7wy,

2.2.2. Obcigzenie sila sin Q¢ przylozong w punkcie (&, 7).

Zadanie to rozwigzemy zastepujac najpierw dane obcigzenie skupione
obcigzeniem ciagglym réwnomiernym zalegajacym obszar ograniczony prostymi
¥x=¢& x=£E+fc, y=m1n, y=n+d i wykonujagc nastgpnie przejécie gra-
niczne ¢ — 0, d — 0, przy czym ged =1..

Po przeksztalceniach mamy

8y/3 sin Q¢
Pmn(t): ]/ 321;1— mn(é’ 77)

(2.22)
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Poszuklwane rowname amphtud ugi¢¢ ma zatem postaé:

@23.1) Gl(x,y, & )= CZ _mn(x’gdjm@’ 7.7)

gdzie C = 8/3¢/3yha?.
Dla punktu zaczepienia sily wymuszajacej otrzymujemy stad

(2.23.2) ‘. Gyt 3 &) = 2 [¢mn(§ P&, )P

7 réwnania (2.23.1) wyznaczymy nachylenia pow1erzchn1 odksztalconej od-
powiednio w kierunku Ox lub Oy

| éGl(x,y, £ 1 mn(ff n) 0Pm(® )
(2.24) s CZ e
. | 0y '
2.2.3. Obquenle momentem skuplonym sin £t dz1a1ajqcym w punkcie
(& ). |

Przy wyprowadzeniu podanych nizej zaleznosc1 korzystamy z tego, ie
pochodna funkcji okreslajacej linie wplywows zwigzang z sila jednostkows,
zaczepiong w punkcie £, réwna jest funkcji okreslajacej linie wplywows, oblic
czong dla tej samej wielkosci mechanicznej przy obcigzeniu ukladu momen-
tem jednostkowym, zaczepionym w punkcie: &. : \'

Niech wektor momentu skupionego sin £¢, zaczepionego w punkcie (&, 7),
posiada kierunek réwnolegly i zwrot zgodny z Oy. Ugiecie dowolnego punktu
(x, y) obliczymy zatem jako pochodng 0Gy(x, y; &, 7)/0€, gdzie Gy(x, y; &, )
okreslona jest réwnaniem (2.23.1).

Mamy wiec

(2.26) Ga(w, 3 &, 1) = 06 (%, 3 y, s €, 1) CZ ,,m(x ¥) b@mgf '17)

Obhczymy nachylenia pow1erzchn1 odksztatconej w kierunku Oy i Ox. Mamy
0G2(x’ Y- E: 77) - 62G1(x, Y, E’ 77) . C Al _1 a@mn(x y) a®mn(§ 77)

(2.27) oy - 0& 0y - & D, 0&
20g 90,33 Em) _ 0°Gi(x, 73 €,m) _ 1 acb,,m(x 9) 0D (£, 1)
(2.28) ox . C0& O CZ 05

'Niech wektor momentu posiada kierunek réwnolegly, za$ zwrot przeciwny do
Ox. W tym przypadku powierzchnia odksztalcona okreslona jest przez zwigzek

. __ oG (x2y; 5)77) mn(x y) b¢nzn(§ 77)
(229)  Gy(x, 336, m) —‘—157 ‘ Z on
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zaé jej nachylenie w kierunku Oy lub Ox wynosi

0Gs(%, 3 &,m) _ 0°Gi(%, 95 &,7) _ CZ 1 wmn(x ) 0P, (€, )
e ay . on oy - on ?

0Gs(w, 5 &, ) _ 0°Gi(%, 95 &,7) _ CZ 1 0¢mn(x,y) 0P, (£, 1)
. o0x , on 0% on

Zgodnie z zasadg BETTI’EGO mamy oczywiscie

an(x’y.; 5)77) . 6G3(x7y5 é) 77)
0y B ox

Ze wzgledu na péZniejsze zastosowania .interesowaé nas jeszcze bedzie
efekt dzialania momentu sin ¢ o' wektorze réwnolegtym do krawedzi (x/b)+
—]—(y/a) = 1. Rozkladajac wektor momentu na kierunki réwnolegle do Ox
i Oy 1 stosujac zasadg superpozycji otrzymujemy dla amplitudy powierzchni
odksztalconej zwigzek

3 . 1 .
(2.33)  Gu(x 3 5,?7)=1§—Gz(x y; & m)+5Galn, 5 &, m) =
_ mn(x N[V3 0By (8m) | 1 wmn(é,n)]
CZ _ [ 2 oé +7 on |

Obliczmy nachylenia pow1erzchn1 G4 w kierunkach: /, — normalnym do roz-
patrywanej krawedzi oraz I, — réwnoleglym do niej.
~ Mamy, [1], ’

G, y36,m) V3 0Gi(x,p36,m) 1 0Gu(w, 336, m) _
(2:34) ol, T2 0x T 0y

(2.30)

(2.31)

(2.32) e
y=n

r=§
y=n

_ V3 08, (%, 9) | 1 0B, (% M |[V3 0Puu(ém) | 1 0P, (4, 77)]
= Cg Dm,,[ A e S el | 7 S S
Podobnie t ’
, oG (», 35 &,m) 1 09,,(%, y)
(2.35) 4 T CZ Dmn[ . +' |
__,___[3_ adjmn(x’y) ][ﬂ adsmn(g’ 77) +_1_ a@mn(f’ 17)] .
2 oy 2 o6 T2 on

Niech w szczegblnoéci moment skupiony zaczepiony bedzie do rozwazanej
krawedzi w punkcie (£, a—(a/b)é). Obliczmy nachylenie powierzchni w tym
punkcie w kierunku /,. Stosownie do (2.34) mamy

0G4(£) a—%fs ‘f’ a—%E)

ol, =

— 1[V3 0Bpu(tn) | 1 aqz,m(s,n)T
_C [T - ‘)5 ’ +§ on . T;=afi§

b

(2.34.1)

D

man - MR
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Ponadto mamy . ’ , _

0G4(§,a—£§; f,a~£§) o 2
b b 1 [V3(09,,(¢, )
(2.35.1) 3, “Cgm[T(“an_ )
1 L0, (&n) 0B, (&) _ V3 acb,m@,n))z] —o
Z0 0 T T T 0E ) e =0
Stad '
: L 09,,(¢, 1) 0D,.(&, 1) _]/52 1 [ 0D,n(€, 1) 2_
m Dmn 65 » 677 _Tlll,n Dmn - aé—

_(- 0D,,(€, n) )2] ,
. ()77 )]=ll—%§

a zatem (2.34.1) mozna przedstawié¢ w postaci

0G4(<§, a—%ﬁ; £, a—ﬁf)

b . 1 3 0@mn(§’ 17) )2._..
(2.34.2) ol, a CZ D,, [7( o0&

‘ 1 0D,,(& )\’
- 7 ()77 n= a-—~‘;— &

3. Plyta swobodnie podparta na obwodzie i posiadajaca dodatkowe podpory punktowe
3.1, Drgania swobodne

3.1.1. Przypadek pojedyncze;j. podpory punktowej. Niech rozwazana plyta
bedzie podparta dodatkowo w punkcie (&, ), rys. 3. Dla rozwigzania zadania
zastosujemy metode sil,

Ukladem podstawowym (por. [9]) bedzie w naszym przypadku plyta
z rys. 1 z przylozong w punkcie (é, 1) okresowo-zmienng reakcja R sin wt,
posiadajacg czesto$é o badanego ukladu. Réwnanie metody sit mozemy zapisaé
symbolicznie w postaci

3.1) Ry =0,

gdzie 4y, jest ugicciem punktu (£, m) pod dziataniem sily sin w? zaczepionej
w tym punkcie (por. 2.23.2). Z (3.1) w zwigzku z (2.23.2) otrzymujemy zatem
poszukiwane réwnanie czestosci :

(3.2) " ‘Zg%@ﬁzm

m, n mn

przy czym we wzorze (2.21) nalezy zamienié¢ Q przez .
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Niech punkt podparcia posiada wspolrze;dne (& a/2) W tym przypadku

postaé

)

—(—1)mtnr sin (m—]— )n

mamy
2 .
(3.3.1) 2 [ (Zmtn) m—l—n) —(—1)»+n sin (ﬁ_%b‘n)fg s1ann+
F(~—1)m sm( b) ( —{—n)azJ :D,, = 0.
W szczegélnodci np. dla punktu (6/4 al2) mamy stad?
2 3 2
(3.3.2) h+ +V 2-V3 o,
Dy
49
\ , y
\\\ ot - e \
\
\
\
\
N\
\
\
\\
BN < 885 §
. BT _ g §gy EE
e xe 0 o1 020 030 040 950 Fé. [4 917 025 033 450 _az [ 925 033 _§_
%
Rys. 3 - Rys. 4 Rys. 5 Rys. 6

Wartodci trzech kolejnych czéstds’ci przy podparciu w j'ec.lnym z punktéw
prostej 7 = a/2 podane s3 w tabl. 1 oraz na wykresie (rys. 4). Niech wspéi-
rzgdne punktu podparcia beda (b/2, #). Wéwcezas réwnanie (3.2) przyjmie

2m-+n i
(3.4) [sm( m-n) — 4
’ myn ‘
2
. (m—n)m m--n)n
F-(—1)m s1n( g ) n( ” ) 77] : D,y = 0.
Tablica 1. Podparcie w punkcie (&, a/2)
£ @, ©1 O @, @, @
b [20%) Way W1y W3y W1 Way
0,10 2,48 1,07 5,20 1,20 6,54 - - 1,03
0,20 2,53 1,09 5,48 1,26 6,62 1,04
0,25 2,56 ‘1,10 - 5,56 1,28 6,67 1,05
0,30 2,58 1,11 5,58 1,29 6,70 1,05
0,40 2,58 1,11 4,79 1,10 6,58 1,04
? Dla uzyskania nalezytej dokladnosci przy obliczaniu czgstosci podanych w tablicach 1-3

brano pod uwage okolo 50 wyrazéw szeregu (3.2).
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) Obhczone stad czestoéei dla trzech réznych punktéw podparcia podane
s3 w tablicy 2 oraz na wykresie (rys. 5)

Na zakoficzenie wyznaczmy réwnanie czestosci dla- przypadku podparcxa
w jednym z punktéw prostej x = byfa. Mamy wowczas

2 sin 17 o 2 .
(3.5) 2 [sm( m-+ )n nﬁ;y_(fl)m+n sin gm_+3a_n)71y sin —7Z—ny+

m,n

! gy ) e T
+(=1) sin 2=y sin R :D,,, = 0.

Wryniki obliczed podane s3 w tabl. 3 oraz na rys. 6.

Tablica 2. Podparcie w punkcie (5/2, 1) Tablica 3. Podparcie w punkcie (£, 7= &)
n W W, Wy Wy 3 W3 é e S S 0 Wg [GF ws‘
a wu_ Way (255} W31 Wn W39 b wn Dy Wy Wg W1y Wy
1/6 3,29 141 548 1,26 7,00 1,10 1/4 4,32 1,85 4,33 1,00 7,00 1,10
1/4 3,86 1,65 522 1,21 6,33 1,00 1/3 3,73 1,60 5,92 1,37 6,69 1,05

1/3 3,55 1,52 444 1,03 6,34 1,00

Nadmietimy, ze szeregi (3.3)-(3.5) s3 wolnozbiezne.
3.1.2. Plyta podparta w kilku punktach.
Niech rozwazana plyta bedzie podparta w dowolneJ skonczoneJ liczbie
punktéw. Powtarzajgc poprzednio podane rozumowanie otrzymujemy na-
stqujqcy ukiad réwnari jednorodnych:

Rl 611+R2 612+ +Rk 61k = 0
Rl 612+R2 622+ +R 6210 = 0

(3.6)
Rl 61k+R2 621{:—!_ + R 61616 = O
gdzie : '
o (5,17)@ w (&)
3.7 gy = 3 —mton I e i)
(3.7) y= ) oo S

m, n

Przyréwnujac do zera wyznacznik charakterystyczny ukfadu (3.6) otrzymujemy k;
poszukiwane réwnanie czgstosci. .

3.2. Drgania wymuszone. Dla uproszczenia zapisu rozwazaé bedziemy
plyte podpartq dodatkowo w jednym punkcie (£, 7). Stosujac zasadg super- ‘
pozycji przedstawimy amphtudq ug1qc1a dynamicznego w punktu (x, y) plyty
jako sume dwdéch amplitud: ugigcia w, obliczonego dla ukladu podstawowego
wedltug zasad podanych w (2.2) oraz ugiecia wj uktadu rzeczywistego, obcigzo-
nego w punkcie (& %) sila skupiong R sin £f. L
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Mamy zatem

(3.8)  w(x, y) = wo(x, ) +wR(x y) = wo(x>y)+RG (x Y3 €1),
przy czym nie znang reakcje R wyznaczymy z réwnania

(3.9) w(£,m) = wy(£, M)-+RG (&, 15 &, 1) = 0.

Mamy wigc ostatecznie

(3.10) w(x, y) = wo(x,y)t+%,§’,(§7’,—g)—jc~'l(x,y;,5, )

Niech np. na plyte dziata 0bc1qzen1e wymuszajqce psm.Qt 0 amphtudzw .
Mamy wéwczas

Spg mn
(3.11) w(x,y) n“‘yh ,,,Z ebmn(x,y)_

Zﬁm" P (€, 1)

m,n mn . @m"(f 7)
E[Qjmn(éy 77)]2 D ¢Mn( ) ) .

Znajgc w(x, y) mozemy bez trudu obliczy¢” naprezenia” dynarmczne na pod-
stawie znanych wzoréw teorii plyt. ' -

4. Plyta utwierdzona wzdluz jednej, dwu lub trzech krawedzi

Dla ulozenia réwnania czgstodci zastosujemy metode podanq przez W. No-
WACKIEGO, [9].

Przyjmujac za uklad podstawowy plyte swobodnie podparts zaczepiamy
do utwierdzonej krawedai rozlozony w sposéb ciagly nie znany moment utwier-
dzenia o amplitudzie M (gdzie M jest funkejg & lub 7). Z warunku, ze nachylenie

%

!
I
I
|
|
}
[ -
i
I
|
|

Rys 7

powierzchni odksztalconej w dowolnym punkc1e rozwazane] krawedzi jest
rébwne zeru, otrzymujemy réwnanie calkowe FREDHOLMA pierwszego
rodzaju, ktérego jadrem jest jedna z obhczonych poprzednio powierzchni
wplywowych ‘
%
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Nizej podajemy réwnania dla réznych przypadkéw utwierdzenia.
a) Dla plyt z rys. 7a-7c mamy odpowiednio

o 0Ga(0,330,m)

(1) f M(n)“—-gxw—dn 0,
3G, (x, 0; &, 0)
4.2 M 55 V) ge — 0,
(+2) f i) =
N N . a .
b 6G4(x,a——£x; 5,a——~—§) ,
a b b .

w3 [wleage o &£ = o.

b) Dla plyt pokazanych na rys. 7d-7f otrzymujemy odpowiednio ukiady
réwnan catkowych

a b
0G,(0, v; 0, 0G,{0, v &, 0
[ 22502501 gy [ gy 2503360 ge
0 0

.

(4.4) 1 . .
: .\ 0G5 (%, 050, %) 0G,(x, 05 6,0) ..
Of D) X2 gy Of 2(e) T, B0 e o,

-

o 8Gy(0, 950,
[m) 2502501 4 1
[i]

‘ b a aG4(O) y; 5) a—%f)
NPT e P
0
a [ﬂ an(x, a—%x;'O, 17) 1 an(x, a—%—x; 0, 77)] iy -
LA il 7
CONNEOIR® - + y
b oG, x a——a~x° £ a———‘Z«E)
a .'/§ 4( 3 b ) b
+fM&”"TQ[2 ow +
1 aG4(x, Y &, Z E)
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(4.6)

1

\

b .
fM(E) aGS(xz)j(?; 3 O)d.’;“'—.l— ‘

b ' bG4(x, 0; &, a—i&')
a b
+J‘M(E’a_?§) 3y - dé =0,

fbM(E) [ V; ()Gs(x, a —%x; E; 0) N

ox

aG3(x a—2L sk 0) b
1 b b 3 b a
tor ]ds+fM(s, a—@-s)x

oy i
( m& %ﬂ

[ 3

2 ()x +
x: & a "'1‘5

( b quzo.

¢) Dla plyty na obwodzie catkowicie utwierdzonej (rys. 78) otrzymujemy
nastepujacy uklad réwnan catkowych:

(4.7)

-

‘a b .
0Gy(0, 50, 0G4(0,95§,0

[ 120230 gy [ 2002500 gy

0 0

: . aGJ&y;w—éf)
+!M@m—7ﬂ . =0,

a b
0G,(%,0:0, Gs(x, 05 ¢,
[ 2y 285020 g [ ey 250D gy
0 0

a
b aG4(x,0;§,a—~-b—§)
a .
n f M(f,a—?s) 5 & =0,

a =~ 0G (x,a———a—x; 0, 77) oG (x,a—ix;O,n)
3 2( b 1772 b
fM@[V B W it

2 0x 2 oy

7




0G4(x,a—ix;£,a‘—i£)
+ 1 b b Nag=o
L 20 oy ‘

Dla uzyskania rozwigzania efektywnego zastgpujemy réwnanie catkowe (lub
uklad réwnaf) nieskoficzonym ukladem réwnafi algebraicznych jednorodnych
wzgledem wspélezynnikéw rozktadu momentu utwierdzénia w SZEreg, pewnego
ortogonalnego ukladu funkeji, [3] i-[13]; aby rozwiszanie to mialo wartoé
praktyczng, nalezy oczywidcie wydzieli¢ z otrzymanego wyznacznika pod-
wyznaczniki skoficzonego rzedu. Przyrownu]qc je do zera otrzymujemy przy-
blizone réwnanie czestosci. '

4.1. Przyklad liczbowy

4.1.1. Plyta utwierdzona wzdtuz dluzszej przyprostokatnej (rys. 7a).

W tym przypadku bierzemy pod uwage dwa nastepujgce uklady funkeji
ortogonalne w przedziale [0, a]:

“8) pp(n) = sin%@n B=1,2.),
4.8 ‘
Pu(y) = sin "y (a=1,2.).

4
Po przeprowadzemu wskazanych w pracach [3] i [13] dzialah otrzymu-
jemy ukiad réwnan

(4.9.1) S Mya,=0 (@=1,2,..),
(=

gdzie

2 7f
Mﬁ————an(n)sm——a—n dny,
[
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*

s o 1 sinm(n—p). -
= 3 (e S5
| | R Lt G
| (- +(m+z_n>—n(TZ#+
vmp s sina(mtn—f)\ [, sinw(n—d)
e L

(et 20) S gy m—ai) Sin”<m+n—a)}

wi(m—a) Ca(mt+n—a) |
Dla obliczenia czgstosci podstawowej rozwigzano kolejno wyznacznik 2,3 1 4
rzedu otrzymujac cigg wartosci:
), = 2,98w;; = 1,28y,
o} = 3,030y, = 1,300y,
o}’ = 3,040, = 1,300y, -

Nadmienimy, ze wyrazy lezace na przekatnej glownej macierzy ||a,l| sa szere-
gami nieskonczonymi typu

o (2m+-s)?
(4"10) 2 (m2+ms+sz)2—-x2 ?

m=s+1
ktérych sumy nie s3 znane. ,
Poniewaz konieczna byla ocena wartosci liczbowej reszty szeregu (przy
ustalonym &), zastosowano wigc sposob wynikajacy z kryterium catkowego
Caucuy’sco, [1], oraz — dla sprawdzenia — przeksztalcenie KUMMERA,
[7]. Uzyskane wyniki byly praktycznie biorac identyczne.
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Pesmome

CBOBOIHBIE M BLIHV)KOEHHBIE KOJIEBAHUA
TPEYTOJILHOM IIIACTHUHKY

OOCy>KIaroTcss MCCIIeIOBAHMA TUIACTHHKY, ABJIIIOMWIENCS TOJIOBHHON paBHO-
CTOPOHHEI'0 TPEeyroJIGHHKA,

Bo Bropom pasgmene paGorer paccMaTpHBAacTCA IUIACTHHKA CBOGOLHO oreprTast
1o BceM Kpasm. Mcxopmmoit Touxoit mia mansHeimmx pemeHuit SABJIAIOTCI Col-
CrBEHHBIE (QYHKIME (OIpefeJleHHBIE ISt PaBHOCTOPOHHEI'O  TPEYrOJbHHKA
X. Higarrom u A, XABEPCOM) B BuIe GECKOHEUHOro psifa.

B Tpersem pasperne aBTop mpejcraBIIsSET YpaBHEHHE YacTOT A IUIACTIHKH
C M0GABOUHBLIME OIIOPAMIL.

IIpuBomsATCS YMCIOBBIE pe3ysILTATEL. .

B uwerBepToM pasjerne mcciemyeTcs IUIACTHAKA C 3AIIEMTIEHHBIMI HEKOTOPBIMHU
WA BCEMM KpasgMH, YpaBHEHHT METONA «CHUIY JAIOTCH 371eCh B thopme unre-
IpajsHbIX ypaBheHud Drrnromsma mepBoro poma. i omsoro ciywasi npeo~
OpasoBBIBAETCA B KaUeCTBe npuMepa ypasHerune ODPEIroibMA B CHCTEMY ajre-
OpauvecKnX ypaBHEHHH, TIPHBOMSA UHCIIOBBIE DEe3yJIBTATEL.

Ilpunaraerca mepeueHs JHTEpaTYpBI, KACAIOLIEHCS KONMebammit TPEYTOJIb -
HBIX ITIACTHHOK,

Summary

FREE AND FORCED VIBRATION OF A TRIANGULAR PLATE .

The author describes investigations of the vibration of a plate representing
a half of a regular triangle, '

In Sec. 2 a plate simply supported on the periphery is considered.
The starting point for further solutions are the eigenfunctions (determined
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for a regular triangle by H. ScHAEFER and A. Havers) in the form of infinite
series. In Sec. 3 the author derives the equations of frequency for a plate
_ having additional point supports. Numerical results are given.

In the Sec. 4 the plate under consideration is a plate with some of or all
the edges clamped. The equations of the method of «forces» are represented
in the form of FrepHOLM’s integral equations of the first kind. In one case
the FREDHOLM equation is transformed, for the sake of example, into a system
of algebraic equations. A bibliography of the vibration problem of triangular

plates is given.

ZAKEAD BADANIA DRGAN
IPPT PAN

Praca zostala zlogona w Redakcji dnia 12 maja 1959 r.
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